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摘要:  应用复变函数方法,讨论被周期共线裂纹削弱且在裂纹两边作用有周期边界载荷的各向

异性无限弹性平面的第一基本问题. 该问题曾为 Ca i[ Eng F ractureM ech, 1993, 46( 1) : 133-142]讨

论, 然而,解法及其过程不完善, 使其结果不正确. 文中给出正确的解法和解答.
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1 引言与说明

假设各向异性无限弹性平面 ( z平面 )被周期 aP( a > 0)排列于 x轴上的共线裂纹 L j, j =

0, ? 1, ? 2, ,, (L0 B- l [ x [ l ) .其中每一个长度为 2l( l < aP /2)正向与 x轴一致,含裂纹

的弹性平面记为 S,如图 1所示.

图  1 

在裂纹两边的已知载荷也是周期的. 第一基本是求在已知载荷下的平衡.

我们常假设应力 Rx ( z ), Ry ( z), Sxy ( z)与位移 u( z ) + iv( z )也是周期的,而且又设在无穷

远处的应力 Sxy ( ? ] i) + iRy ( ? ] i) 为有限的.

这里使用文献 [ 2]的符号.

在周期带 S0 BR ez [ aP /2的应力平衡条件为

  Ry (+ ] i) - Ry ( - ] i) =
1

aPQ
l

- l
[ R

+

y ( t) - R
-

y ( t) ] dt, (1)
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  Sxy ( + ] i) - Sy (- ] i) = 1
aPQ

l

- l
[ S

+

xy ( t) - S
-

xy ( t ) ] dt, (2)

其中 S
?
xy ( t) + iR

?
y ( t )为 L0两边的载荷.

位移周期条件为

  [ u( z) + iv( z ) ] + = 0, (3)

其中 +为从 z0到 z0 + aP的任何线段.

为简便,常设每条裂纹两边的外作用力主矢量为 0,在实际中通常有

  Q
l

- l
R

+

y ( t )dt = Q
l

- l
R

-

y ( t ) dt, (4)

  Q
l

- l
S
+

xy ( t ) dt = Q
l

- l
S
-

xy ( t) dt, (5)

因而, 条件 ( 1) 与条件 (2)分别化为

  R
+

y ( ] i) = R
-

y ( ] i) (6)

与

  S
+

xy ( + ] i) = S
-

xy ( - ] i) . (7)

记 z1 = x + L1y与 z2 = x + L2y,其中 L1, �L1, L2, �L2为方程

  B11 s
4
- 2B16 s

3
+ ( 2B12 + B66 ) s

2
- 2B26 s + B22 = 0

的复根,且 B
c
jk为弹性系数 (参见文献 [ 2] ) .应力分量 Rx ( z ), Ry ( z ), Sxy ( z )与位移分量 u, v在

点 z = x + iy 上, 可借助全纯函数 U( z1 ) 与 W( z2 ) 或其导数 5 ( z1 ) = U
c
( z1 ) 与 7 ( z2 ) =

W
c
( z2 ) (称为应力函数 )表示为

  Rx ( z ) = 2R e L
2
1 5 ( z1 ) + L

2
27 ( z2 ) , (8)

  Ry ( z ) = 2R e 5 ( z1 ) + 7 ( z2 ) , (9)

  Sxy ( z) = - 2Re L1 5 ( z1 ) + L2 7 ( z2 ) , ( 10)

  u( z ) = 2Re p
2
1U( z1 ) + p2W( z2 ) , ( 11)

  v( z ) = 2Re q1U( z1 ) + q2W( z2 ) , ( 12)

其中, p 1, p2与 q1, q2为与 B
c
jk有关的确定常数

[ 2]
.

可设 Im L1 > 0与 Im L2 > 0, 则当 z位于上 (下 )半平面,相应的点 z1 ( z2 ) 也在相应的上

(下 )半平面, 而且, U( z ), W( z )与 5 ( z), 7 ( z) 也在 S内全纯.

由于周期性,以下的讨论限于 S0内.

2 周期法向载荷情况

设在 L半边上的周期载荷为法向的,即已知 R
?
y ( t)满足 ( 4)式,且 S

?
xy ( t) = 0, t I L . 因而

平衡条件为 ( 6)式. 设 R
?
y ( t)在 L上满足 H Ê lder条件.

注意到在 x轴上当 z = t时,有 z1 = z2 = t .

由 ( 10)式,有边界条件:

  R e L1 5
?
( t ) + L27

?
( t ) = 0,   tI L .

函数 L1 5 ( z ) + L2 7 ( z ), 当 z I S时是全纯函数.这意味着在 L的两边,其实数部分为 0,因而

  L1 5 ( z ) + L27 ( z ) =
i

2
C,   z I S . ( 13)

当 C为某实常数时, 即
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  7 ( z ) = -
L1
L2

5 ( z ) +
i

2L2
C,   zI S, ( 14)

代此入 ( 9)式, 有

  Ry ( z ) = 2R e 5 ( z1 ) -
L1
L2
7 ( z2 ) - C

c
,   zI S, ( 15)

令

  C
c
= - CR e i

L2
, ( 16)

因此当 z = tI L为实数时,有

  R
?
y ( t ) = 2R e L2 - L1

L2
5

?
( t) - C

c
,   tI L ( 17)

或

  
R

+

y ( t) =
L2 - L1
L2

5
+
( t) +

�L2 - �L1
L2

5
-
( t ) - C

c
,

R
-

y ( t) =
L2 - L1
L2

5
-
( t) +

�L2 - �L1
L2

5
+
( t ) - C

c
,

  t I L, ( 18)

其中有 5
+
( t) = 5

-
( t), 5

-
( t ) = 5

+
( t )与5 ( z) = 5 (�z )亦为 S内的全纯函数.由相加与

相减, 有

  L2 - L1
L2

5
+
( t) -

�L2 - �L1
�L2

5
+
( t) +

L2 - L1
L2

5
-
( t) +

�L2 - �L1
�L2

5
-
( t) =

    2f 1 ( t) + 2C
c
,   tI L, ( 19)

  L2 - L1
L2

5
+
( t) -

�L2 - �L1
�L2

5
+
( t) -

L2 - L1
L2

5
-
( t) -

�L2 - �L1
�L2

5
-
( t) =

    2g1 ( t ),   tI L, ( 20)

其中已令

  f 1 ( t) =
1

2
[ R

+

y ( t ) + R
-

y ( t) ] , ( 21)

  g1 ( t ) =
1

2
[ R

+

y ( t) - R
-

y ( t) ] . ( 22)

因 5 ( ? ] i)为有限, 记为 5 ( ? ] i) .因而 5 ( z)与 5 ( z )位于 h0内,即, 5 ( z )与5 ( z )在

裂纹的端点有级小于 1的奇异性
[ 3]

.由推广的 P lem el j公式,有问题 ( 20) 位于 h0的通解为

  L2 - L1
L2

5 ( z ) -
�L2 - �L1
�L2

5 ( z ) =
1

aP iQ
l

- l
g1 ( S) cot

S- z
a
dS+ 2iB,   zI S . ( 23)

其中 B为任意常数. 以 �z代 z且在左边取共轭,其符号改变, 故知 B为实数.

引入标准函数 X ( z) = R ( z ) . 它在 S内全纯. 其中 R ( z) = tan
2
( l /a ) - tan

2
( z /a) 与

R ( z )在 S内取确定的连续支,例如

  lim
zy ? ] i

1

R ( z )
= ? cos l

a
,

于是

  lim
zy ? aP

2

tan
z

a

R ( z)
= 1. (* )
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R iem ann边值问题 (19) 在 h0内的一般解为

  
L2 - L1
L2

5 ( z ) -
�L2 - �L1
�L2

5 ( z ) =
1

aP i R ( z ) Q
l

- l
[ f1 (S) + C

c
] R ( z) co t

S- z

a
dS+

    
2(C0 tan

z

a
+ C1 )

R ( z )
,   zI S, ( 24)

其中 C0与 C1为任意常数,当 z从它的上边趋于 L0上的 t时,显然其左边与右边第 1项都为实

的,于是C0与 C1为实的.注意到上面的等式,出现在积分下的 R ( z )应理解为当 z从上半平面

趋向于 SI L时, R ( z) 的极限.因此 R ( z )在 ( - l, l) 实际上取正实值.

将 ( 23)式与 (24)式相加,有

  5 ( z) =
L2

L2 - L1
1

2aP iQ
l

- l
g1 ( S) cot

S- z

a
dS+

    1

2aP i R ( z)
Q
l

- l
[ f 1 ( S) + C

c
] R ( z ) cot S- z

a
dS+

    
C0 tan

z
a

+ C1

R ( z )
+ iB . ( 25)

由 ( 14)式,

  7 ( z ) =
L1

L2 - L1
1
2aP iQ

l

- l
g1 ( S) co t

S- z
a
dS+

    1

2aP i R ( z)
Q
l

- l
[ f 1 ( S) + C

c
] R ( z ) cot

S- z
a
dS+

    
C0 tan

z
a

+ C1

R ( z )
+ iB +

iC

2L2
. ( 26)

剩下的问题是确定 C, C 0, C 1与 B.在由条件 ( 3)与条件 (6)确定它们之前,引入如下等式:

  1

R ( ? ] i)
= ? cos l

a
,

  Q+ dz

R ( z )
= ? aPcos

l
a
,

  Q+
tan

z
a

R ( z )
dz = Q+

co t
Sz
a

R ( z )
dz = ? aP icos

l

a
,

若 z换为 z1与 z2时, 仍为真.

首先考虑弹性平衡条件 (6) .由 (15)式,

  0 = Ry ( + ] i) - Ry ( - ] i) = 2Re
L2 - L1
L2

[ 5 ( + ] i) - 5 ( - ] i) ] ,

现在

  Q
l

- l
g1 ( S) dS = 0,
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因而由 ( 25)式,有

  C1 = 0, ( 27)

而 ( 7)式是自动满足.

其次,考虑条件 ( 3) .由 ( 11) 式,有 [ u ( z ) ] + = 0化为

  R e
p 1 L2 + p2 L1
L2 - L1

F1 cos
l

a
+ C

c
Q cos

l

a
+ aP i C0 co s

l

a
+ B +

aPC
2
R e

ip 2

L2
= 0.

( 28)

类似地,由 ( 12)式, 有 [ v( z ) ] + = 0化为

  R e q1 L2 - q2 L1
L2 - L1

F1 cos
l
a

+ C
c
Q cos

l
a
+ aP i C0 co s

l
a

+ B +
aPC
2
R e

iq2

L2
= 0,

( 29)

其中已置

  F1 =
1

2 Q
l

- l
f1 ( S) R ( z ) dS ( 30)

为已知实数,且

  Q =
1

2 Q
l

- l
R ( z ) dS ( 31)

为与边界条件无关的已知实数.

为确定 C (随之 C
c
), C 0与 B, 仅需方程 ( 28)与 ( 29) .因而, 为了解的唯一性, 加入补充条

件,例如, Ry (+ ] i) (R
-

y (= ] i) ) = R0为预设实数,由 (9)式,

  R0 = 2R e L2 - L1
L2

5 (+ ] i) - C
c

或由 ( 25) 式,

  R0 =
co s

l

a
aP Q

l

- l
[ f 1 (S) + C

c
] R (S) dS- C

c

即

  R0 =
2co s l

a

aP
(F1 + C

c
Q ) - C

c
( 32)

易知 0 < 2Q cos( l /a) / ( aP) < 1,由此 C
c
随之 C可以确定.因此, C0与 B可由 ( 28)式与 (29)

式唯一确定,问题完全解决.最后, 应力函数 5 ( z1 ) (由 ( 25) 式给出且 z换以 z1 )与 7 ( z2 ) (由

( 26) 式给出且 z换以 z2 ) 可求得 (计及 C 1 = 0).

若在 L两边的法向载荷是对称的,即 R
+

y ( t) = R
-

y ( t ),则在 L上, g1 ( t ) = 0,且解较为简单.

3 周期切向载荷情况

现考虑在 L两边的周期载荷是切向的,即已知在 L上, S
?
xy ( t) I H 且 R

?
y ( t ) = 0, 且设条件

( 5)满足. 因而由条件 (5)可得条件 (7) .

当 z = t为实数,由 ( 9)式, 有

  R e 5
?
( t) + 7

?
( t ) = 0,   tI L,

由前节相似理由,可知
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  5 ( z) = - 7 ( z ) +
i
2
D,   zI S, ( 33)

其中 D为某实常数,代其入 ( 10)式, 有

  Sxy ( z) = - 2Re L1 5 ( z1 ) + L2 7 ( z2 ) - D
c
, ( 34)

其中

  D
c
= DR e iL2 , ( 35)

所以, 当 z = t位于 x轴上,

  S
?
xy ( t) = 2Re ( L2 - L1 )5

?
( t) - D

c
, ( 36)

而 tI L,

  (L2 - L1 )5
+
( t ) + (�L2 - �L1 ) 5

-
( t ) = S

+

xy ( t) + D
c
,   tI L, ( 37)

  (L2 - L1 )5
-
( t ) + (�L2 - �L1 ) 5

+
( t ) = S

-

xy ( t) + D
c
,   tI L, ( 38)

置 5 ( z ) = 5 ( z ) . 由相加与相减,有

  [ (L2 - L1 )5
+

( t) + (�L2 - �L1 ) 5
+

( t ) ] +

     [ (L2 - L1 ) 5
-

( t ) + (�L2 - �L1 ) 5
-

( t ) ] =

    2f 2 ( t) + 2D
c
,   tI L, ( 39)

  [ (L2 - L1 )5
+
( t) - (�L2 - �L1 ) 5

+
( t ) ] -

    [ (L2 - L1 ) 5
-
( t ) - (�L2 - �L1 ) 5

-
( t) ] =

    2g2 ( t ),   tI L, ( 40)

其中已令

  f 1 ( t) =
1

2
[ S

+

xy ( t) + S
-

xy ( t) ] ,   tI L, ( 41)

  g1 ( t ) =
1
2
[ S

+

xy ( t) - S
-

xy ( t) ],   tI L, ( 42)

需要求 ( 41)和 ( 42)式在 h0内的解.

由推广的 Pleme lj公式, (40) 式在 h0内的一般解为

  (L2 - L1 )5 ( z ) - (�L2 - �L1 ) 5 ( z) =

    1

2aP iQ
l

- l
g1 (S) cot

S- z

a
dS+ 2 iC,   zI S, ( 43)

其中, 如上节相同理由, C是任意实数, (39) 式在 h0内的一般解为

  (L2 - L1 )5 ( z ) + (�L2 - �L1 ) 5 ( z) =

    1

aP i R ( z ) Q
l

- l
[ f 2 ( S) + D

c
] R ( z ) cot

S- z

a
dS +

2(D 0 tan
z
a

+ D 1 )

R ( z)
, ( 44)

其中, D 0与 D 1为任意实数. 将它们相加,有

  5 ( z) =
1

L2 - L1
1

2aP iQ
l

- l
g2 ( S) cot

S- z

a
dS+

    1

2aP i R ( z )
Q
l

- l
[ f 2 ( S) + D

c
] R ( z ) cot

S- z
a
dS+

D 0 tan
z

a
+ D 1

R ( z)
+ iC ( 45)

且由 ( 33) 式,有
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  7 ( z ) =
1

L2 - L1
1

2aP iQ
l

- l
g2 ( S) co t

S- z

a
dS+

    1

2aP i R ( z) Q
l

- l
[ f 2 ( S) + D

c
] R ( z ) cot

S- z

a
dS+

    
D 0 tan

z

a
+ D 1

R ( z )
+ iC +

i
2
D . ( 46)

如前节,因为

  Q
l

- l
g2 ( S) dS = 0, ( 47)

由弹性的平衡条件易知

  D 1 = 0, ( 48)

而条件 ( 6)自动满足,周期位移条件 (3)满足,因为

  R e p 1 - p2

L2 - L1
F2 cos

l
a

+ D
c
Q co s

l
a
+ aPi D 0 co s

l
a
+ C +

aPD
2
R e ip2 = 0,

( 49)

  R e
q1 - q2

L2 - L1
F2 cos

l

a
+ D

c
Q co s

l

a
+ aPi D 0 co s

l

a
+ C +

aPD
2
R e iq2 = 0,

( 50)

令

  F2 =
1
2 Q

l

- l
f2 ( S) R ( z ) dS, ( 51)

对于解的唯一性,需要补充条件, 例如, Sxy ( + ] i) ( = Sxy ( - ] i) ) = S0为一预设实常数, 由

( 34) 式与 ( 10)式, 有

  S0 =
2cos

l

a
aP

(F 2 + D
c
Q ) - D

c
, ( 52)

由此,可得D
c
与D .因而D 0与 C可由 ( 49)式与 ( 50)式求得. 于是, 5 ( z )与 7 ( z) (以及 5 ( z1 )

与 7 ( z2 ) )求得, 我们的问题完全解决.

注 1 设位移周期性代替为准周期,即 u( z+ aP) - u ( z ) = q, v( z + aP ) = v( z ) X 0, 其中 q为预设实数,

我们的方法也有效.

注 2 若条件 ( 4)或条件 ( 5)不满足,则 U( z1 )与 W( z2 )为多值的.在此情况, 在解相应问题时,先分离多

值部分, 化问题为这里所考虑的情况.

注 3 当已知裂纹两边的周期载荷时,可用叠加法求上述问题 (此方法类似于文献 [ 4] 给出的非周期情

况, 但裂纹代替孔,这里不予讨论 ) .
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First Fundamental Prob lems of An isotropic Elastic

P laneW eakened by Period ic Collinear Cracks

CA I Ha-i tao
1
,  LU J ian-ke

2

1. Co llege o f Ma th em a tics, C en tr a l S ou th Un iv er sity, Chan g sha 410083, P . R. Ch in a;

2. Co lleg e of M a them a tics,Wuhan Un iv er s ity ,Wu han 430072, P. R . Ch in a )

Abstract: The firs t fundamenta l prob lem s of an isotrop ic in fin ite elastic p laneweakened by per-i

od ic co llinear cracks and w ith period ic boundary loads on bo th sides o f the cracks were d is-

cussed by means o f them ethod of com plex funct ion. This prob lem was cons idered by Cai[ Eng

FractureM ech, 1993, 46: 127-131 ], however, h is method o f so lution is imperfect and so h is re-

su lts are incorrect. H is method was revised and the correct so lu tion was obta ined here.

Key words: an isotropic e lastic p lane; co llinear cracks; condit ion o f equ ilibrium

1348 蔡  海  涛    路  见  可


