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渗透各向异性土层的平面应变固结
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摘要:  提出了一种有效的可供选择的分析方法, 来研究渗透各向异性多孔弹性土层的平面应变

固结问题. 从饱和多孔弹性土体的控制方程出发,建立了在 L aplace-Fourier变换域内, 土层中地基

表面 ( z = 0)和深度 z处基本变量之间的关系. 结合边界条件,得到了变换域内渗透各向异性有限

土层的平面应变 B io t固结问题的精确解.通过 Laplace-Four ier逆变换, 得到了物理域内的真实解.

平面应变 B io t固结土层的数值分析结果显示: 渗透各向异性对土层的固结行为, 有比较显著的影

响.

关  键  词:  平面应变固结;  有限土层;  渗透各向异性;  L ap lace-Fourier变换

中图分类号:  TU 43; O 343   文献标识码:  A

DO:I 10. 3879 / .j issn. 1000-0887. 2009. 11. 009

引   言

B iot
[ 1]
首先提出了能够考虑水土之间耦合作用的固结理论.至今为止,对 B io t固结问题已

有很多的研究
[ 2-18]

,然而大多数的研究都假定土体的渗透性是均匀各向同性的, 这与现场的实

际情况是不相符的.事实上,土的形成是一个不断沉积的过程, 因而其渗透性在各个方向常常

会表现出较明显的差异性. 因此, 在固结计算中, 考虑土的渗透各向异性是很有必要的.

Chen
[ 19]
利用状态矢量法分析了渗透各向异性多层弹性半空间的轴对称固结问题. M ei等

[ 20]
应

用有限层法分析了土体的渗透性及土骨架弹性参数同时为各向异性时多层地基的三维固结行

为.有限元商业软件, 例如: ABAQUS, AD INA等,都可以用来求解渗透各向异性 B iot固结问题;

但是它们都属于数值计算方法, 计算工作量大、效率低.因此, 本文的主要目的是: 1) 提出一种

求解渗透各向异性有限土层平面应变固结问题的可供选择的有效方法; 2) 探讨渗透各向异性

对土体固结行为的影响.

1 渗透各向异性平面应变固结问题的解

1. 1 基本控制方程

不考虑体积力时的静力平衡方程为
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5Rx
5x
+

5Sz x
5z
= 0, ( 1a)

  
5Sx z
5x
+

5Rz
5z
= 0, ( 1b)

式中, Rx, Rz是 x, z方向的总应力; Sz x, Sx z是剪应力.

应变-位移关系为

  Ex =
5ux
5x
, ( 2a)

  Ez =
5uz
5z, ( 2b)

  Cz x =
5ux
5z +

5uz
5x , ( 2c)

式中, Ex, Ez分别是 x, z方向的应变; ux, uz分别是 x, z方向的位移; Cz x是剪应变.

假设土体中的土颗粒及孔隙水是不可压缩的
[ 1-9, 14-18, 20]

,且土骨架属于各向同性介质
[ 1-19]

,

则平面应变 B iot固结问题的本构方程
[ 3-4]
是

  Ex =
1 - M

2

E
( Rx + R) -

M
1 - M
( Rz + R ) , ( 3a)

  Ez =
1 - M

2

E
(Rz + R ) -

M
1 - M
(Rx + R ) , ( 3b)

  Cx z =
1
G
Sx z =

2( 1 + M)
E

Sx z, ( 3c)

式中, R是超孔隙水压力 (压为正 ), E是弹性模量, G是剪切模量, M是 Po isson比.

如上所述,土骨架常常被认为是各向同性介质
[ 1-19 ]

,但是, 土的渗透性则因为土体的沉积

过程而常表现为各向异性
[ 19-20]

; 因此,在固结计算中很有必要考虑土体的渗透各向异性.

渗透各向异性平面应变介质的连续性方程
[ 19-20]
为

  5e
5t
=

1
rw
kx

52

5x 2
+ kz

52

5z2
R, ( 4)

式中, e = Ex + Ez是体积应变; rw 是水的重度; kx, kz分别是 x, z方向的渗透系数.

根据 Darcy定理, z方向的流量可定义为

  Q =
kz

rw

5R
5z
. ( 5)

1. 2 解的推导

Laplace变换及其逆变换
[ 21]
定义如下:

  ( x, z, s) = Q
]

0
f (x, z, t) e
- st

dt, ( 6a)

  f (x, z, t) = 1
2P i Q

C+ i]

C- i]
(x, z, s) e
s t

ds, ( 6b)

式中, s是 Laplace变换参数;这里及后面提到的上标 / ~ 0是表示对变量 t进行 Lap lace变换后

的形式.

Fourier变换及其逆变换
[ 22]
定义如下:

  ( N, z, s) = 1
2PQ

]

- ]
(x, z, s) e
- ixN

dx, ( 7a)
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  ( x, z, s) = Q
]

- ]
( N, z, s) e

ixN
dN, ( 7b)

式中, N是 Fourier变换参数;这里及后面提到的上标 / - 0是表示对变量 x进行 Fourier变换后

的形式.

对式 ( 1b)、( 2c)和 ( 5)进行 Laplace-Four ier变换, 可得

  
d�Rz
dz
= - Ni�Sz x, ( 8)

  
d( i�ux )

dz
= N�uz +

1

G
i�Sz x, ( 9)

  d�R
dz
=
rw

kz
. ( 10)

对式 ( 2b)、( 3a)、( 3b)进行 Lap lace-Fourier变换,并进行一些数学运算,得到

  
d�uz
dz
=

2G

M
- 1 Ni�ux +

1
M
�R + 1
M
�Rz, ( 11)

式中, M =
E ( 1 - M)
(1 + M) (1 - 2M)
.

类似地,从式 ( 1a)和 ( 3a),我们可以得到

  
d( i�Sz x )

dz
= 4G 1 -
G
M

N
2

i�ux - 2
G
M

N�R + 1 - 2
G
M

N�Rz . ( 12)

对式 ( 4)和 ( 5)进行 Laplace-Fourier变换, 并结合式 ( 11)可得:

  
d

dz
= 2
G s
M

Ni�ux +
kx

rw
N

2
+
s

M
�R +
s
M
�Rz . ( 13)

关于变量 z的 Laplace变换及其逆变换
[ 21]
的定义为

  ( N, p, s) = Q
]

0
( N, z, s) e
-p z

dz, ( 14a)

  ( N, z, s) = 1
2Pi Q

C+ i]

C- i]
(N, p, s) e
pz

dp, ( 14b)

式中, p为 Lap lace变换参数; 这里及后面提到的上标 / 0̂定义为对变量 z进行 Laplace变换后

的形式.

对式 ( 8) ~ ( 13)进行关于变量 z的 Lap lace变换,得到

  p iûx - Nûz -
1
G

i=R
^

z x = i�ux (0), ( 15)

  pûz - 2 G
M
- 1 Niûx -

1

M
R
^
-

1

M
R
^

z = �uz (0), ( 16)

  p R
^
-
rw

kz
= �R( 0), ( 17)

  p i=R
^

z x - 4G 1 -
G
M

N
2

iûx + 2
G
M

NR
^
- 1 - 2 G
M

NR
^

z = i�Sz x ( 0), ( 18)

  p R
^

z + iN=R
^

z x = �R z ( 0), ( 19)

  p - 2G s
M

Niûx -
kx

rw
N

2
+
s

M
R
^
-
s

M
R
^

z = (0), ( 20)

式 ( 15) ~ ( 20)是 iûx, ûz, R
^
, i=R

^

z x, R
^

z和 这 6个变量的联立方程. 解这些方程, 并对 p进行 La-
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place逆变换,从而得到 i�ux, �uz, �R, i�Sx z, �Rz, 的表达式如下:

  �G ( N, z, s) = < ( N, z, s)�G (N, 0, s), ( 21)

式中, �G ( N, z, s) = [ i�ux, �uz, �R, i�Sx z, �Rz, ]
T
; < (N, z, s) 为传递矩阵,它建立了在变换域内 �G (N,

z, s )在土层表面 z = 0和深度 z之间的关系.附录中给出了传递矩阵的各元素.

根据传递矩阵的性质
[ 23 ]
和式 ( 21), 可得下式:

  �G ( N, 0, s) = < (N, - z, s)�G ( N, z, s) . ( 22)

根据式 ( 21)和 ( 22)及边界条件,我们可以求得土层内任意点在变换域内的位移、应力、超

孔隙水压力及流量的解答,通过相应的 Lap lace-Fourier逆变换, 就可得到物理域内的真实解.

假设单层土的厚度为 h,且在其表面 - b [ x [ b范围内作用一均布条形荷载 f, 荷载从时
间 t = 0
+
开始施加, 之后为一常量.

对荷载 f进行 Lap lace-Fourier变换,得到

  ( N, 0, s) = 1
2PQ

]

- ] Q
]

0
f e
- st

e
- iNx

dtdx =
f

P
s in( bN)
sN
. ( 23)

假定地表完全透水,从而有

  �Rz (N, 0, s) = - , �Sx z ( N, 0, s) = �R (N, 0, s) = 0. ( 24)

假定土层底部固定,则有两种可能的排水条件:

当底部完全透水时,有

  �ux (N, h, s) = �uz (N, h, s) = �R( N, h, s) = 0. ( 25)

在式 ( 22)中, 令 z = h, 并结合式 ( 24)和 ( 25),可得

  

i�ux ( N, 0, s)

�uz ( N, 0, s)

0

0

-  

(N, 0, s)

= < ( N, - h, s)

0

0

0

i�Sx z ( N, h, s)

�Rz (N, h, s)

(N, 0, s)

. ( 26)

从式 ( 26) ,我们可求得 �G ( N, h, s)中的剩余未知量的表达式如下:

  

i�Sx z (N, h, s)

�Rz ( N, h, s)

( N, h, s)

=

<34 ( N, - h, s) <35 ( N, - h, s) <36 ( N, - h, s)

<44 ( N, - h, s) <45 ( N, - h, s) <46 ( N, - h, s)

<54 ( N, - h, s) <55 ( N, - h, s) <56 ( N, - h, s)

- 1
0

0

-

. ( 27)

当底部是完全不透水时,有

  �ux (N, h, s) = �uz (N, h, s) = ( N, h, s) = 0. ( 28)

令式 ( 22)中的 z = h, 并结合式 ( 24)和 ( 28) ,可得

  

i�ux ( N, 0, s)

�uz ( N, 0, s)

0

0

-  

(N, 0, s)

= < ( N, - h, s)

0

0

�R( N, h, s)

i�Sx z ( N, h, s)

�Rz (N, h, s)

0

. ( 29)

从式 ( 29) ,可求得 �G (N, h, s)中剩余未知量的表达式如下:
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�R (N, h, s)

i�Sx z (N, h, s)

�Rz ( N, h, s)

=

<33 ( N, - h, s) <34 ( N, - h, s) <35 ( N, - h, s)

<43 ( N, - h, s) <44 ( N, - h, s) <45 ( N, - h, s)

<53 ( N, - h, s) <54 ( N, - h, s) <55 ( N, - h, s)

- 1
0

0

-

. ( 30)

一旦 �G ( N, h, s)中全部的量都已求得,根据式 ( 22) ,在变换域内土层中任意点的解可表示

为

  �G ( N, z, s) = < ( N, z - h, s)�G ( N, h, s) . ( 31)

式 ( 31)是变换域内渗透各向异性土层平面应变固结问题的解. 通过相应的 Laplace-Fou-

rier逆变换,就可得到物理域的真实解.

2 数 值分 析

本文利用 Ta lbot方法和 Gauss积分去分别实现物理域内最终解的 Lap lace逆变换和 Fou-

rier逆变换,该数值方法在求解固结问题中的精确性和有效性, 已被 Booker和 Sm all
[ 7-9 ]
证实.

当计算厚土层时,数值计算很容易溢出, 而这个问题可以利用 A i等
[ 23 ]
提出的方法加以解决.

本文中所有的结果都是在假定土层表面完全透水, 而底部固定且完全不透水的情况下得到的.

 图 1 平面应变固结的固结度

为证实上述方法的有效性和精确性, 本文研

究了渗透各向同性时的特殊情况, 并将其与之前

已存在的结果进行比较.单层土表面作用一均布

条形荷载时的平面应变固结的解及参数如图 1所

示.这里,固结度 U定义为

  U =
uz ( t) - uz (0)

uz ( ] ) - uz ( 0)
,

时间因子的定义为

  S = 2Gkz t / ( rw b
2
) .

显然, 本文的计算结果与 Booker
[ 6]
的结果吻合得很好.

分别选择各向异性系数 r = kx Bkz为 1B1, 5B1和 50B1, 以研究渗透各向异性对土体固结行

为的影响.单层土体平面应变固结算例的参数及结果分别如图 2和图 3所示.从图 2和图 3可

见,对于不同的 r,土层地表沉降在固结过程中有着较大的差别, 但在初始阶段和最终阶段是

一致的.另外,从图 2和图 3中还发现,当时间因子 S = 0. 1时,超孔隙水压力的消散, 随 r的不

同而不同.

  图 2 平面应变固结问题中的地表沉降      图 3 平面应变固结问题中的超孔隙水压力
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3 结   论

本文提出了一种可供选择的有效方法来求解渗透各向异性有限土层的平面应变 B iot固

结问题.从饱和多孔弹性土体的控制方程出发,建立了 Lap lace-Fourier变换域内单层土体土层

表面 ( z = 0)和深度 z处基本变量之间的关系.结合边界条件,得到了变换域内渗透各向异性

有限土层平面应变 B io t固结问题的精确解.进而对其进行 Lap lace-Fourier数值逆变换, 得到了

物理域内的真实解.通过对渗透各向同性单层土的特殊情况的计算,显示本文结果与已发表的

其它结果吻合得很好,证实了本文方法的正确性. 通过对单层土的数值分析,研究了渗透各向

异性对土体固结行为的影响.结果显示:渗透各向异性对土体固结过程中的地表沉降和超孔隙

水压力有着显著的影响,但对其初始阶段和最终阶段的地表沉降没有影响.

与有限元商业软件例如: ABAQUS、ADINA等相比, 本文的分析方法有着更高的计算效率.

此外, 本文方法还可以推广到三维渗透各向异性及流体可压缩性地基 B iot固结问题的分析中

去.

附   录

  < 11 = ( 1 + A) chNz + zN( 1 - GB) shNz - Achqz = <44,

  < 12 = zN( 1 - GB) chNz +
GN2 V
Mp 2k
z

shNz -
AN
q

shqz = - < 54,

  < 13 =
N( chNz - chqz )
Mp
= -

Nkz< 26

rw
= -
kz<31

2G srw
= -

Nkz< 35

srw
=
kz< 46

2Grw
= -

< 53

2GN
= -

< 62

2G sN
= -

< 64

s
,

  < 14 = z
1

2G
-

B
2

chNz +
1

2GN
+

NV

2Mp 2 kz
shNz -

N2 s

MCqp2
shqz,

  <
15
=

Ns

MCp 2
( chNz - chqz ) + z 1

2G
-

B
2

shNz = - <
24
=

< 42

4G2N2
= -

< 51

4G2N2
,

  < 16 =
1

Cp
shNz -

N
q

shqz = -
< 32

2GNs
= -

< 34

s
= -

< 56

2GN
,

  < 21 = - zN( 1 - GB) chNz +
GN2D

Mp2 kz
shNz +

Aq
N

shqz = - < 45,

  < 22 = ( 1 - A) chNz - zN( 1 - GB) shNz + Achqz = <55,

  < 23 = -
N
M p

shNz -
q

N
shqz = -

< 43

2GN
=

< 61

2G sN
=
< 65

s
,

  < 25 = z -
1

2G
+

B
2

chNz +
1

2GN
+

ND

2Mp 2 kz
shNz +
q s

MCp2
shqz,

  < 33 = chqz = < 66,

  < 36 =
M

Cq
shqz,

  < 41 = 2GzN
2 ( 1 - GB) chNz - 2GN - 1 +
GN2D

Mp 2kz
shNz - 2GqAshqz,

  < 52 = 2GzN
2 (- 1 + GB) chNz - 2GN - 1 +
GN2 V

Mp 2kz
shNz +

2GN2A
q

shqz,

  <
63
=
Cq

M
shqz,

式中

  p = q2 - N2, A =
2GN2 s

M Cp 2
, B =

N2 ( kx - kz )

M pkz
,
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  V = ( q2 - 3N2 ) k
x
+ ( q2 + N2 ) k
z
, D = (q2 + N2 ) k
x
+ (- 3q2 + N2 ) k
z
.
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Plane Strain Consolidation of So il Layer

W ith An isotropic Perm eab ility

A I Zh-i yong,  WU Chao

(D epa r tm en t o f G eo techn ica l En g in eer in g an d K ey L a bo ra to ry of G eo techn ica l an d U n der gr oun d

En g in eer in g of M in istr y of Edu ca tion, T on gji U n iv er sity , Sha n gha i 200092, P. R . Ch in a )

Abstract: An alternative ana lytical techn ique to study a p lane strain conso lidation o f a poro-

e lastic so il by tak ing into accoun t the an isotropy of permeab ility was presented. From the gover-

n ing equations o f a saturated poroelastic so i,l the relat ionsh ip o f bas ic variab les fo r a po in t o f a

so il layer w as estab lished at between the ground surface (z = 0) and the dep th z in the Lap lace-

Fourier trans formed doma in. Com bined w ith the boundary cond itions, an exact so lu tion was de-

rived for p lane strain B iot. s conso lidat ion o f a fin ite so il layer w ith an isotropic perm eab ility in

the transform dom ain. Numerical inversions of the Lap lace trans form and the Fourier trans form

were adopted to obtain the actual solution in the physical doma in. Num erical resu lts o f plane

strain B iot. s conso lidation for a s ing le soil layer show s that the an iso tropy of perm eability has

great in fluence on the conso lidat ion behav ior of the so ils.

Key words: p lane strain conso lidat ion; a fin ite so il layer; an iso trop ic perm eability; Lap lace-

Fourier transform
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