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一类四阶半线性方程的奇摄动解
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摘要:  讨论了一类四阶半线性方程奇摄动边值问题. 利用上下解方法,研究了边值问题解的存在

性和渐近性态. 指出了在该文的情形下具有两参数的原奇摄动问题的解只有一个边界层.
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引   言

研究非线性奇摄动问题是数学界备受关注的一个对象. 在过去的十年中, 许多方法被发

展和优化, 包括平均法、边界层法、匹配渐近展开法和多重尺度法.近来许多学者做了大量的

工作
[ 1-5]

. 利用微分不等式等方法, 莫嘉琪等也研究了一类奇摄动常微分方程非线性边值问

题
[ 6]
、反应扩散方程

[ 7-8]
、催化反应系统

[ 9]
、生态环境

[ 10]
、激波

[ 11]
、孤立子

[ 12-13]
、激光

[ 14]
、海洋

科学
[ 15]
和大气物理问题

[ 16 ]
.本文是用上下解方法和特殊而简单的奇摄动理论, 研究一类带有

两参数的半线性方程边值问题.

今讨论如下半线性问题:

  E
d

4
y

dx
4 + Lp ( x )

d
3
y

dx
3 + q ( x )

d
2
y

dx
2 = f( x, y ),   a < x < b, ( 1)

  y
( r)
( a) = A r,   r = 0, 1, ( 2)

  y
( r)
( b ) = B r,   r = 0, 1, ( 3)

其中 E和 L为正的小参数, A r, B r ( r = 1, 2)为常数.问题 ( 1) ~ ( 3)是一个具有两参数的奇摄动

问题.

假设

[H1 ] 当 Ey 0时, L
2
/Ey 0.

[H2 ] 函数 p ( x ), q ( x )和 f (x, y )为关于其变量在对应的区域内为具有直到 (m + 1)阶的
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偏导数, m in(p, q, fy ) \ D> 0, 其中 D为正常数.

由假设 [H 2 ] ,

  s
4
+ p ( x ) s

3
= 0, p ( x ) t

3
+ q (x ) t

2
= 0

存在负实解 s = - ( p ( x ) )
1 /3
和 t = - ( q ( x ) /p ( x ) )

1 /3
.于是由删除定理, 退化问题中 ( 2)的 2

个边界条件应被删除.

方程 ( 1)的退化方程为

  q ( x )
d

2
y

dx
2 = f( x, y ),   a < x < b . ( 4)

我们尚需假设:

[H3 ] 问题 ( 1) ~ ( 3)的退化问题存在解 Y0 ( x ) .

令

  N= E
1 /2
, G = L /E

1 /2
, ( 5)

即

  E = N
2
, L = NG.

这时问题 ( 1)为

  N
2 d

4
y

dx
4 + NGp ( x )

d
3
y

dx
3 + q( x )

d
2
y

dx
2 = f (x, y ),   a < x < b . ( 6)

1 外 部解

设问题 ( 1) ~ ( 3)的外部解 Y为

  Y( x, N) ~ 6
]

j, k= 0
Yjk ( x )N

j

G
k

. ( 7)

将方程 ( 7)代入方程 ( 6)和 ( 3) ,按 N和 G展开 f并合并方程的 N, G的同次幂系数有

  q ( x )
d

2
Y0 0

dx
2 = f (x, Y0 0 ), ( 8)

  Y
( r)

0 0 ( b ) = B r,   r = 0, 1, ( 9)

  q ( x )
d

2
Yjk

dx
2 = fy ( x, Y0 0 ) Yjk + F j k,   j + k X 0, ( 10)

  Y
( r)

jk ( b ) = 0,   r = 0, 1, j + k X 0, ( 11)

其中 F jk ( j + k X 0)为已知函数.

显然,问题 ( 8)和 ( 9)的解 Y0 0就是退化问题 ( 4)和 ( 3)的解 Y0 ( x ) . 由问题 (10) 和 ( 11),

我们能依次得到 Yjk ( j, k = 0, 1, , ) . 于是我们能够决定外部解 (7) . 但它未必满足边界条件

( 2),所以我们还需在 x = a邻近构造边界层校正项.

2 边界层校正

引入伸长变量
[ 17]
S = (x - a) /N,并设方程 (6)和 ( 2)的解 z为

  z = Y(x, N, G) + u ( S, N, G) . ( 12)

将方程 ( 12)代入方程 ( 6)有

  d
4
( Y + u )

dS
4 + Gp ( NS+ a )

d
3
( Y + u )

dS
3 + q ( NS+ a)

d
2
( Y + u)

dS
2 =
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    N
2
f (NS+ a, Y + u ),   a < x < b, ( 13)

令

  u ~ 6
]

j, k= 0
u jk ( S)N

j
G
k
. ( 14)

将方程 ( 7)和 ( 14)代入方程 ( 13)和条件 ( 2),按 N, G展开 f并合并方程的 N, G的同次幂系

数有

  
d

4
u0 0

dS
4 + q ( a)

d
2
u0 0

dS
2 = 0, u0 0 ( 0) = A 0,

du0 0

dS
( 0) = 0, ( 15)

  
d

4
u10

dS
4 + q( a )

d
2
u10

dS
2 = G 10, u10 ( 0) = 0,

du10

dS
( 0) = A 1, ( 16)

  
d

4
ujk

dS
4 + q ( a)

d
2
u jk

dS
2 = G jk, u jk ( 0) = 0,

du jk

dS
( 0) = 0,   jk X 00, 10, ( 17)

其中 G 10和 G jk ( jk X 00, 10)为依次已知函数,其结构从略.

由假设 [H 2 ] ,问题 ( 15) ~ ( 17) ,我们能得到 u jk ( j, k = 0, 1, , ), 并具有性态

  u jk = O ( exp( - kj kS) ) = O exp - kjk
x - a
N

= O exp - kjk
x - a

E
1 /2 ,

  j, k = 0, 1, ,, ( 18)

其中 kjk为正常数. 将 uj k代入式 ( 14),我们得到 x = a在附近的边界层校正项 u .

于是我们得到如下原问题 ( 1) ~ ( 3)解 y的渐近展开式:

  y = 6
n

j= 0
6
l

k= 0

[ Yjk + ujk ] E
j /2
( L /E

1 /2
)
k
+ O (m ax

n, l
( E

n /2
( L /E

1 /2
)
l
),

0 < E, L n 1, 0 < N= E
1 /2
, G = L /E

1 /2 n 1. ( 19)

3 一致有效性

现有如下定理:

定理  在假设 [ H1 ] ~ [H 3 ]下, 存在两参数奇摄动问题 ( 1) ~ ( 3)的一个解 y, 并且解在 x

I [ a, b ]上成立一致有效的渐近展开式 ( 19) .

证明  首先构造辅助函数 A和 B:

  A= W - �rR, B = W + �rR, ( 20)

其中 R = m axn, l ( E
n /2
( L /E

1 /2
)
l
), �r为足够大的正常数, 它将在下面选定,而

  W = 6
n

j= 0
6
l

k = 0
[ Yjk + ujk ]E

j /2
( L /E

1 /2
)
k

.

显然,

  A [ B,   x I [ a, b] , ( 21)

且

  A
( i)
| x= a [ A i [ B

( i)
| x= a, A

( i)
|x = b [ B i [ B

( i)
|x = b,   i = 0, 1. ( 22)

现证

  E
d

4
A

dx
4 + Lp ( x )

d
3
A

dx
3 + q (x )

d
2
A

dx
2 - f( x, A) \ 0,   a < x < b, ( 23)

  E
d

4
B

dx
4 + Lp ( x )

d
3
B

dx
3 + q ( x )

d
2
B

dx
2 - f( x, B) [ 0,   a < x < b . ( 24)
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由假设 [H 2 ] ,对于足够小的 E, L,存在一个正常数 M, 使得

  E
d

4
A

dx
4 + Lp ( x )

d
3
A

dx
3 + q (x )

d
2
A

dx
2 - f( x, A) =

    E
d

4
(W - �rR )

dx
4 + Lp ( x )

d
3
(W - �rR )

dx
3 + q ( x )

d
2
(W - �rR )

dx
2 -

    f ( x, W ) + [ f ( x, W ) - f ( x, (W - �rR ) ) ] \

    q ( x )
d

2
Y0 0

dx
2 - f (x, Y0 0 ) +

    6
n

j= 0,
6
l

j+kX 0, k= 0
q (x )

d
2
Yjk

dx
2 - fy ( x, Y0 0 ) Yjk - F jk

N
j
G
k
+

    
d

4
u0 0

dS
4 + q ( a )

d
2
u0 0

dS
2 +

d
4
u10

dS
4 + q( a )

d
2
u10

dS
2 - G10 N+

    6
n

j= 0, j kX 00,
6
l

10, k= 0

d
4
ujk

dS
4 + q ( a)

d
2
ujk

dS
2 - G jk N

j
G
k
- MR + �rDR =

    (�rD- M )R .

选择 �r\M /D, 我们证明了不等式 ( 23).同理也可证不等式 ( 24) .于是由式 ( 21) ~ ( 24)和微分

不等式定理
[ 18]

,我们得到

  A [ y [ B,   x I [ a, b ] .

再由式 ( 20), 我们给出了最后的结果:

  y = 6
n

j= 0
6
l

k= 0
[ Yjk + ujk ] E

j /2
( L /E

1 /2
)
k

+ O (R ),

0 < En 1, 0 < Ln 1, 0 < L
2
/En 1,

其中 R = m axn, l ( E
n /2
( L /E

1 /2
)
l
), 定理证毕.

附注  注意到渐近展开式 ( 19), 可以看出具有两参数的原问题 ( 1) ~ ( 3), 当 L2 /Ey 0, Ly 0时,在 x = a

邻近只有一个边界层 ,它与文献 [ 19] 中,当 E /L2 y 0, L y 0的情形不同 .后者在 x = a具有两个边界层.
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Abstract: A class o f s ingu larly perturbed boundary value prob lem for sem ilinear equation of

fourth order w ith tw o param eters is con sidered. Under su itab le cond ition s, us ing low er and up-

per so lu tion s m ethod, the ex istence and asym p totic behav ior o f so lution for boundary value

p rob lem w ere stud ied. It is po in ted out that the so lu tion for original s ingu larly pertu rbed prob-

lem w ith tw o param eters has on ly one boundary layer.

Key words: sem ilinear; tw o param eters; singular pertu rbation; low er and upper solutions
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