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一类 SchrÊdinger-Poisson型方程的稳定性
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摘要:  运用变分法研究一类描述物理学中电磁波在原生质中传播过程的非线性 SchrÊd inger-Po is-

son型方程. 通过分析 H am ilton性质和构造相应的变分问题, 得到该系统基态的存在性. 进而证明

了该系统的基态是轨道稳定性.
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引   言

本文考虑一类非线性 SchrÊd inger-Po isson型方程

  
iWt + $W+ 2UW+ W

2p W= 0,

- $ U+ a
2
U = W

2 .
( 1)

其中 W( x, t) BR
3 @ [ 0, T ) v C是一个复值函数, U( x, t ) BR

3 @ [ 0, T ) v R是一个实值函数. 0

< T [ + ] 是最大存在时间. i= - 1, $是在 R
3
上的 Lap lace算子. 非线性指数 p满足 0< p

< 2 /3.系统 ( 1)模拟了物理学上电磁波在原生质的传播
[ 1-6]

.对于该问题驻波解稳定性研究的

兴起应归因于对其热非线性项的研究.在物理学中,该系统中的方程在文献 [ 4]中就被提出和

研究了.

Guo和 Yang
[ 7]
得到了系统 ( 1)的解的适定性. 同时 Guo和 Y ang

[ 7]
还研究了系统 ( 1)的解

的渐进行为和坍塌性质.

对于形如方程 ( 1)的非线性波动系统,由于许多数学和物理性质非常大的程度上依赖于

其驻波解的性质.因此,驻波解的研究已成为现代非线性波动理论研究中的热门和重要的课题

之一 (见文献 [ 8-17] ).

下面首先回顾关于经典的非线性 SchrÊdinger方程

  iUt + $U+ U
q- 1U= 0,   x I R

N

, t \ 0. ( 2)

方程 ( 2)的驻波是形如 U( x, t ) = e
iXt

u (x )的解,其中 XI R是频率, u ( x ) 满足非线性椭圆型
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方程

  - $u + Xu - u
q- 1

u = 0,   uI H
1
(R

N
), ( 3)

这里,当 N = 1, 2时, 1 < q < + ] ;当 N \ 3时, 1< q < (N + 2) / (N - 2) . 对于方程 ( 3),

S trauss
[ 18]
建立了其驻波解的存在性; Kw ong

[ 1 9 ]
证明了其驻波解的唯一性. 另一方面, 若 q < 1

+ 4 /N , Cazenave和 Lions
[ 20 ]
证明了对于任意的 X > 0,驻波解 e

iX t
u ( x )是稳定的. 若 q = 1+

4 /N , W einstein
[ 21]
指出对于任意的 X > 0, 驻波解 e

iXt
u (x )是不稳定的.若 q > 1+ 4 /N , Beres-

tyck i和 Cazenavecite
[ 22]
证明了对于任意的 X > 0,驻波解 e

iX t
u (x )是不稳定的.

对于系统 ( 1) ,其驻波是

  ( W( x, t ), U( x, t) ) = ( e
iX t

u ( x ), v (x ) ) . ( 4)

其中 XI R是频率, ( u ( x ), v (x ) ) I H
1
r (R

3
) @H

1
r (R

3
)是如下非线性椭圆型方程的解

  - $u + Xu - 2uv - u
2p

u = 0,

- $v + a
2
v = u

2 ,

( 5)

这里H
1
r (R

3
) = f ( x ) I H

1
(R

3
) B f (x ) = f ( x ) .

本文对于系统 ( 1) , 特别关注方程 ( 5)具有最小能量的解,即所谓系统 ( 1)的基态. 运用

Cazenave和 L ions
[ 20]
以及 Zhang

[ 14-15 ]
的方法,首先,建立基态的存在性, 然后证明基态是轨道稳

定的. 本文的主要结论如下:

定理 A (存在性 )  设 0< p< 2 /3, 对于 X > 0,系统 ( 1)的基态存在.

定理 B (轨道稳定 )  设 0< p< 2 /3,对于 X > 0,系统 ( 1)的基态是轨道稳定.

本文结构安排如下:第 1节首先给出一些相关的准备知识,第 2节构造了一个变分问题证

明系统 ( 1)的基态的存在性,第 3节给出基态解轨道稳定的证明.

1 准 备知 识

首先,赋予系统 ( 1)初值

  W( x, 0) = W0 ( x ),   x I R
3
. ( 6)

另外, W0是方程

  - $W+ a
2
W= W0

2

的基态.

为了方便起见,本文都记 QR 3
# dx为 Q# dx ,用 +#+H 1

r
记空间 H

1
r (R

3
)的范数,且用 +#+L

p记范

数 L
p
(R

3
) .同时,用 + ( u, v ) +H 1

r
@H 1

r
=+ u+H 1

r
+ + v+H 1

r
记空间 H

1
r (R

3
) @H

1
r (R

3
)的范数.

在空间 H
1
r (R

3
)中定义能量泛函

  E ( W, U) = Q| ¨W |
2
dx + Q( | ¨U |

2
dx + a

2
| ¨U |

2
) dx - 2 Q| W |

2
Udx -

      1
p + 1 Q| W |

2(p+ 1 )
dx ( 7)

和质量泛函

  M (W) = QW 2 dx . ( 8)

命题 1. 1
[ 7]

(局部适定性 )  设 W0I H
1
r (R

3
) , 0< p < 2 /3 , 则 Cauchy问题 ( 1)和 ( 6)的解

W(x, t), U(x, t)满足
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  W( x, t), U( x, t )I L
]

( 0, T; H
1
r (R

3
) ) ,

其中 T > 0.

命题 1. 2
[ 7]  若 W0 I H

1
r (R

3
), 则 C auchy问题 ( 1)和 ( 6)的解 W( x, t) I C (R; H

1
r ( R

3
) ),

且 W( t, # )满足以下两守恒法则:

1) 质量守恒

  +W(#, t) + 2
L 2 = +W0 + 2

L 2 ;

2) 能量守恒

  E ( W, U) =E ( W0, U0 ) .

为了方便起见,由上面的命题可记 QW0
2 dx=D > 0.

命题 1. 3
[ 23]  设 V是自反的 Banach空间,令 8 < V是 V的一个弱闭子集. 若 E: 8v RG

+ ] 是强制的,且在 8上关于 V是弱下半连续的.那么 E在 8上有下界且在 8上达到它的下

界.

引理 1. 1
[ 14, 21]

( Gag liardo-N irenberg不等式 )  若 0 < s < 2以及 f I H
1
r (R

3
) , 则有以下

Gag liardo-N irenberg不等式:

  + f+ 2s+ 2

L 2s+ 2
[ C + ý f+

3s

L 2
+ f + 2- s

L 2
.

2 基态的存在性

首先,定义如下变分问题:

  
dD = in f

( u, v ) I 8
E ( u, v),

8 = ( u, v) I H
1
r ( R

3
) @H

1
r (R

3
): Q| u |

2
dx=D ,

( 9)

这里的 E ( u, v )是如式 ( 7)定义的能量泛函,且 D > 0.

命题 2. 1  若 1 < 2p + 1 < 7 /3 (即 0 < p < 2 /3 ),则

  dD = m in
( u, v ) I 8

E ( u, v) . ( 10)

证明  由 H Ê lder不等式, Gag liardo-N irenberg不等式和 Young不等式,可得

  2 Qu
2
vdx [ 2 Qu

3 dx
1/ 3

Qv
6 dx

1 /6

Qu
2 dx

1 /2

[

      C Q̈ u
2 dx

1 /4

Q̈ v
2 dx

1 /2

Qu
2 dx

3 /4

[

      1

4 Q̈ u
2 dx +

1

2 Q̈ v
2 dx + C Qu

2 dx
3

[

      1
4 Q̈ u

2 dx +
1
2 Q(¨v

2
+ a

2
v

2
) dx + C Qu

2 dx
3

. ( 11)

由于 0< p < 2 /3,由 Gagliardo-N irenberg不等式,则

  Qu
2 (p+ 1) dx [ C Q̈ u

2 dx
3p /2

. ( 12)

再由式 ( 11)、( 12), 命题 1. 2以及 0< p< 2 /3 ,则有

  E ( u, v) =

    Q̈ u
2 dx + Q( ¨v

2
+ a

2
v

2
) dx - 2 Qu

2
vdx -

1

p + 1 Qu
2(p+ 1) dx \
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3
4 Q̈ u

2 dx +
1
2 Q( ¨v

2 + a
2

v
2 ) dx -

C Qu
2 dx

3

-
1

p + 1 Qu
2( p+ 1) dx \

3

4 Q̈ u
2 dx +

1

2 Q( ¨v
2

+ a
2

v
2
) dx -

C Q̈ u
2 dx

3p /2

- CD, ( 13)

即 E ( u, v )是强制的.

显然, 8是H
1
r (R

3
) @H

1
r (R

3
)的弱闭子集, 且 E ( u, v)在 8上是弱下半连续的.

因此,由命题 1. 3,可知: dD = m in
( u, v ) I 8

E ( u, v) . t

定理 A的证明

令  G ( u, v) = Qu
2 dx - D .

由命题 2. 1,极小化问题 ( 10)有解 ( u, v), 从而存在 Lagrange乘子 + I R使得

  Du [E ( u, v) + +G ( u, v) ] = 0

和

  Dv [E ( u, v) + +G ( u, v) ] = 0,

其中 DuF是泛函 F ( u, v)的变分.

由

  DuF ( u, v ) =
9
9G

F ( u + GDu, v )
G= 0

可得

  
2 Q̈ u

2 dx - 4 Qu
2
vdx - 2 Qu

2(p+ 1) dx + 2+ Qu
2 dx = 0,

2 Q( ¨v
2

+ a
2

v
2
) dx - 2 Qu

2
vdx = 0,

即

  - $u + +u - 2uv - u
2p

u = 0,

- $v + a
2
v= u

2 .

由此可得 ( u, v )是问题 ( 1)的解.由式 ( 9)有 ( u, v)是系统 ( 1)的基态.从而定理获证. t

对任意 D > 0,可记极小化问题 ( 10)的极小值组成的集合为 SD ,则对任意的 ( u, v)I SD , 存

在 Lagrange乘子 X > 0使得 ( u, v)是方程 ( 5)的解.

3 基态的轨道稳定

在本节将证明基态的轨道稳定性.

定理 B的证明

事实上,欲证定理 B只需证明如下命题:

命题 3. 1 设 0 < p < 2 /3对任意的 E > 0,存在 D> 0使得对任意的 W0 I H
1
r (R

3
), 若

  inf
( u, v ) I S

D

+ W0 - u+H 1
r

< D. ( 14)

则 Cauchy问题 ( 1)和 ( 6)的解 ( W( t, x ), U( t, x ) )满足
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  inf
( u, v ) I S

D

+ ( W( t, # ), U( t, # ) - ( u (# ), v (# ) ) +H 1
r @H 1

r
< E,

对 y P t \ 0.   ( 15)

证明  由命题 1. 2, 对任意的 W0I H
1

r , Cauchy问题 ( 1)和 ( 6)所对应的解 (W( t, x ), U( t,

x ) )在空间H
1

r
上整体存在且有界.运用反证法, 若命题 3. 1的结论不成立,则存在 E> 0,序列

( W
n

0 )n I Z使得

  inf
( u, v ) I S

D

+ W
n

0 - u+H 1
r

<
1
n

( 16)

和序列 ( tn ) nI Z使得

  inf
( u, v ) I SD

+ ( Wn ( tn, # ), Un ( tn, # ) ) - ( u (# ), v(# ) ) +H 1
r @H 1

r
\ E, ( 17)

其中, (Wn, Un )为 C auchy问题 ( 1)和 ( 6)对应于 W
n

0的解. 由式 ( 1)和式 ( 18)知, 存在序列

( U
n

0 )nI Z使得

  inf
( u, v ) I SD

+ U
n

0 - v+H 1
r

<
1

n
, ( 18)

由式 ( 16)和式 ( 18) ,则

  QWn

0
2 dx y Qu

2dx = D , ( 19)

  E ( W
n

0, U
n

0 )vE ( u, v) = dD . ( 20)

进而, 由式 ( 18) ~ ( 20)以及守恒律知 (Wn ( tn, # ), Un ( tn, # ) ) nI Z是问题 ( 10)的极小化序列.

因此, 存在 ( u, v)I SD 使得

  + ( Wn ( tn, # ), Un ( tn, # ) ) - ( u (# ), v(# ) ) +H 1
r @H 1

r
y 0  ( n y ] ) . ( 21)

这与式 ( 17)矛盾. 因此命题 3. 1得证. t
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Stab ility of SchrÊ dinger-Poisson Type Equations

HUANG Juan,  ZHANG J ian,  CHEN Guan-gan

( Co lleg e of M a them a tics an d So ftw a r e S cien ce, S ichu an N orm a l Un iv er sity ,

Ch en gdu 610066, P. R. Ch in a )

Abstract: Variationalm ethodswere used to study the non linear SchrÊ d inger-Po isson type equa-

tionswh ich model the electromagnetic wave propagates in the p lasma in physics. Through ana-

lyz ing the Ham ilton ian property to construct a constrained variat ional prob lem, the ex istence of

the ground s tate of the system was obta ined. Furthermore, the ground state being orb itally s ta-

b le was proved.

Key words: SchrÊ d inger-Po isson type equat ions ; ground state; ex istence; orb ita l stability
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