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在重力作用下的上覆无限热弹性流体对
广义热弹性固体转动的影响
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摘要:  计及上覆无限热弹性流体的重力作用, 沿界面有不同的外力作用时, 研究广义热弹性固体

的旋转变形问题# 在Laplace和 Fourier域内,通过积分变换, 得到了位移、应力及温度分布的表达

式# 然后在物理域内,应用数值逆变换方法, 得到这些分量的值, 并讨论了该问题的一些特例# 结

果以图形方式给出,显示了介质的旋转以及重力作用的影响# 
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符 号 说 明

K* , L Lam�常数 Q* 密度

u* 位移矢量 t*ij 应力分量

S0, ; 0 热弛豫时间 M* = (3K* + 2L) A*
t 线性热膨胀系数

e = divu 膨胀系数 g 重力加速度

K* 热传导系数 C*
E 比热容

T * 温度分布 T *
0 参照温度

引   言

传统的热弹性体的耦合动力学理论,是以 Fourier的热传导定理为基础的抛物型热传导方

程,造成了热传播速度无限的固有矛盾# 为了消除这一固有矛盾,创立和发展起广义热弹性理

论# 新理论认为热传播速度是有限的, 因为刚性导体的传热方程是双曲型微分方程,所以被归

结为双曲型的热弹性理论[ 1]# 
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有两种广义热弹性理论# 第1种理论是由 Lord和 Shulman[ 2]提出,第 2种为大家所熟知的理

论是,带有 2个弛豫时间参数的耦合热弹性理论, 或者是依赖于温度变化率的热弹性理论# 

M�ller[ 3]在热弹性固体的热力学综述中,提出了熵产生不等式, 借助于该不等式,本构方程一级

就受到限制# 该不等式的一般形式由 Green和 Laws[ 4]提出# Green和 Lindsay[ 5] ( G- L)得到了

另一种形式的本构方程# Suhubi[ 6]独立地、更为明晰地给出了这些方程# 该理论包含了 2个

担当弛豫时间的常数,它们不仅修正了热方程,而且还修正了耦合理论的全部方程# 如果在考

虑中的介质有一个对称中心, 则经典的 Fourier定理无法满足# 没有能量耗散的热弹性理论是

另一个广义理论,由Green和Naghdi[ 7]建立# 在其独立的基本变量当中,包括了热- 位移梯度;

与早前各个理论不同的是,它并不包含有热能的耗散# 

Barber和Martin- Moran
[ 8]
讨论了半平面瞬时热弹性接触问题的Green函数# Barber

[ 9]
研究

了半平面表面上移动热源产生的热弹性位移和应力# Sherief
[ 10]
得到了热弹性介质中由连续热

源引起的应力分量和温度分布# Dhaliwal等人
[ 11]
研究了均匀各向同性无边界固体中, 由连续

线性热源引起的热弹性相互作用# Chandrasekharaiah 和 Srinath[ 12]研究了均匀各向同性无边界

固体中,由连续点热源引起的热弹性相互作用# Sharma 等人[ 13]研究了均匀各向同性热弹性半

空间中,由时谐变化的法向点荷载引起的扰动# Sharma 和 Chauhan[ 14]讨论了广义热弹性半空

间中的受力和热源# Sharma等人[ 15]研究了在无限半空间上均匀热弹性层上表面, 无限长时间

内,荷载以恒定速度移动时的稳态响应# 最近, Deswal和 Choudhary[ 16]在带耗散的广义热弹性

固体中,研究了由移动荷载产生的二维问题# 

过去,许多研究人员研究了转动介质的不同问题# Chand等人[ 17]提出了以匀速转动时的

均匀各向同性、传热、导电弹性半空间中的变形、应力、磁场分布的研究# 许多作者[ 18- 20]研究

了旋转对弹性波的影响# Roychoudhuri和Mukhopadhyay[ 21]研究了旋转和弛豫时间对广义热粘

弹性平面波的影响# Ting[ 22]研究了转动的各向异性弹性半空间中的界面波# 最近, Sharma等

人[ 23- 26]讨论了转动对不同类型波在热弹性介质中传播的影响# Othman和 Song[ 27]研究了在磁

热弹性介质中转动的影响# 

在经典的弹性理论中,通常忽略了重力的影响# Bromwich
[ 28]
最先研究了波在固体中, 特别

是在弹性球体中,重力对传播的影响# 随后, Love
[ 29]
也研究了重力的影响, 当重力场中波长较

大时, Rayleigh波的速度增大到有意义的程度# De 和 Sengupta
[ 30- 32]

研究了重力对表面波的影

响,以及在弹性层和平面 Lamb问题中波的传播的影响# Sengupta和 Acharya[ 33]研究了重力对

波在热弹性层中传播的影响# Das等人[ 34]在非均匀弹性固体介质中,研究了重力对表面波的

影响# Abd- Alla和Ahmed[ 35]研究了在重力场和初应力作用下正交各向异性热弹性介质中的

Rayleigh波,并讨论了有重力作用时,波在非均匀正交各向异性弹性介质中传播问题[ 36]# 

在本研究中,上面覆盖的旋转热弹性流体受到重力的作用,沿界面受到不同的外力作用时,

应用Laplace和Fourier 转换,得到转动的广义热弹性介质的位移、应力及温度分布的表达式# 在
许多动力系统中,这类旋转介质问题十分重要# 本文还就一些特例进行了研究# 着重研究了

重力作用下广义热弹性介质中旋转的影响# 

1  问题的提出与求解

考虑一个均匀广义热弹性半空间(介质Ñ ) , 并在其上覆有热弹性流体半空间(介质 Ò)# 
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介质 Ñ和介质 Ò以匀角速度 8 *
= 8 *

n
^
旋转,其中 n

^
为单位矢量,表示转动轴方向# 考虑到

所有的变量都是时间 t和坐标x和z的函数# 转动系统中运动的位移方程有2个附加项
[ 18]

,向

心加速度 8 * @ ( 8 * @ u
*
) 仅随时间而变化,且为 2 8 * @ u

*
, 其中 u

*
= ( u

*
1 , 0, u*

3 ) 为动

位移矢量,角速度为 8 *
= (0, 8*

2 , 0)# 这些附加项在非旋转介质中是不存在的# 

考虑在重力作用下的广义热弹性半空间(介质Ñ) /热弹性流体(介质Ò)界面上的法向力# 考

虑到直角坐标系 ( x , y , z ) 位于 z = 0的初始平面上, z 轴垂直指向介质 Ñ# 

对于二维问题( xz - 平面) , 全部变量都是坐标 x , z 和时间 t 的函数# 当不计体力和热源

作用时,在重力作用下的旋转的广义线性热弹性场方程及其本构关系给出如下:

  
5 t *11
5x +

5 t *13
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5x = Q* 52
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将方程( 4) ~ ( 6)代入方程( 1) ~ ( 2) ,得到
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初始条件为

  u
*
i ( x , z , 0) = Ûu *

i ( x , z , 0) = T
*
( x , z , 0) = 0# 

为了数值计算方便, 引入无量纲变量

  

xc =
�X
c0

x , zc =
�X
c0

z , u
*
mc=

Q
*
c0�X

MT 0
u

*
m , tc = �Xt , S
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T
*
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t
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M* T 0
, 8 *

2 c=
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( 9)
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其中

  �X =
Q*

C
*
E c

2
0

K
* , c

2
0 =

K
*
+ 2L
Q* # 

方程( 3)、( 7)、( 8)就是无量纲形式的运动方程# 在这里, 上角标符号* 为 s时表示固体(介质

Ñ) ,为 f时表示流体(介质 Ò) , 定义位移势 q和W,它们与位移分量 u
s
1和 u

s
3 (介质Ñ )有着如下

关系:

  u
s
1 =

5 q
5x -

5W
5z , u

s
3 =

5 q
5z +

5 W
5x# ( 10)

对如上的无量纲结果方程,应用由式( 11) ~ ( 12)定义的Laplace和 Fourier 转换,

  �f ( x , z , p ) = Q
]

0
e- p t

f ( x , z , t )dt , ( 11)

  �f ( N, z , p ) = Q
]

- ]
eiNx�f ( x , z , p )dx , ( 12)

得到

  
d2
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从方程( 13) ~ ( 15)中消去 �W和�T s
, 得到
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其中
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( 17)

方程( 16)的解应满足辐射条件,即 z y ] 时, �q , �W, �T
s y 0, 于是

  �q = D1e
- q

1
z
+ D2e

- q
2
z
+ D3e

- q
3
z
, ( 18)

  �W= a
*
1 D1e
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1
z
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*
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z
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*
1 D3e

- q
3
z
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其中 q
2
m为方程(13) 的根, a

*
m , b

*
m 分别为下式定义的耦合常数:

  a
*
m =

q
4
m - ( e1+ e2+ e3) q

2
m + ( e1 e2+ e3N

2
)

[ 2 8
s
2p + iNg/ ( c0�X) ] ( q
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  b
*
m = : sp
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�n + t 1p

q
2
m - N2

q
2
m - e1

,   m = 1, 2, 3# ( 22)
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类似地,设方程( 1) ~ ( 6)的 L= g = 0, 得到介质Ò中的解# 

1. 1  边界条件
界面 z = 0的边界条件为

  t
s
33 = t

f
33- F ( x , t ) , t

s
31 = 0, u

s
1 = u

f
1, u

s
3 = u

f
3, K

s 5T s

5z = K
f 5T f

5z # ( 23)

将式( 4) ~ ( 6)、( 9)、( 10)代入边界条件( 23) , 得到无量纲形式的边界条件# 抑制一级项, 对无

量纲形式的边界条件, 应用由式 ( 11) ~ ( 12)定义的 Laplace 和 Fourier 转换, 并利用式 ( 18) ~

( 20) ,得到的变换域中的边界条件及在重力作用下旋转的广义热弹性介质的位移、应力和温度

分布在变换域中的数学表达式:
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其中
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f 1 = q 4k5 - k4 q5, f 2 = iN( k4- k5) , f 3 = iN( q4 - q5) , f 4 = r4 k5- k4r 5,

f 5 = r4 q5- q4 r5, f 6 = iN( r5- r 4) , g1 = s1r 2- r 1s 2, g2 = s1 b2- b1 s2,

g3 = s 1l 2- l 1 s2, g4 = s1k 2- k 1 s2, g5 = r1 b2- b1 r2, g6 = r 1l 2- l 1r 2,

g7 = r 1k2 - k1 r2, g 8 = b1 l2 - l 1 b2, g9 = b1k 2- k 1b2, g 10 = l 1k 2- k 1l 2,
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h1 = b2f 1- l2f 2+ k 2f 3, h2 = b3f 1- l 3f 2+ k3f 3, h3 = b1f 1- l 1f 2 + k1f 3# 

( 29)
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特例

� ) 不计介质 Ñ的角速度(即 8
s
2 = 0 ) ,可以得到重力作用下, 非旋转广义热弹性介质的

位移、应力和温度分布,在变换域中的分量表达式# 

� ) 不计介质 Ñ的重力作用(即 g = 0 ) , 可以得到旋转热弹性介质的位移、应力和温度分

布的表达式# 

� ) 不计介质 Ò的角速度(即 8 f
2 = 0 ) , 可以得到重力作用下非旋转广义热弹性介质的位

移、应力和温度分布,在变换域中的表达式# 

� )两种介质的角速度及重力作用都不计(即 8s
2= 8 f

2= g = 0 ) ,可以得到非旋转热弹性

介质的位移、应力和温度分布的表达式# 

1. 2  热弹性理论的特例

� ) 当式( 30)成立时, 可以得到旋转介质的耦合的热弹性理论( C- T 理论)# 

  nc= n1 = 1, t 1 = S0 = ; 0 = 0# ( 30)

� ) 当式( 31)成立时, 得到 Lord- Shulman热弹性理论( L- S理论)# 

  nc= n1 = n0 = 1, t 1 = ; 0 = 0, S0 > 0# ( 31)

� ) 当式( 32)成立时, 得到 Green- Lindsay 热弹性理论( G- L 理论)# 

  nc= n1 = 1, n0 = 0, t1 = 0, ; 0 \ S0 > 0, ( 32)

其中 ; 0, S0为两个弛豫时间# 

� ) 当式( 33)成立时, 得到旋转介质、无能量耗散时的广义热弹性理论(线性化的 Ò型 GN

理论)# 

  nc> 0, n1 = 0, n0 = 1, t 1 = ; 0 = 0, S0 = 1# ( 33)

方程( 7)和( 8)不变,方程( 3)改用以下形式

  K
* ¨2

T
*

= Q*
C

*
E
52
T

*

5t 2
+ M* 52

e

5 t 2
, ( 34)

其中 nc为有(1/ s) 量纲的常数, nckc= K
*
= C

*
E ( K+ 2L) / 4为该理论的特征常数, 对介质Ñ ,

* = s,对介质Ò, * = f# 

1. 3  逆转换

转换后的位移和应力是 z 的函数, 是 Laplace 和 Fourier 转换参数 p 和 N的函数, 形式为

�f ( N, z , p )# 为了得到该函数在物理域内的表达式,应用 Sharma和 Kumar[ 39]的方法, 先进行逆

Fourier转换, 然后进行 Laplace转换# 

2  外 力类 型

这里,考虑 4种类型的外力,即集中力、连续力、分布力和移动荷载# 对于集中力, 有

  F( x , t ) = D( x ) D( t ) , �F ( N, p ) = 1# ( 35)

对于沿界面作用的连续力,有

  F( x , t ) = D( x )H ( t ) , �F ( N, p ) =
1
p

# ( 36)

分布力有 2种,即均布力和线性分布力# 对于作用在法向的均布力(见方程( 23) ) ,有

  F( x , t ) = <( x ) D( t ) , �F ( N, p ) = �<( N) , ( 37)

其中
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  <( x ) =
1,   | x | [ a,

0,   | x | > a# 

对于作用在坐标原点 ( x = z = 0)、宽度为 2a 的均布条状的单位荷载, 关于( x , N) 变量对的

Fourier转换为

  �<( N) = 2sin( Na) / N,   N X 0# ( 38)

对于作用在法向的线性分布力(见方程( 23) ) ,有

  <( x ) =
1 -

| x |
a

,   | x | [ a,

0,   | x | > a,

( 39)

<( x ) 的Fourier 转换为

  �<( N) = 2[ 1- cos( Na) ] / ( N
2
a)# ( 40)

正如方程( 24) ~ ( 28)一样,通过将 �<( N) 替换为 2sin( Na) / N和 2[ 1- cos( Na ) ] / ( N2
a) , 式

( 29)在法向作用均布力和线性分布力时,得到位移、应力和温度分布的表达式# 

当荷载沿 x - 轴以匀速度 U在界面z = 0移动时,有

  F( x , t ) = H ( t ) D( x - Ut ) ,

因此

  �F ( N, p ) =
1

p - iNU
# ( 41)

3  数值结果及讨论

以举例说明为目的, 介绍早期的分析过程,现给出一个数值结果的算例# 这些结果描述了

本文 L- S理论中的温度、位移、应力场的变化情况# 为了这个目的,采用铜作为热弹性材料,

其物理常数值为[ 37]

  L= 3. 86 @ 10
10

N/ m
2
, K

s
= 7. 76 @ 10

10
N/ m

2
, C

s
E = 3. 810 8 @ 10

2
J/ ( kg#K) ,

  Qs
= 8. 954 @ 103 kg/ m3

, K
s
= 3. 860 9 @ 1010 W/ ( m#k) , As

t = 0. 017 8 @ 10- 3
/ K,

热弹性流体的物理常数值为[ 38]

  Kf
= 0. 207 4 @ 1010 N/ m2

, Af
t = 0. 069 @ 10- 3

/ K, K
f
= 6. 029 0 @ 108 W/ ( m#K) ,

  Q
f
= 1. 0 @ 10

3
kg/ m

3
, C

f
E = 4. 186 8 @ 10

3
J/ ( kg#K) ,

在 z = 1面上, U < c0时, 选取 8s
2 = 0. 5, 8 f

2 = 0. 25进行数值计算, 法向位移 u
s
3、法向应力 t

s
33

和温度分布 T
s 如图 1~ 图 12所示,其中

a) 实线表示重力作用下旋转广义热弹性固体( TESRG) ;

b) 虚线表示重力作用下非旋转广义热弹性固体(TESWRG) ;

c) 带星号实线表示没有重力作用时的旋转广义热弹性固体( TESR) ;

d) 带星号虚线表示没有重力作用时的非旋转广义热弹性固体 ( 8s
2 = 8 f

2 = g = 0) (TES)# 

应用带一个弛豫时间参数的广义理论(L- S理论, S0 = 0. 03 ) ,得到数值解及其图形结果# 

集中力作用下的法向位移 u3,法向应力 t 33和温度分布T 的变化情况如图 1~ 图 3所示# 

重力作用下(旋转和非旋转的)热弹性介质的法向位移值在很小的范围内变化,这变化实际上

是相反的# 对0 [ x [ 1. 8区域中的旋转和非旋转介质来说,其变化幅度较大, 而在其余区域,

这实际上是一些震荡的变化# 法向位移的这些变化在图 1中给出# 从图 2中可以发现, 有重
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力作用时热弹性介质法向应力的震荡, 实际上要比无重力作用时要小# 与法向位移的变化类

似,有重力作用时的广义热弹性介质的温度分布值在很小的范围内变化# 介质无重力作用(旋

转和非旋转)时,它们的变化也非常类似,实际上仅仅是大小有所差别而已# 温度分布的变化

情况在图 3中给出# 

 图 1  由沿界面作用的集中力引起的法向       图 2 由沿界面作用的集中力引起的法向

位移 u3随水平距离 x 的变化 应力 t 33 随水平距离 x 的变化

 图 3  由沿界面作用的集中力引起的温度       图 4 由沿界面作用的连续力引起的法向

分布 T 随水平距离 x 的变化 位移 u3 随水平距离 x 的变化

图 4~ 图 6分别描述了连续力作用下的法向位移 u3,法向应力 t 33和温度分布T# 图中表

明,对于TESRG, TESWRG和 TESR, 法向位移和温度分布的数值都很小# 关于法向应力的变

化, TESRG, TESWRG 和TES的变化规律很相似, 只是数值上稍有差别# 这些介质的法向应力

值在 0 [ x [ 2. 0内急剧增大,然后震荡减小# 

当沿两种介质的界面作用着均布力时, 法向位移 u3,法向应力 t 33和温度分布 T 的变化情

况与集中力作用时的变化情况类似,分别在图 7~ 图 9中表示# 

当荷载沿着界面移动时, 法向位移 u3,法向应力 t 33和温度分布 T 的变化情况与连续力作

用的变化情况类似, 但是两种情形的数值相差较大,分别在图10~ 图 12中表示# 

1422 P#艾拉瓦利亚    N#S#纳拉



 图 5  由沿界面作用的连续力引起的法向       图 6 由沿界面作用的连续力引起的温度

应力 t33 随水平距离 x 的变化 分布T 随水平距离 x 的变化

 图 7  由沿界面作用的均布力引起的法向       图 8 由沿界面作用的均布力引起的法向

位移 u3随水平距离 x 的变化 应力 t 33 随水平距离 x 的变化

 图 9  由沿界面作用的均布力引起的温度       图 10  由沿界面作用的移动荷载引起的

分布 T 随水平距离 x 的变化 法向位移u3随水平距离 x 的变化
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 图 11 由沿界面作用的移动荷载引起的法向      图 12  由沿界面作用的移动荷载引起的

应力 t33随水平距离 x 的变化 温度分布T 随水平距离 x 的变化

4  结   论

研究了有旋转和重力作用,在集中力、均布力,同时又是连续力和移动荷载独立作用时,法

向位移、法向应力和温度分布的变化# 这些量的变化情况是类似的# 热弹性L- S理论和 G-

L 理论所得结果的差别并不太大# 
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Effect of Rotation in Generalized Thermoelastic Solid

Under the Influence of Gravity With an Overlying

Infinite Thermoelastic Fluid

Praveen Ailawalia1,  Naib Singh Narah2

( 1. Departm ent of Mathem atics , M . M . Engg . College ,

Mahar ishi Ma rkandeswar Un iver sity Mullana ,

Distr ict Am bala , Haryana , India ;

2. Depar tm en t of Ma them atics D . A . V College , Amba la City , Hary ana , India )

Abstract: The present problem was concerned with the study of deformation of a rotating generalized

thermoelastic solid with an overlying infinite thermoelastic fluid due to different forces acting along the

interface under the influence of gravity. The components of displacement, force stress and temperature

distribution were obtained in Laplace and Fourier domain by applying integral transforms. These com-

ponents were then obtained in the physical domain by applying a numerical inversion method. Some

particular cases were also discussed in context of the problem. The results are also presented graph-i

cally to show the effect of rotation and gravity in the medium.

Key words: rotation; gravity; generalized thermoelasticity; thermoelastic fluid; Laplace and Fourier

transforms; temperature distribution
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