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加热下分数阶广义二阶流体的 Rayleigh- Stokes

问题的一种有效数值方法
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摘要: � 考虑加热下分数阶广义二阶流体的 Rayleigh- Stokes 问题( RSP- HGSGF) , 提出了一种逼近

有界区域内 RSP- HGSGF 的有效数值方法�� 并且讨论了所提出方法的稳定性和收敛性�� 最后, 利

用数值例子体现数值方法的有效性��
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引 � �言

非Newton 流体力学为广大工程师、物理学家和数学家带来了一项特殊的挑战��非Newton

流体的运动不仅在理论上而且在很多工程应用上占有很重要的地位�� 近 20 年来, 非 Newton

流体在实际应用中的重要性引起了很多研究者的注意��非Newton 流体尤其经常发生在聚合

体流体的挤压, 位于电解液或极不稳定的润滑剂或人造和自然凝胶体以及胶状悬浮溶解液中

的金属板的冷却[ 1- 4]��

在流动方向上压力梯度为零的情况下, 非Newton 流体运动的主控微分方程由文献[ 4- 6]

给出:

� � ( �+ �� t )�2
xu( x , t ) = �t u( x , t ) , � � x , t > 0, ( 1)

其中 u( x , t ) 是速度, �= �/ �( �为粘性系数, 常数 �为流体的密度) 是流体的动力学粘性, �

= �1/ �( �1 为法向应力模数)��

Zierep 和 Fetecau[ 7] 讨论了几种初始或边值条件下Maxwell 流体的 Rayleigh- Stokes 问题中

的能量平衡��Fetecau 和 Zierep
[ 5]

得到了 Stokes 问题和 Rayleigh- Stokes 问题在二阶流体背景下

的精确解, 同时发现 Navier- Stokes 的解在一定情形下是它们解的极限情况��

近年来分数阶微积分在描述粘弹性流体的本构关系中获得了极大的成功��粘弹性流体的

分数阶模型的出发点通常是一个经典的微分方程, 然后用所谓的 Riemann- Liouville 分数阶微分

算子代替整数阶的时间导数��在这种推广过程中人们定义了各种准确的非整数阶积分或导数��
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Shen 等人[ 8] 得到了在边界内加热的平板上流动的广义二阶流体的 Rayleigh- Stokes 问题��他

们还通过 Fourier 和正弦变换以及分数阶 Laplace 变换得到了速度和温度域上的准确解�� Xue

和Nie[ 9] 将Rayleigh - Stokes 问题推广为多孔半空间上的加热下分数阶广义二阶流体的

Rayleigh- Stokes 问题��

本文考虑具有源项的加热下分数阶广义二阶流体的 Rayleigh- Stokes 问题( RSP- HGSGF)
[ 8]

:

� � �u( x , z , t )
�t = ( �+ �D1- �

t )�u ( x , z , t ) + f ( x , z , t ) ,

� � ( x , z ) � �, 0 < t < T�� ( 2)

在边值条件

� � u( x , z , t ) = �( x , z , t ) , � � ( x , z ) � �� ( 3)

和初始条件

� � u( x , z , 0) = �( x , z ) , � � ( x , z ) � � ( 4)

下的隐式数值逼近格式( INAS) , 以及收敛精度和稳定性分析��其中 �是 Laplace 算子, � =

( x , z ) | 0 � x � ax , 0 � z � az , ��是区域�的边界, 常数 v , �> 0, 记号D1- �
t ( 0 < �< 1)

表示 1- �阶 Riemman- Liouville 分数阶导数

� � Dt
1- �

u( x , z , t ) =
1
�( �)

�
�t�

t

0

u( x , z , �)
( t - �)

1- �d�,

其中 �(�) 为 Gamma 函数��

分数阶微分方程在很多领域中得到广泛应用, 然而它们的解析解通常很难明确地表示出

来, 因此, 众多研究者转而求助于数值方法��Liu 等人[ 10- 11] 考虑了空间分数阶偏微分方程, 将

其转换成常微分方程系统, 并且利用向后差分公式进行求解�� Shen 等人[ 12] 提出一种显式差分

逼近求解空间分数阶扩散方程, 并给出了误差分析��Roop
[ 13]

对 R
2
中有界区域的三角剖分采

用分片连续多项式基函数进行了 Galerkin 逼近的计算研究�� Chen 等人[ 14] 提出了一种 Fourier

方法求解描述次扩散的分数阶扩散方程以及 Galilei 不变量的分数阶对流- 扩散方程��Chen

等人[ 15] 和 Wu[ 16] 分别用两种不同的方法讨论了带有分数阶导数的广义二阶流体的 Stokes 第一

问题, 此类问题是 Shen 等人在文献[ 8] 中所提出问题的极限形式��他们提出了隐式和显式逼

近格式进行了数值求解, 然后进行了稳定性、收敛性分析��本文的主要目的是利用一种有效的

数值方法求解 Rayleigh- Stokes 问题( 2)��

本文章节安排如下: 第 2节提出一种有效的数值方法, 在第 3节和第 4 节中讨论方法的稳

定性和收敛性��最后第 5节中利用数值例子证实所提出方法以及理论分析��

1 �预 备 知 识

这节中, 引入一些后面用到的概念和数学记号, 并且给出它们的一些性质��

首先给出对时间分数阶积分的定义:

定义
[ 17] �设 y ( t ) � L

1
( a, b) , �> 0�� 积分

� � aI
�
t y ( t ) =

1
�( �)�

t

a

y ( �)
( t - �)

1- �d�, � � t > a, ( 5)

称为 �阶的Riemann- Liouville 分数阶积分��

本文中取 t � [ 0, T ] , 0 < �< 1�� 为了计算0 I
�
t y ( t ) , 我们通过在时间区域[ 0, T ] 上布置

网格来进行离散�� 为了方便, 采用均匀网格, 即取时间步长: �= T / n�� 当涉及到网格点时,

取 t k = k�, k = 0, 1, � , n�� 于是, 对于 k = 1, 2, � , n,
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� � 0I
�

t y ( tk) =
1
�( �)�

t
k

0

y ( �)
( tk - �) 1- �d�=

1
�( �) �

k- 1

j= 0
�

t
k- j

t
k- 1- j

y ( �)
( tk - �) 1- �d��� ( 6)

因此,

� � 0I
�

t y ( tk) -
1
�( �) �

k- 1

j= 0�
t
k- j

t
k- 1- j

y ( tk- j )

( t k - �)1- �d� �

� � � � 1
�( �) �

k- 1

j = 0
�

t
k- j

t
k- 1- j

| y ( �) - y ( tk- j ) |

( tk - �) 1- � d� � Ck
���+ 1�� ( 7)

于是, 有下面引理:

引理 1. 1�设 y ( t ) � C
1
[ 0, T ] , 则

� � 0I
�

t y ( tk) =
��

�( �+ 1) �
k- 1

j= 0
bj y ( tk- j ) + Rk , �, ( 8)

其中 � � bj = ( j + 1)
�
- j

�
, � � j = 0, 1, � , n ( 9)

以及 � � | Rk , � | � Ct
�

k ���

引理 1. 2�式( 9) 中系数 bk( k = 0, 1, 2, � ) 满足下面性质:

( � ) b0 = 1, b0 > b 1 > � > bk > � > bn > 0;

( � ) 存在正常数 C > 0, 使得 � � Cbk�
�
, k = 1, 2, �� 

证明 �设 �1( x ) = x
�以及 �2( x ) = ( x + 1)

�
- x

��� 显然当 x > 0 时, �1( x ) 单调递增,

�2( x ) 单调递减��因此, ( � ) 成立��

对于( � ) , 利用

� � l im
n� �

n
�- 1

bn
= lim

n� �

n
- 1

( 1+ n
- 1

)
�
- 1

=
1
�

,

则存在正常数 C1 使得 n
�- 1

/ bn � C1, 即

� � n
- 1 � C1 bnn

- � � C 1bkn
- ���

再由 �= T / n 得到不等式( � )��  

对于 k = 0, 1, � , n - 1,

� � 0I
�

t y ( tk+ 1) - 0 I
�
t y ( tk ) =

1
�( �) �

t
k+ 1

0

y ( �)
( tk+ 1 - �) 1- �d�-�

t
k

0

y ( �)
( t k - �)1- �d� =

� � � � 1
�( �) �

�

0

y ( �)
( tk+ 1 - �)1- �d�+ �

k- 1

j= 0
�

t
j+ 1

t
j

y ( �+ �) - y ( �)
( tk - �) 1- � d� ��

假设 y ( t ) � C
2
[ 0, T ]�� 当 0 � � � �时, | y ( �) - y ( �) | = | y�( �) ( �- �) | � C�, 其中 �

� � � ��� 当 tj � � � tj+ 1 时, 有

� � y ( �+ �) - y ( �) = y ( tj+ 2) - y ( tj+ 1) + ( y�( �j + �) - y�( �j ) ) ( �- tj+ 1) =

� � � � y ( tj+ 2) - y ( tj+ 1) + y
�
( �j ) �( �- tj+ 1) , ( 10)

其中 � � �j � tj+ 1 和 �j � �j � �j + ��� 因此,

� � | y ( �+ �) - y ( �) - [ y ( tj+ 2) - y ( tj+ 1) ] | � C�2��

由引理1. 2, 可以证明下面结果��

引理 1. 3�设 y ( t ) � C
2
[ 0, T ] , 则

� � 0I
�

t y ( tk+ 1) - 0 I
�
t y ( tk ) =

� � � � ��

�( �+ 1)
y ( tk+ 1) + �

k- 1

j= 0

( bj+ 1 - bj ) y ( t k- j ) + R
(2)
k , �, ( 11)
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其中 | R
(2)
k , � | � Cbk�

1+ ���

2 �RSP- HGSGF 的一种隐式数值逼近格式

本节中, 构造一种隐式数值逼近格式求解带有初边值条件( 3) 、( 4) 的 RSP- HGSGF( 2)��

令 � = [ 0, ax ] � [ 0, az ] � [ 0, T ] , 定义函数空间

� � �( �) = u( x , z , t )
�2 u

�x 2,
�2

u

�z 2 � C
2
( �) ,

�5 u

�x 4�t
,
�5

u

�z 4�t
� C( �) ,

并且假设 RSP- HGSGF ( 2) ~ ( 4) 的解 u( x , z , t ) � �( �)��

利用网格点和时间间隔

� � x i = ihx , � � i = 0, 1, 2, � , m , hx = ax / m;

� � z j = jhz , � � j = 0, 1, 2, � , n, hz = az / n;

� � tk = k�, � � k = 0, 1, 2, � , K , �= T / K ,

离散空间和时间变量, 其中 hx , hz 和�分别为空间和时间步长��为了方便, 引入记号

� � �2x u( x , z , t ) = u( x + hx , z , t ) - 2u( x , z , t ) + u( x - hx , z , t ) ,

� � �2z u( x , z , t ) = u( x , z + hz, t ) - 2u ( x , z , t ) + u( x , z - hz , t )��

在式( 2) 两端从 tk 到 tk+ 1 进行积分, 有

� � u( xi , zj , tk+ 1) = u( xi , z j , tk) +�
t
k+ 1

t
k

( �� u( x i , z j , �) + f ( xi , z j , �) ) d�+

� � � � 0I
�

t �u ( x i , z j , tk+ 1) - 0I
�

t �u( x i , z j , t k)�� ( 12)

采用下面逼近:

� ��
t
k+ 1

t
k

( ��u( xi , z j , �) + f ( x i , z j , �) ) d�=

� � � � ���u( xi , z j , tk+ 1) + �f ( xi , z j , tk+ 1) + R11 =

� � � � ��
1

h
2
x
�

2
x +

1

h
2
z
�

2
z u( x i , z j , t k+ 1) + R12 + �f ( x i , z j , tk+ 1) + R11 =

� � � � ��
1

h
2
x
�

2
x +

1

h
2
z
�

2
z u( x i , z j , t k+ 1) + �f ( x i , z j , t k+ 1) + R1,

其中

� � R11 = �
t
k+ 1

t
k

[ �( �u( x i , z j , �) - �u( xi , z j , tk+ 1) ) + f ( x i , z j , �) - f ( x i , z j , tk+ 1) ] d�,

� � R12 = �� �u ( x i , z j , tk+ 1) -
1
h

2
x
�2x +

1
h

2
z
�2z u ( xi , z j , tk+ 1) ��

注意到

� � ��u ( x i , z j , �) + f ( xi , z j , �) =

� � � � � �
2

�x 2 +
�2

�z 2 u ( xi , z j , tk+ 1) + f ( xi , z j , tk+ 1) +

� � � � �
�3

�x
2�t

+
�3

�z2�t u( xi , zj , �) +
�
�t

f ( xi , z j , �) ( �- tk+ 1) , ( 13)

其中 � � tk � � �  � tk+ 1# 

显然 | R 11 | [ CS
2 以及 | R12 | [ CS( h

2
x + h

2
z)# 因此, 有

  | R 1 | [ CS( S + h
2
x + h

2
y )# 

由以上结果以及引理 1. 3, 得到
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u( xi , zj , tk+ 1) = u( xi , z j , tk) + MS
1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z u( xi , zj , tk+ 1) +

    Sf ( x i , z j , t k) + rbk
1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z u ( xi , z j , S) +

    r 6

k- 1

s = 0

bk- s- 1
1

h
2
x

D
2
x ( u( x i , z j , t s+ 2) - u ( x i , z j , ts+ 1) ) +

    
1
h

2
z

D
2
z ( u( xi , zj , ts+ 2) - u( x i , z j , ts+ 1) ) + R

k+ 1
i , j ,

其中 r = ( AS
B
) / ( # ( B+ 1) ) , 以及

  | R
k+ 1
i , j | [ C ( bkS

B
+ S) ( S + h

2
x + h

2
z )# ( 14)

令 Rk
= ( R

k
1, 1, , , R

k
1, n- 1, R

k
2, 1, , , R

k
2, n- 1, , , R

k
m- 1, 1, , , R

k
m- 1, n- 1)

T
# 通过引理 1. 2 以及

式( 14) , 可以得到下面引理:

引理 2. 1 假设 u( x , z , t ) I 5( +) 是方程( 2) ~ ( 4) 的解,

  + Rk
+ = hxhz 6

m- 1

i= 1
6

n- 1

j= 1
| R

k
i, j |

2
,

则有

  + R k
+ [ CbkS

B
( S+ h

2
x + h

2
z)# 

设 u
k
i, j 是u( x i , z j , tk) 的逼近解, f

k
i , j = f ( x i , z j , tk) , 引入下面记号:

  D2
xu

k
i, j = u

k
i+ 1, j - 2u

k
i, j + u

k
i- 1, j , $xu

k
i , j = u

k
i+ 1, j - u

k
i , j ,

  D
2
zu

k
i, j = u

k
i , j+ 1 - 2u

k
i, j + u

k
i , j- 1, $ z u

k
i , j = u

k
i, j+ 1 - u

k
i, j# 

可以得到下面隐式数值逼近格式( INAS) :

u
k+ 1
i , j = u

k
i , j + MS

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z u

k+ 1
i , j + Sf

k+ 1
i, j + rbk

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z u

1
i, j +

  r 6

k- 1

s = 0

bk- s- 1
1

h
2
x

D
2
x ( u

s+ 2
i , j - u

s+ 1
i , j ) +

1

h
2
z

D
2
z ( u

s+ 2
i , j - u

s+ 1
i , j ) , ( 15)

上式改写为

u
k+ 1
i , j = u

k
i , j + MS

1
h

2
x

D
2
x +

1
h

2
z

D
2
z u

k+ 1
i , j + Sf

k+ 1
i, j + r

1
h

2
x

D
2
x +

1
h

2
z

D
2
z u

k+ 1
i, j +

  r 6

k- 1

s = 0
( bs+ 1 - bs)

1
h

2
x

D
2
x +

1
h

2
z

D
2
z u

k- s
i , j , ( 16)

其中 i = 1, 2, , , m - 1; j = 1, 2, , , n - 1; k = 0, 1, 2, , , K - 1# 边界和初始条件为

u
k
i , j = 7 ( xi , z j , tk) ,   ( x i , z j ) I 5 8; 0 [ i [ m; 0 [ j [ n ; 1 [ k [ K ,

u
0
i , j = X( ihx , jhz ) ,   i = 0, 1, , , m; j = 0, 1, , , n# 

( 17)

改写方程( 16) 、( 17) 为如下矩阵形式:

Au1
= u

0
+ Sf

1
+ rxw

1
x + rzw

1
z ,

Au
k+ 1

= u
k

+ Sf
k+ 1

+ rxw
k+ 1
x + rzw

k+ 1
z + g

k+ 1
,   k > 0,

u
0

= 4 ,

( 18)

其中

uk
= [ u

k
1, 1, u

k
1, 2, , , u

k
1, n- 1, u

k
2, 1, u

k
2, 2, , , u

k
2, n- 1, , , u

k
m- 1, 1, u

k
m- 1, 2, , , u

k
m- 1, n- 1]

T
,

w
k
x = [ u

k
0, 1, u

k
0, 2, , , u

k
0, n- 1, 0, 0, , , 0, , , u

k
m, 1, u

k
m, 2, , , u

k
m , n- 1]

T
,

w
k
z = [ u

k
1, 0, 0, , , u

k
1, n, u

k
2, 0, 0, , , u

k
2, n , , , u

k
m- 1, 0, 0, , , u

k
m- 1, n]

T
,
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= [ X1, 1, X1, 2, , , X1, n- 1, X2, 1, X2, 2, , , X2, n- 1, , , Xm- 1, 1, Xm- 1, 2, , , Xm- 1, n- 1]
T

以及

gk+ 1
= r 6

k- 1

s= 0

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z u

k- s
, Xi, j = X( ihx , jhz ) , rx =

r + MS
h

2
x

, rz =
r + MS

h
2
z

# 

f
k 的定义形式与 uk 相同# 

式( 18) 中矩阵 A 为块三对角矩阵# 其中主对角块是三对角矩阵, 可以表示为如下形式:

  

1 + 2( rx + rz ) - rz , 0 0

- rz 1+ 2( rx + rz ) , 0 0

0 - rz , 0 0

s s s s s

0 0 , 1 + 2( rx + rz ) - rz

0 0 , - rz 1+ 2( rx + rz )

# ( 19)

下三角块和上三角块分别为- rx E 和- rz E , 其中 E 表示单位矩阵# 

可以看出, 矩阵 A 是对角线元素为正、非对角线元素为非正的严格对角占优的对称阵# 

于是可以得到下面定理:

定理 2. 1 离散矩阵 A 是可逆的, 方程( 16) 与( 17) 有唯一解# 

3  INAS 的稳定性

对于 v = ( v 1, 1, v1, 2, , , v1, n- 1, v2, 1, v2, 2, , , v2, n- 1, , , vm- 1, 1, vm- 1, 2, , , vm- 1, n- 1)
T
,

w = ( w 1, 1, w1, 2, , , w1, n- 1, w2, 1, w 2, 2, , , w 2, n- 1, , , wm- 1, 1, wm- 1, 2, , , wm- 1, n- 1)
T
, 定义内积

( v, w) = 6

m- 1

i= 1
6

n- 1

j= 1

vi , j w i, j hx hz 以及范数 + v + 2 = ( v, v) # 

假设 �u
k
i, j ( i = 0, 1, 2, , , m ; j = 0, 1, 2, , , n; k = 0, 1, 2, , , K ) 是方程( 16) 和( 17) 的逼

近解# 则误差 E
k
i , j = �u

k
i, j - u

k
i , j 满足

  Ek+ 1
i , j = E

k
i , j + MS

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z E

k+ 1
i, j + r

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z E

k+ 1
i, j +

    r 6

k- 1

s = 0

( bs+ 1 - bs)
1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z E

k- s
i, j , ( 20)

  E
k
0, j = E

k
m , j = E

k
i , 0 = E

k
i, n = 0,

  i = 0, 1, , , m ; j = 0, 1, , , n; k = 1, 2, , , K# ( 21)

令 E
k

= ( E
k
1, 1, E

k
1, 2, , , E

k
1, n- 1, E

k
2, 1, E

k
2, 2, , , E

k
2, n- 1, , , E

k
m- 1, 1, E

k
m- 1, 2, , , E

k
m- 1, n- 1)

T
# 引入

记号

  r1x =
MS
h

2
x
, r 1z =

MS
h

2
z
, r2x =

r
h

2
x

=
AS

B

#( B+ 1) h
2
x
, r2z =

r
h

2
z

=
AS

B

#( B+ 1) h
2
z
# 

式( 20) 两端分别乘以 Ek+ 1
i , j hx hz , 然后分别对 i 从 1 到 m - 1, 对 j 从 1到 n - 1 进行累加, 得到

  + E k+ 1
+

2
2 = ( E

k+ 1
, E

k
) + r 1x ( D

2
x E

k+ 1
, E

k+ 1
) + r 1z ( D

2
z E

k+ 1
, E

k+ 1
) +

    r 2x( D
2
x E

k+ 1
, E

k+ 1
) + r 2z ( D

2
z E

k+ 1
, E

k+ 1
) +

    r 2x 6

k- 1

s= 0

( bs+ 1 - bs) ( D
2
x E

k- s
, E

k+ 1
) + r 2z 6

k- 1

s = 0

( bs+ 1 - bs) ( D
2
z E

k- s
, E

k+ 1
) ,

即
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k+ 1
+

2
2 = ( E

k+ 1
, E

k
) - r 1x 6

n- 1

j= 1

| E
k+ 1
1, j |

2
hx hz + + $x E

k+ 1
+

2
2 -

    r 1z 6

m- 1

i= 1

| E
k+ 1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k+ 1
+

2
2 - r 2x 6

n- 1

j= 1

| E
k+ 1
1, j |

2
hx hz +

    + $ x E
k+ 1

+
2
2 - r 2z 6

m- 1

i= 1

| E
k+ 1
i, 1 |

2
hx hz + + $ z E

k+ 1
+

2
2 +

    r 2x 6

k- 1

s= 0
( bs+ 1 - bs) - 6

n- 1

j= 1
E

k- s
1, j E

k+ 1
1, j hx hz - ( $ x E

k- s
, $ x E

k+ 1
) +

    r 2z 6

k- 1

s = 0
( bs+ 1 - bs) - 6

m- 1

i= 1
E

k- s
i, 1 E

k+ 1
i, 1 hx hz - ( $ z E

k- s
, $ z E

k+ 1
) [

    
1
2

( + E
k+ 1

+
2
2 + + E

k
+

2
2) - r1x 6

n- 1

j= 1
| E

k+ 1
1, j |

2
hx hz + + $ x E

k+ 1
+

2
2 -

    r 1z 6

m- 1

i= 1
| E

k+ 1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k+ 1
+

2
2 -

    r 2x 6

n- 1

j= 1
| E

k+ 1
1, j |

2
hx hz + + $ x E

k+ 1
+

2
2 -

    r 2z 6

m- 1

i= 1

| E
k+ 1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k+ 1
+

2
2 +

    
r 2x

2 6

k- 1

s = 0

( bs - bs+ 1) 6

n- 1

j= 1

( | E
k- s
1, j |

2
hx hz + | E

k+ 1
1, j |

2
hx hz ) +

    + $ x E
k- s

+
2
2 + + $ x E

k+ 1
+

2
2 +

    
r 2z

2 6

k- 1

s= 0
( bs - bs+ 1) 6

m- 1

i= 1
( | E

k- s
i, 1 |

2
hx hz + | E

k+ 1
i , 1 |

2
hx hz ) +

    + $ z E
k- s

+
2
+ + $ z E

k+ 1
+

2
# 

注意到 6

k- 1

s = 0
( bs - bs+ 1) = 1- bk 以及 bk > 0, 有

  + E k+ 1
+

2
2 + r 2x 6

k

s= 0
bs 6

n- 1

j= 1
| E

k+ 1- s
1, j |

2
hx hz + + $ x E

k+ 1- s
+

2
2 +

    r 2z 6

k

s= 0
bs 6

m- 1

i= 1
| E

k+ 1- s
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k+ 1- s
+

2
2 [

    + E
k

+
2
2 + r 2x 6

k- 1

s = 0
bs 6

n- 1

j= 1
| E

k- s
1, j |

2
hx hz + + $x E

k- s
+

2
2 +

    r 2z 6

k- 1

s = 0
bs 6

m- 1

i= 1
| E

k- s
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k- s
+

2
2 # ( 22)

定义能量范数

  + E
k

+
2
E = + E

k
+

2
2 + r 2x 6

k- 1

s = 0
bs 6

n- 1

j= 1
| E

k- s
1, j |

2
hx hz + + $x E

k- s
+

2
2 +

    r 2z 6

k- 1

s = 0

bs 6

m- 1

i= 1

| E
k- s
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

k- s
+

2
2 , ( 23)

得到   + E k+ 1
+

2
2 [ + E

k+ 1
+

2
E [ + E

k
+

2
E [ , [ + E

1
+

2
E# 

由于 E1
i , j = E

0
i, j + r 1x D

2
x E

1
i, j + r1z D

2
z E

1
i, j + r 2x D

2
x E

1
i, j + r2z D

2
z E

1
i , j ,

则
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1
+

2
2 = ( E

1
, E

0
) + ( r 1x + r 2x ) ( D

2
x E

1
, E

1
) + ( r 1z + r2z) ( D

2
z E

1
, E

1
) [

    
1
2

( + E
1

+
2
2 + + E

0
+

2
2) - ( r 1x + r 2x ) 6

n- 1

j = 1
| E

1
1, j |

2
hx hz + + $x E

1
+

2
2 -

    ( r 1z + r2z ) 6

m- 1

i= 1
| E

1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

1
+

2
2 # ( 24)

于是

  + E 1
+

2
E = + E

1
+

2
2 + r 2x 6

n- 1

j= 1
| E

1
1, j |

2
hx hz + + $x E

1
+

2
2 +

    r 2z 6

m- 1

i= 1

| E
1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z E

1
+

2
2 [ + E

0
+

2
2, ( 25)

因此   + E k+ 1
+

2
2 [ + E

0
+

2
2# 

于是, 可得下面稳定性定理# 

定理 3. 1 隐式数值逼近格式( 16) 是无条件稳定的# 

4  INAS 的收敛性

假设 u( x , z , t ) 是 RSP- HGSGF( 2) ~ ( 4) 的解, 以及 u( x , z , t ) I 5( +)# 设 u( x i , z j ,

t k) ( i = 0, 1, 2, , , m ; j = 0, 1, 2, , , n; k = 0, 1, 2, , , K ) 是方程( 2) ~ ( 4) 在网格点( x i , z j ,

t k) 的逼近解# 

定义 y
k
i , j = u( x i , z j , tk) - u

k
i , j 以及 Y k

= ( y
k
1, 1, y

k
1, 2, , , y

k
1, n- 1, y

k
2, 1, y

k
2, 2, , , y

k
2, n- 1, , ,

y
k
m- 1, 1, y

k
m- 1, 2, , , y

k
m- 1, n- 1)

T
# 令 u

k
i , j = u( xi , z j , tk) - y

k
i , j , 代入式( 16) , 得到

  y
k+ 1
i , j = y

k
i , j + MS

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z y

k+ 1
i , j + r

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z y

k+ 1
i, j +

    r 6

k- 1

s = 0
( bs+ 1 - bs)

1

h
2
x

D
2
x +

1

h
2
z

D
2
z y

k- s
i , j + R

k+ 1
i , j , ( 26)

其中 i = 1, 2, , , m - 1; j = 1, 2, , , n - 1; k = 0, 1, , , K - 1,

  
y

0
i , j = 0,   i = 0, 1, , , m ; j = 0, 1, , , n,

y
k

0, j = y
k
m, j = y

k
i , 0 = y

k
i , n = 0,   0 [ i [ m; 0 [ j [ n; 0 [ k [ K# 

( 27)

式( 26) 两端分别乘以 y
k+ 1
i, j hx hz , 然后分别对 i 从 1 到 m - 1, 对 j 从 1 到 n - 1进行累加, 得到

  + Yk+ 1
+

2
2 = ( Y

k+ 1
, Y

k
) + r1x( D

2
x Y

k+ 1
, Y

k+ 1
) + r 1z ( D

2
z Y

k+ 1
, Y

k+ 1
) +

    r 2x( D
2
x Y

k+ 1
, Y

k+ 1
) + r2z( D

2
z Y

k+ 1
, Y

k+ 1
) +

    r 2x 6

k- 1

s= 0
( bs+ 1 - bs) ( D

2
x Y

k- s
, Y

k+ 1
) +

    r 2z 6

k- 1

s = 0
( bs+ 1 - bs) ( D

2
z Y

k- s
, Y

k+ 1
) + ( R

k+ 1
, Y

k+ 1
)# ( 28)

对于 s = 0, 1, , , k + 1, 有

  ( D
2
x Y

s
, Y

k+ 1
) = - 6

k- 1

j = 1

y
k+ 1
1, j y

s
1, j hx hz - ( $x Y

s
, $ xY

k+ 1
)# 

利用 | vw | [ Rv
2
+ w

2
/ ( 4R) , R> 0, 有

  | ( R
k+ 1

, Y
k+ 1

) | [
r1xh

2
x

a
2
x

+
r 1zh

2
z

a
2
z

+ Y
k+ 1

+
2
2 +
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1

( 4r 1xh
2
x) / a

2
x + ( 4r 1zh

2
z ) / a

2
z

+ R
k+ 1

+
2
2# ( 29)

与稳定性证明类似, 可得

  + Yk+ 1
+

2
2 [

    
1
2

( + Y
k+ 1

+
2
2 + + Y

k
+

2
2) +

    
r 2x

2 6

k- 1

s = 1
( bs - bs+ 1) 6

n- 1

j= 1
| y

k- s
1, j |

2
hx hz + + $ xY

k- s
+

2
2 +

    
r 2z

2 6

k- 1

s= 1

( bs - bs+ 1) 6

m- 1

i= 1

| y
k- s

i, 1 |
2
hx hz + + $ z Y

k- s
+

2
2 +

    
r1xh

2
x

a
2
x

bk +
r 1zh

2
z

a
2
z

bk + Y
k+ 1

+
2
2 +

1
( 4r2xh

2
xbk) / a

2
x + ( 4r2zh

2
zbk) / a

2
z

+ R
k+ 1

+
2
2# 

( 30)

引理 4. 1 令 + Yk
+

2
r = max

1 [ i [ m- 1 6

n- 1

j= 1

| y
k
i , j |

2
hz , 则

  + Yk
+

2
2 [ ax + Y

k
+

2
r [

a
2
x

2h
2
x

6

n- 1

j = 1
| y

k
1, j |

2
hx hz + + $x Y

k
+

2
2 ,

令 + Yk
+

2
c = max

1 [ j [ n- 1 6

m- 1

i= 1

| y
k
i , j |

2
hx , 则

  + Yk
+

2
2 [ az + Y

k
+

2
c [

a
2
z

2h
2
z

6

m- 1

i= 1
| y

k
i , 1 |

2
hx hz + + $ zY

k
+

2
2 # 

证明  假设

  6

n- 1

j = 1

| y
k
i0, j | = max

1[ i [ m- 1 6

n- 1

j = 1

| y
k
i , j | # 

由 y
k
i 0, j = y

k
1, j + 6

i
0
- 1

i= 0

$ x y
k
i, j 以及 y

k
i0, j = - 6

m- 1

i= i
0

$ x y
k

i, j , 可得

  2 | y
k
i 0, j | [ | y

k
1, j | + 6

m- 1

i= 1

| $ x y
k
i, j | # 

利用 Cauchy- Schwarz不等式, 有

  4 | y
k
i

0
, j |

2
[ m | y

k
1, j |

2
+ 6

m- 1

i = 1

| $ xy
k
i , j |

2
[

2ax

hx
| y

k
1, j |

2
+ 6

m- 1

i= 1

| $ xy
k
i, j |

2
# 

因此   + Y
k

+
2
r = 6

n- 1

j= 1
| y

k
i
0
, j |

2
hz [

ax

2h
2
x

6

n- 1

j= 1
| y

k
1, j |

2
hx hz + + $x Y

k
+

2
2 # 

第2 部分的证明类似# t

应用引理 4. 1, 有

  
r 2xh

2
x

a
2
x

bk +
r2zh

2
z

a
2
z

bk + Y
k+ 1

+
2
2 [

    
r 2xbk

2 6

n- 1

j = 1
| y

k+ 1
1, j |

2
hx hz + + $ xY

k+ 1
+

2
2 +

    
r 2zbk

2 6

m- 1

i= 1

| y
k+ 1
i , 1 |

2
hx hz + + $ z Y

k+ 1
+

2
2 # ( 31)

因此, 由( 30) 和( 31) , 可得
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k+ 1
+

2
2 [

1
2

( + Y
k+ 1

+
2
2 + + Y

k
+

2
2) +

    
r 2x

2 6

k- 1

s = 1
( bs - bs+ 1) 6

n- 1

j= 1
| y

k- s
1, j |

2
hx hz + + $ xY

k- s
+

2
2 +

    
r 2z

2 6

k- 1

s= 1

( bs - bs+ 1) 6

m- 1

i= 1

| y
k- s

i, 1 |
2
hx hz + + $ z Y

k- s
+

2
2 +

    
1

( 4r 2x h
2
x bk) / a

2
x + ( 4r 2z h

2
z bk) / a

2
z

+ R
k+ 1

+
2
2# 

由 r 2x =
AS

B

#( B+ 1) h
2
x
, r 2z =

AS
B

#( B+ 1) h
2
z
, 有

  
1

( 4r 2x h
2
x bk ) / a

2
x + ( 4r 2z h

2
z bk) / a

2
z

+ R
k+ 1

+
2
2 =

    
1

2bk [ AS
B
/ ( #( B+ 1) ) ] ( 1/ a

2
x + 1/ a

2
z)

+ R
k+ 1

+
2
2 [

    CS
B
bk( S + h

2
x + h

2
z )

2
# 

设

  Ck = + Y
k

+
2
2 + r2x 6

k- 1

s= 0

bs 6

n- 1

j= 1

| y
k- s
1, j |

2
hx hz + + $x Y

k- s
+

2
2 +

    r 2z 6

k- 1

s = 0
bs 6

m- 1

i= 1
| y

k- s
i , 1 |

2
hx hz + + $ z Y

k- s
+

2
2 ,

以及   Ck+ 1 [ Ck + CS
B
bk( S + h

2
x + h

2
z )

2
# 

由此, 可得

  Ck+ 1 [ C 6

k

s= 0
bsS

B
( S + h

2
x + h

2
z )

2
# 

注意到 6

k

s= 0
bsS

B
= ( k + 1)

B
S

B
[ T

B
以及 + Y

k+ 1
+

2
2 [ Ck+ 1, 有

  + Yk+ 1
+

2
2 [ CT

B
( S + h

2
x + h

2
z )

2
# 

于是, 可得下面收敛性定理# 

定理 4. 2 设 u( x , z , t ) I 5 ( + ) 为 RSP- HGSGF ( 2) ~ ( 4) 的解# 则 INAS ( 16) 是收敛

的, 而且存在正常数 C > 0, 使得

  + Y
k+ 1

+ 2 [ C( S+ h
2
x + h

2
z ) ,   k = 0, 1, , , K - 1# 

5  数 值 例 子

本节中利用两个数值例子来证实我们的理论分析# 

例 1 考虑下面 RSP- HGSGF:

  

5u ( x , z , t ) / 5t = ( M+ AD
1- B
t ) $ u( x , z , t ) ,

  ( x , z ) I 8 = [ 0, 2] @[ 0, 2] , t > 0,

u( x , z , t ) | 58 = 0,

u( x , z , 0) = D( 0. 8, 0. 8) =
200,   ( x , z ) = ( 0. 8, 0. 8) ,

0,    ( x , z ) X ( 0. 8, 0. 8) , ( x , z ) I 8 ,

( 32)

其中 M = A = 0. 1# 
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应用 INAS 求解方程( 32)# 图 1~ 图 3为此过程的数值模拟结果# 随着时间 t 的增加, 可

以看出源的扩散# 

为了说明 INAS 的逼近阶数, 构造下面具有解析解的例子# 

例 2 考虑带有精确解的 RSP- HGSGF:

  

5u ( x , z , t ) / 5t = ( 1 + D
1- B
t ) $ u ( x , z , t ) + f ( x , z , t ) ,

  ( x , z ) I 8 = [ 0, 1] @[ 0, 1] , t > 0,

u( x , z , t ) | 58 = e
x+ z

t
1+ B

,

u( x , z , 0) = 0,   ( x , z ) I 8# 

( 33)

    图 1  t = 0. 1时刻数值解            图 2  t = 0. 5时刻数值解

  图 3 t = 1. 0 时刻数值解

其中

  f ( x , z , t ) = ex+ z
( 1+ B) t

B
-

    
#( 2+ B)

2#( 1+ 2B)
t

2B
- 2t

1+ B
# 

其精确解为 u( x , z , t ) = e
x+ z

t
1+ B

# 

设 V = ( i , j , k ) | 0 [ i [ m ; 0 [ j [ n ;

0 [ k [ K , 以及精确解 u 和数值解 U = u
n
i , j 的

最大绝对误差定义为

  + u - U + ] =

    max
( i, j , k) I V

| u( x i , z j , tn) - u
n
i, j | # 

表 1 INAS的最大绝对误差

S = hx = hz S
( i ) / S( i+ 1) B = 0.4 比率 B = 0. 7 比率 B = 0. 9 比率

1/ 10 ) 3. 131 2E- 3 ) 7. 019 2E- 3 ) 9. 579 1E- 3 )

1/ 15 (1/ 10) / ( 1/ 15) = 1. 5 2. 268 9E- 3 1. 38 4. 754 2E- 3 1. 48 6. 381 5E- 3 1. 50

1/ 20 (1/ 15) / ( 1/ 20) U 1. 33 1. 794 4E- 3 1. 26 3. 599 4E- 3 1. 32 4. 784 4E- 3 1. 33

1/ 25 (1/ 20) / ( 1/ 25) = 1. 25 1. 493 1E- 3 1. 20 2. 905 5E- 3 1. 24 3. 834 5E- 3 1. 25

注:  表中 S
( i)

为对应第 i 行的S 值, i = 1, 2, 3, 4# 

表1 和表 2 描述在 t = 1. 0时刻精确解与 INAS 求得的数值解之间的最大绝对误差# 其中

表1 和表 2 中的数值解空间和时间步长分别取 S = hx = hz = 1/ 10, 1/ 15, 1/ 20, 1/ 25和 S = h
2
x

= h
2
z , hx = hz = 1/ 10, 1/ 15, 1/ 20, 1/ 25# 由表中数据可以看出, 数值结果与理论分析相一致# 
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图 4 x = 0. 5, t = 1. 0 精确解与数值解对比    图 5 z = 0. 75, t = 1. 0精确解与数值解对比

图4 和图 5分别描述精确解与 INAS 求得的数值解在 x = 0. 5, t = 1. 0 以及 z = 0. 75, t = 1. 0

的数据# 

表 2 INAS的最大绝对误差

hx = hz S = h2
x = h2

z S
( i ) / S ( i+ 1) B = 0.4 比率 B = 0. 7 比率 B = 0. 9 比率

1/ 10 1/100 ) 7. 767 3E- 4 ) 1. 072 8E- 3 ) 1. 279 3E- 3 )

1/ 15 1/225 [ ( 1/ 10) / (1/ 15) ] 2= 2. 25 3. 583 1E- 4 2. 16 4. 822 3E- 4 2. 22 5. 721 6E- 4 2. 23

1/ 20 1/400 [ ( 1/ 15) / (1/ 20) ] 2
U 1. 78 2. 117 3E- 4 1. 69 2. 744 5E- 4 1. 76 3. 221 2E- 4 1. 77

1/ 25 1/625 [ ( 1/ 20) / (1/ 25) ] 2= 1. 56 1. 385 7E- 4 1. 52 1. 749 7E- 4 1. 56 2. 043 3E- 4 1. 57

注:  表中 S ( i) 为对应第 i 行的S 值, i = 1, 2, 3, 4# 

6  结  论

本文提出 INAS 数值求解 RSP- HGSGF, 并且讨论了它的稳定性、相容性和收敛性分析# 

这种方法以及分析技巧可以推广到高维分数阶偏微分方程# 
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A n E f f e c t i v e N u m e r i c a l M e t h o d o f t h e R a y l e i g h - S tokes

Pr oblem for a Heat ed Gen eralized Second

Grade Fluid With Fractional Derivat iv e

ZHUANGPing- hui,  LIU Qing- xia

( School of Mathem atical Scien ces , Xiamen Univer sity ,

Xiam en , Fujian 361005, P . R . China )

Abst ra ct : The Ray leigh- Stokes pr oblem for a heated generalized second grade fluid( RSP- HGSGF)

with fr actional derivative was consider ed. An effective numerical method for approximating RSP -

HGSGF in a bounded domain w as pr esented. And the stability and conver gence o f the numerical

method were analy zed. Finally, some numerical examples were pr esented to show the application of

the pr esent technique .

Key w ords: Rayleigh- Stokes problem; numerical method; stability; convergence
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