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摘要:摇 先引入直观随机赋范空间的概念. 然后,借助这一概念,然后对任意的三角范数在该空间

的框架下,研究了三次泛函方程的稳定性. 另外,还介绍了随机空间理论、直观空间理论及泛函方

程理论间的密切关系.
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1摇 引言及预备知识

泛函方程稳定性问题的研究与 Ulam[1] 中的群同态的稳定性问题有关,也与 Hyers[2] 对
Banach 空间关于这一问题的肯定解答有关. Hyers 的结果对加性映象被 Aoki [3]推广. 对线性

映象,当计及一无界的 Cauchy 差时,Hyers 的结果也被 Rassias [4] 作了推广. Rassias 的文献

[4]对我们现在称之为泛函方程的广义 Ulam鄄Hyers 稳定性的发展有诸多的影响. 关于这一问

题更多的信息,有兴趣的读者可参考文献[5鄄11].
泛函方程

摇 摇 3f(x + 3y) + f(3x - y) = 15f(x + y) + 15f(x - y) + 80f(y) (1)
称为三次泛函方程. 三次泛函方程的稳定性问题,对映象 f:X寅 Y,其中X是一实的赋范空间,Y
是一 Banach 空间,在文献[12]中讨论过. 之后,许多数学家对某些类型的三次方程的稳定性

问题进行了研究[4,13] . 另外,Mirmostafaee 等[14鄄15],Alsina [16],Mihe掎 和 Radu [17],Mihe掎 等[18],
Baktash 等[19],Mihe掎 等淤,Saadati 等于在模糊、概率及随机赋范空间的框架下,对稳定性问题也

进行过研究.
以后,我们所用到的与直观 Menger 概率赋范空间理论中有关的术语、记号和约定与文献
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[17,20鄄24]中相同.
定义 1. 1摇 测度分布函数是这样的函数 滋:R 寅 [0,1],它在 R 上是不减的,
摇 摇 inf

t沂R
滋( t) = 0, sup

t沂R
滋( t) = 1.

以后我们用 D 表所有的测度分布函数的族,而用 H 表 D 中之一特殊元,其由下式定义:

摇 摇 H( t) = 0,摇 摇 如果 t 臆0,
1,摇 摇 如果 t > 0{ .

如果 X 是一非空集,则 滋:X 寅 D 称为 X 上的一概率测度,且记 滋(x) 为 滋 x .
定义 1. 2摇 非鄄测度分布函数是这样的一函数 淄:R 寅 [0,1] 它在 R 上是右连续的、不增

的,而且 inf t沂R 淄( t) = 1,supt沂R 淄( t) = 0.
我们将用 B 表所有非 鄄 测度分布函数的族,并用 G 表 B 中由下式定义的一特殊元:

摇 摇 G( t) = 1,摇 摇 如果 t 臆0,
0,摇 摇 如果 t > 0{ .

如果 X 是一非空集,则 淄:X 寅 B 称为 X 上之一概率非 鄄 测度,而且记 淄(x) 为 淄 x .
引理 1. 3[25鄄26] 摇 现考虑由下式定义的集 L*和运算 臆L*:
摇 摇 L* {= (x1,x2):(x1,x2) 沂 [0,1] 2且 x1 + x2 臆 }1 ,
摇 摇 (x1,x2) 臆L*(y1,y2)圳 x1 臆 y1,x2 逸 y2,摇 摇 坌(x1,x2),(y1,y2) 沂 L* .

则 (L*, 臆L*) 是一完备格.
我们用 0L* = (0,1) 和 1L* = (1,0) 表其单位. 经典地说,一个三角范数 * = T 是定义在

[0,1] 上的一映象 T:[0,1] 2 寅[0,1],其满足条件 T(1,x) = 1*x = x对所有的 x沂[0,1],且
是增的、交换的、结合的. 一个三角余范数 S = 殷 是一个增的、交换的、结合的映象 S:[0,1] 2 寅
[0,1] 且满足条件 S(0,x) = 0殷x = x 对所有 x 沂 [0,1] .

当采用格 (L*, 臆L*) 时,这些定义可以直接加以推广.
定义 1. 4[26] 摇 L*上的三角范数( t鄄 范数) 是一个满足下述条件的映象 T:(L*) 2 寅 L*:
(a) 坌x 沂 L*, T(x,1L*) = x (边界条件);
(b) 坌(x,y) 沂 (L*) 2, T(x,y) = T(y,x)(交换性);
(c) 坌(x,y,z) 沂 (L*) 3, T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z)(结合性);
(d) 坌(x,x忆,y,y忆) 沂 (L*) 4, x 臆L*x忆 且 y 臆L* y忆 圯T(x,y) 臆L*T(x忆,y忆)(单调性) .
如果 (L*, 臆L*,T) 是一具有单位 1L* 的 Abel 拓扑半群,则 T 称为连续的 t鄄 范数.
定义 1. 5[26] 摇 L* 上的一连续 t鄄 范数 T 称为连续 t鄄 可表示的,如果在[0,1] 上存在一个

连续的 t鄄 范数 * 及一个连续的 t鄄 余范数 殷 使得对所有的 x = (x1,x2),y = (y1,y2) 沂 L*,
摇 摇 T(x,y) = (x1*y1,x2殷y2) .

例如

摇 摇 T(a,b) = (a1 b1, {min a2 + b2, }1 )
和

摇 摇 M(a,b) = ( {min a1,b }1 , {max a2,b }2 )
对全体 a = (a1,a2),b = (b1,b2) 沂 L*都是连续 t鄄 可表示的.

现在,我们由 T 1 = T 及

摇 摇 T n(x(1),…,x(n+1)) = T(T n-1(x(1),…,x(n)),x(n+1)),摇 摇 坌n 逸 2,x( i) 沂 L*

递推地定义序列 T n .
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定义 1. 6 摇 L* 上的负元素是一任意的减映象 N:L* 寅 L* 其满足条件:N(0L*) = 1L*,
N(1L*) = 0L* . 如果 N(N(x)) = x 对所有的 x 沂 L*,则称 N 为一对合负元素. [0,1] 上的负

元素是一减映象 N:[0,1] 寅 [0,1],其满足条件 N(0) = 1,N(1) = 0. 我们用 Ns 表[0,1] 上由

下式定义的标准的负元素:
摇 摇 Ns(x) = 1 - x,摇 摇 坌x 沂 [0,1] .
定义 1. 7摇 设 滋 和 淄 分别是由 X 伊 (0, + 肄) 到[0,1] 的测度和非测度分布函数,使得对

所有的 x沂 X和 t > 0 有 滋 x( t) + 淄 x( t) 臆1. 三元组(X,P滋,淄,T) 称为一直观的随机的赋范空间

(简记为 IRN鄄空间),如果 X 是一向量空间,T 是连续的 t鄄可表示的而且 P滋,淄是一由 X 伊 (0, +
肄) 寅 L* 的且满足下述条件的映象:对所有的 x,y 沂 X ,t,s > 0,

(a) P滋,淄(x,0) = 0L*;
(b) P滋,淄(x,t) = 1L* 当且仅当 x = 0;
(c) P滋,淄(琢x,t) = P滋,淄(x,t / | 琢 | ) 对所有 琢 屹0;
(d) P滋,淄(x + y,t + s) 逸L*T(P滋,淄(x,t),P滋,淄(y,s)) .
在这种情形, P滋,淄称为一直观的随机范数,这里

摇 摇 P滋,淄(x,t) = (滋 x( t),淄 x( t)) .
例 1. 8摇 设 (X,椰·椰) 是一赋范空间. 设对所有的 a = (a1,a2),b = (b1,b2) 沂 L*有 T(a,

b) = (a1 b1,min(a2 + b2,1)),而 滋,淄 分别是由下式定义的测度和非鄄测度分布函数:

摇 摇 P滋,淄(x,t) = (滋 x( t),淄 x( t)) = t
t + 椰x椰, 椰x椰

t + 椰x( )椰
,摇 摇 坌t 沂 R +,

则 (X,P滋,淄,T) 是一 IRN鄄空间.
定义 1. 9摇 1) IRN鄄空间 (X,P滋,淄,T) {中之序列 x }n 称为 Cauchy 序列,如果对任意的 着

> 0 及 t > 0,存在 n0 沂 N 使得

摇 摇 P滋,淄(xn - xm,t) > L*(Ns(着),着),摇 摇 坌n,m 逸 n0,
其中 Ns 是标准的负元素.

2) {序列 x }n 称为收敛于点 x沂X(记为 xn 寅
P滋,淄

x),如果当 n寅肄 时,对每一 t > 0,P滋,淄(xn

- x,t) 寅 1L* .
3) 一 个 IRN鄄空间 (X,P滋,淄,T) 称为完备的,如果X中每一个Cauchy序列都收敛于某一点

x 沂 X .

2摇 主 要 结 果

定义 2. 1摇 设 X,Y 是二向量空间. 由下式定义的泛函方程 f:X 寅 Y,
摇 摇 3f(x + 3y) + f(3x - y) = 15f(x + y) + 15f(x - y) + 80f(y) (2)

称为三次泛函方程.
定理 2. 2摇 设 X 是一线性空间,(Y,P滋,淄,T) 是一完备的 IRN鄄空间. 设 f:X 寅 Y 是一映象

f(0) = 0 且满足条件:存在 孜,灼:X2 寅 D +,(其中 孜(x,y) 记为 孜 x,y,灼(x,y) 记为 灼 x,y,(孜 x,y( t),
灼 x,y( t)) 记为 Q孜,灼(x,y,t)), 使得

摇 摇 P滋,淄(3f(x + 3y) + f(3x - y) - 15f(x + y) - 15f(x - y) - 80f(y),t) 逸L*

摇 摇 摇 摇 Q孜,灼(x,y,t) . (3)
如果
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摇 摇 T 肄
i = 1(Q孜,灼(3n+i-1x,0,33n+2i +1 t)) = 1L*, (4)

而且对所有的 x,y 沂 X 和 t > 0,
摇 摇 lim

n寅肄
Q孜,灼(3nx,3ny,33n t) = 1L*, (5)

则存在唯一的三次映象 C:X 寅 Y 使得

摇 摇 P滋,淄( f(x) - C(x),t) 逸L* T肄
i = 1(Q孜,灼(3 i -1x,0,32i +2 t)) . (6)

证明摇 在式(3)中令 y = 0, 于是有

摇 摇 P滋,淄
f(3x)
27 - f(x),( )t 逸L*Q孜,灼(x,0,33 t) . (7)

从而得知

摇 摇 P滋,淄
f(3k+1x)
33(k+1) - f(3kx)

33k , t
33( )k 逸L*Q孜,灼(3kx,0,33 t) . (8)

上式表明

摇 摇 P滋,淄
f(3k+1x)
33(k+1) - f(3kx)

33k ,( )t 逸L*Q孜,灼(3kx,0,33(k+1) t) (9)

即

摇 摇 P滋,淄
f(3k+1x)
33(k+1) - f(3kx)

33k , t
3k+( )1 逸L*Q孜,灼(3kx,0,32(k+1) t) (10)

对所有的 k 沂 N 和 t > 0 成立. 因 1 > 1 / 3 + … + 1 / 3n, 于是由三角不等式得知

摇 摇 P滋,淄
f(3nx)
27n - f(x),( )t 逸L*r P滋,淄

f(3nx)
27n - f(x),鄱

n-1

k = 0

1
3k+1( )t 逸L*

摇 摇 摇 摇 T n-1
k = 0 P滋,淄

f(3k+1x)
33(k+1) - f(3kx)

33k , t
3k+( )( )1 逸L*

摇 摇 摇 摇 T n
i = 1(Q孜,灼(3 i -1x,0,32i +2 t)) . (11)

{为了证明序列 f(3nx) / 27 }n 的收敛性,我们在式(11) 中代 x 以 3mx,于是对任意的 m,n
> 0 有

摇 摇 P滋,淄
f(3n+mx)
27(n+m) - f(3mx)

27m ,( )t 逸L*T n
i = 1(Q孜,灼(3 i +m-1x,0,32i +3m+2 t)) . (12)

因为不等式的右端当 m 趋近无穷时趋近于 1L*, {故序列 f(3nx) / 33 }n 是一个 Cauchy 列.
于是对 x 沂 X, 我们可以定义

摇 摇 C(x) = lim
n寅肄

f(3n x)
33n .

现在证明 C是一个三次映象. 事实上,在式(3) 中,我们分别用 3n x 和 3n y 代替 x,y, 即得

摇 摇 P滋,淄
f(3n(x + 3y))

27n + f(3n(3x - y))
27n - 15f(3n(x + y))

27n( -

摇 摇 摇 摇 15f(3n(x - y))
27n - 80f(3n(y))

27n , )t 逸L* Q孜,灼(3n x,3n y,33n t) .

让 n 寅 肄 取极限,得知对所有的 x,y 沂 X,C 满足方程(2).
为了证明式(6),只要在式(11)中让 n 寅 肄 取极限.
为了证明满足式(6)的三次函数 C 是唯一的,我们假定还存在另一个三次函数 C忆 它也满

足式(6) . 显然,C(3nx) = 33nC(x) 且 C忆(3nx) = 33nC忆(x) 对所有的 x 沂 X 及 n 沂 N . 于是由式

(6)和式(4)即得
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摇 摇 P滋,淄(C(x) - C忆(x),t) 逸L*

摇 摇 摇 摇 P滋,淄(C(3nx) - C忆(3nx),33n t) 逸L*

摇 摇 摇 摇 T(P滋,淄(C(3nx) - f(3nx),33n-1 t),P滋,淄( f(3nx) - C忆(3nx),33n-1 t)) 逸L*

摇 摇 摇 摇 T(T肄
i = 1(Q孜,灼(3n+i-1x,0,33n+2i +2 t)),T肄

i = 1(Q孜,灼(3n+i-1x,0,33n+2i +2 t))) =
摇 摇 摇 摇 T(1L*,1L*) = 1L*

对所有的 x 沂 X . 这就证明了 C 的唯一性. 证毕.
推论 2. 3摇 设 (X,P忆

滋忆,淄忆,T) 是一 IRN鄄空间,且 (Y,P滋,淄,T) 是一完备的 IRN鄄空间. 设 f:X
寅 Y 是一映象,使得对 t > 0 有

摇 摇 P滋,淄(3f(x + 3y) + f(3x - y) - 15f(x + y) - 15f(x - y) - 80f(y),t) 逸L*

摇 摇 摇 摇 P忆
滋忆,淄忆(x + y,t),

而且对所有的 x,y 沂 X 有

摇 摇 lim
n寅肄

T肄
i = 1(P忆

滋忆,淄忆(3n+i-1x,33n+2i +1 t)) = 1L*,

于是存在唯一的三次映象 C:X 寅 Y 使得

摇 摇 P滋,淄( f(x) - C(x),t) 逸L* T肄
i = 1(P忆

滋忆,淄忆(3 i -1x,32i +2 t)) .
现在我们给出如下的一个例子,用以说明定理 2. 2 的主要结果:
例 2. 4摇 设 (X,椰·椰) 是一 Banach 代数空间, (X,P滋,淄,M) 是一 IRN鄄空间,其中

摇 摇 P滋,淄(x,t) = t
t + 椰x椰, 椰x椰

t + 椰x( )椰
,

(Y,P滋,淄,M) 是一完备的 IRN鄄空间对所有的 x 沂 X . 借助 f(x) = x3 + x0 定义映象 f:X 寅 Y,其
中 x0 是 X 中的一单位元. 直接计算得知

摇 摇 P滋,淄(3f(x + 3y) + f(3x - y) - 15f(x + y) - 15f(x - y) - 80f(y),t) 逸L*

摇 摇 摇 摇 P滋,淄(x + y,t),摇 摇 坌t > 0.
而且

摇 摇 lim
n寅肄

M肄
i = 1(P滋,淄(3n+i-1x,33n+2i +1 t)) =

摇 摇 摇 摇 lim
n寅肄

lim
m寅肄

Mm
i = 1(P滋,淄(x,32n+i+2 t)) =

摇 摇 摇 摇 lim
n寅肄

lim
m寅肄

P滋,淄(x,32n+3 t) =

摇 摇 摇 摇 lim
n寅肄

P滋,淄(x,32n+3 t) = 1L* .

于是定理 2. 2 中的所有条件成立,从而存在唯一的三次映象 C:X 寅 Y 使得

摇 摇 P滋,淄( f(x) - C(x),t) 逸L*P滋,淄(x,34 t) .
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Abstract: The purpose is first to introduce the notation of intuitionistic random normed
spaces, and then by virtue of this notation to study the stability of a cubic functional equation in
the setting of these spaces under arbitrary triangle norms. Furthermore,the interdisciplinary re鄄
lation among the theory of random spaces, the theory of intuitionistic spaces and the theory of
functional equations are also presented.
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