
文章编号:1000鄄0887(2010)01鄄0026鄄09 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

非完整性多体编队运动的一种
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摘要:摇 讨论了非完整性多体编队运动问题. 首先利用动态反馈将单个体的动力学模型线性化为 2
个三阶输入输出积分链的形式;然后提出一种带有单个体间阻尼注入的非连续分布式控制律,并
利用 Liapunov 方法证明了在该控制律作用下闭环系统的渐进稳定性;最后通过一个平面机器人的

编队运动仿真验证了所提方法的有效性.
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引摇 摇 言

多体的编队运动问题,近年来受到广泛关注是由于其带来的理论挑战和众多实际应用,诸
如:协同营救、合作移动大目标体、围猎捕获、卫星群集,等等.

编队运动控制问题与一致性问题紧密相连. 现在对于由多个线性系统构成的多体一致性

问题,利用代数图论结果,已存在有效的协调解法[1鄄2] . 在这些文献中,单个线性系统表示为图

中的 1 个节点,各线性系统之间的通信连接表示为图中的边,整个多体间的通信网络结构由图

的 Laplacian 矩阵刻画. 如此构成的多体系统的稳定性,可以由经过修改的单个线性系统的稳

定性保证,这种修改体现了多体系统通信网络的结构信息.
然而,许多实际编队运动中涉及的单个体都是非线性的,甚至还受到非完整性约束. 文献

[3]中指出非完整性系统是不存在连续、静态的状态反馈镇定律. 文献[4]采用了分布式连续、
时变状态反馈控制律实现了多个非完整性小车的编队协调控制,并采用平均化理论证明了多

体系统的稳定性. 文献[5]通过输出变量的巧妙选择,将非完整性约束转化成完整性约束,在
状态变换和输入变换下实现了输入输出线性化,将编队问题转化成单个体为双积分器线性模

型的多体协调控制问题. 对于多体协调控制,至今已形成几种通用模式,如:基于行为的控

制[6]、虚拟结构方法[7]、主从方式[8]方法.
本文针对具有非完整性约束的多体编队运动控制问题,提出一种采用无源性技术的方法.
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首先,我们推广文献[9]中的完全状态线性化方法,将单个体的动力学模型线性化为 2 个三阶

输入输出积分链的形式;接着,我们将单个体看作为 MIMO 线性系统,采用文献[10]中的一致

性策略获得多体的编队机动;我们再利用无源化方法,在该一致性控制律上注入相对速度阻

尼,以消除单个体间相对运动的振荡以及编队运动的稳态误差;最后利用 Liapunov 方法证明

闭环系统的渐进稳定性.
本文的目标是尝试将非完整性系统的非连续状态反馈控制律与多个 MIMO 线性系统的一

致性控制律结合起来,以获得有效的非完整性多体编队运动的控制策略,该控制律具有指数收

敛速度并且依赖较少的单个体间通信.
本文按如下结构展开:第 1 节简要介绍代数图论中的一些相关知识;第 2 节对单个体的动

力学模型进行完全状态线性化;第 3 节给出本文中编队运动控制的主要结果;第 4 节给出仿真

结果;最后,总结全文并指出未来的研究方向.

1摇 预 备 知 识

图可以有效地表示网络结构. 阶数为 N 的图 G = (V,A) 由节点 {V v1, …,v }N 和边 A 哿
V 伊 V组成. 边(vi,vj) 表示为由节点 vj 指向节点 vi 的线段. 节点 vi 的相邻节点记作:Ni {= vj 沂
V:( vi,vj) 沂 }A . 在多体系统中,节点 vi 代表其中的单个体 i,边(vi,vj) 代表单个体 j传送信息

至单个体 i . 图的 Laplace 矩阵表示为 L = [ lij]:

摇 摇 lii = 鄱
j 屹i

aij, lij = - aij 摇 摇 ( i 屹 j),

式中

摇 摇 aij = 1 摇 摇 (vj 沂 Ni), aij = 0摇 摇 (vj Ni) .
强连通图的 Laplace 矩阵有如下性质[11]:

1) L 有唯一的零特征值;
2) L 的所有特征值均非负;
3) L 关于零特征值的特征向量是元素全为 1 的列向量;
4) L 的所有特征值可表示为

摇 摇 0 = 姿1(L) < 姿2(L) 臆 … 臆 姿N(L) .

2摇 节点动力学模型及完全状态线性化

我们以复杂网络的观点考虑具有非完整性约束的多体编队运动控制问题. 将整个多体系

统看成一个网络,将其中受非完整性约束的单独个体(以下简称“单体冶)看成网络中的 1 个节

点,假设单体 i 服从如下节点动力学方程[5]:
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其受到一阶非完整性约束 [4,9]:
摇 摇 觶rxisin兹 - 觶ryicos兹 = 0.

从物理意义上讲,这里的非完整性约束意味着对象的瞬时速度不能沿横向漂移,因而减少了瞬
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时运动能力. 例如现实生活中的汽车不能实现瞬时的横向运动.
我们在惯性系中, {用 rxi,r }yi

T表示单体 i的质心位置,用 兹 i 表示其姿态;vi 与 棕 i 表示单体

i的线速度与角速度的大小;子 i 表示施加力矩,F i 表示施加力;mi 表示单体 i的质量,Ji 表示单体

i 的惯量. 为简便起见,本文考虑单位质量与惯量,令单体 i 的输出为

摇 摇 hi =
rxi
r
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不同于文献[5]中的输入输出线性化方法,其需要输出变量的巧妙选择,我们推广文献[9] 中

的动态反馈线性化方法,引入变量 孜 i = vi:
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将式(3) 对时间求导:
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再次求导:

摇 摇 h
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若 孜 i 屹0, 动态反馈线性化控制律如下:
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得到完全线性化系统:

摇 摇 h
…

i =
u1i

u2
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, (7)

式中 ui [= u1i 摇 u2 ]i
T 是三阶积分器系统的新的输入. 相应的动态补偿器如下:

摇 摇

咬孜i = cos兹 i·s1i + sin兹 i·s2i,
F i = 觶孜i,

子 i = 觶棕i =
1
孜 i

( - sin兹 i·s1i + cos兹 i·s2i

ì

î

í

ï
ï

ï
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(8)

其中

摇 摇 s1i = u1i + 2sin兹 i·棕 i· 觶孜i + 孜 i·cos兹 i·棕2
i ,

摇 摇 s2i = u2i - 2cos兹 i·棕 i· 觶孜i + 孜 i·sin兹 i·棕2
i .

我们假定动态补偿器(8)的输出:施加力与施加力矩,可以由物理装置理想实现.
原系统(1)中具有 5 个状态变量,动态补偿器(8)中增加了 1 个状态变量. 所有 6 个状态

变量均在线性化系统(7)中出现,因此没有遗留任何内动态(不同于文献[5]).
动态补偿器(8)存在着潜在的奇异性,即 孜 i = 0 也就是个体停止运动时,并导致了补偿器

(8)的非连续性. 这属于非完整系统的结构奇异性 [3] . 当使用线性模型(7)时,必须要设法避

免这种奇异性. 假设个体要跟踪 1 条期望轨迹 (xd( t),yd( t)), 针对这条轨迹可以很容易地设
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计出指数渐进收敛控制律:

摇 摇 u1 = x
…

d + kp1(xd - x) + kd1( 觶xd - 觶x) + ka1( 咬xd - 咬x),

摇 摇 u2 = y
…

d + kp2(yd - y) + kd2( 觶yd - 觶y) + ka2( 咬yd - 咬y) .
应选择式中的控制增益满足多项式:

摇 摇 s3 + kais2 + kdis + kpi = 0,摇 摇 i = 1,2
是 Hurwitz 的.

令 ex = xd - x, ey = yd - y, 记 e {= ex,e }y , 用 姿 xi, 姿 yi( i = 1,2,3) 代表闭环系统的特征

值. 求解闭环误差动力学方程的解,可以得到

摇 摇 觶ex( t) = ax1exp(姿 x1 t) + ax2exp(姿 x2 t) + ax3exp(姿 x3 t),
摇 摇 觶ey( t) = ay1exp(姿 y1 t) + ay2exp(姿 y2 t) + ay3exp(姿 y3 t),

式中的常数 axi, ayi 的取值由初始条件(e(0), 觶e(0),咬e(0)) 以及特征值 姿 xi, 姿 yi( i = 1,2,3) 确

定. 合理选择控制增益,可以使 | 姿 x2 | , | 姿 y2 | 充分小,而且成立
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这种奇异性可以避免,如果如下不等式满足
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因此,我们应先选择控制增益,满足式(9),再选择补偿器的初始值 孜0 使式(10)成立. 在
渐进跟踪的初始过渡阶段,很容易出现奇异性,这种预先增益选择与初始化尤为重要.

给定 1 条期望跟踪路径,总能通过速度整定的方法 [9],使得如下不等式成立:
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在这种情况下,我们可以这样初始化补偿器,以满足不等式(10):
摇 摇 孜0 = 觶xd(0)cos兹0 + 觶yd(0)sin兹0 .
在构型空间中 1 点的镇定问题中,如果目标构型给当前初始构型造成了补偿器的奇异性,

则在构型空间中引入中间过渡点可以解决奇异性问题. 只要初始构型到中间过渡构型,再到目

标构型的依次镇定中不产生补偿器奇异性即可. 例如文献[9] 中的平行停车问题,通过增加 1
个中间过渡位姿,汽车可以顺利的停泊在平行与初始位置的目标位置上.

3摇 编队运动控制

我们采用基于行为的控制方法[5]来实现多体的编队运动控制. 定义误差函数 Eg,描述 N
个单体当前位置与期望位置的总误差:

摇 摇 Eg = 鄱
N

i = 1

軌hT
i Kg

軌hi, (12)

式中 軌hi = hi - hd
i 沂 R2,如图 1 所示,Kg 沂 R2伊2对称正定. 图 1 描述了平面上 3 个个体的编队运
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动.

图 1摇 具有非完整性约束的多体编队摇 摇

类似可定义编队误差函数 E f:

E f = 鄱
i
鄱
j沂Ni

(軌hi - 軌h j) TKf(軌hi - 軌h j), (13)

式中 Kf 沂 R2伊2正定. 假设个体之间的通信拓扑图

是强连通的,因此 Eg = 0 当且仅当所有单体均达

到期望编队位置;E f 衡量了所有单体在运动过程

中,队形变形的程度,E f = 0 当且仅当所有单体在

运动中编成期望队形. 编队运动控制的总误差函

数定义为

摇 摇 E = Eg + E f . (14)
式(12)和(13)中 Kf,Kg用于权衡目标收敛速度与

队形保持效果. 编队运动控制的目标可表示为控

制误差函数(14)渐进收敛到 0.
为达到编队运动目标,作状态变换
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易证,编队运动控制问题等价于以下一致性问题:
摇 摇 lim

t寅肄
X( t) = 1 茚 琢,

式中

摇 摇 X [= XT
1,…,XT ]N

T,1 [= 1,…,} 1 ]

N

T, 琢 [= 0,0,0,0,0, ]0 T 沂 R6 .

我们从单体状态空间模型入手:
摇 摇 觶Xi = AXi + Bui, 軌hi = CXi, (16)

式中
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In 是 n 阶单位矩阵, 符号茚表示 Kronecker 积. 明显系统
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可控可观. 整个多体的状态

空间表达式为

摇 摇 觶X = (IN 茚 A)X + (IN 茚 B)u, 軌h = (IN 茚 C)X . (17)
我们首先利用文献 [11]中的一致性算法

摇 摇 u = - (L 茚 K)x,
通过这样的状态反馈,式(17)可表达为

摇 摇 觶X = ((IN 茚 A) - (L 茚 BK))X . (18)
引理 1[10] 摇 假设撰e + 撰T

e > 0, 多体间通信网络图强连通,系统(17) 可控可观. 则式(18)
达到状态一致值:琢 = N1 / 2exp(At)( lT1 茚 IN)X(0),仅当存在正定矩阵 P,增益矩阵 K 满足

03 非完整性多体编队运动的一种无源化控制方法



摇 摇 ATP + PA - 姿1(撰e 撰T
e )PBBTP < 0,

摇 摇 K =
姿N-1(撰e 撰T

e )
姿1(撰e 撰T

e )
BTP摇 摇 (有向通信网络图),

摇 摇 K = 1
2 姿N(L)BTP摇 摇 (无向通信网络图),

式中 撰 =
0 0
0 撰

é

ë
êê

ù

û
úú

e

= SLS -1,S是任意规则矩阵且第 1 行为(N -1 / 21) T,ll 是 L关于零特征值的左

特征向量并满足:lT1N -1 / 21 = 1.
文献[10]中的实验结果表明,在有向通信网络结构图的情况下,多体的状态会出现非零

的一致值,导致编队的稳态误差和单体间相对运动的振荡. 这个问题可以通过引入一个状态恒

为 0 的虚拟单体,从而将一致值控制到 0 来解决. 在这里,我们利用单体间阻尼注入技术[12鄄13] .

由于映射 ui 寅 軌h
·

i 是无源的,所以反馈回路 軌h
·

i 寅 ui必须是严格无源的. 我们构造一个从 軌h
·

i到 ui

的严格正实的线性系统 C(s):

摇 摇 觶字i = Ap 字 i + 軌h
·

i,
摇 摇 zi = Cp 字 i .

根据 KYP 引理[14],存在正定矩阵 P 和 Q 满足

摇 摇 AT
pP + PAp = - Q, P = CT

p . (19)
映射 軌hi 寅 ui可以表示为

摇 摇 sC(s) =
Ap I
PAp

詪
詪詪詪詪

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úP
.

单体的增广状态空间模型为

摇 摇
觶Xi

觶字
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

i

=
A - BK
C A

é

ë
êê

ù

û
úú

p

Xi

字
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

i

+ Bé

ë
êê

ù

û
úú0
ui, 軌hi [= C ]0

Xi

字
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

i

.

再次使用引理 1,我们给出带有阻尼注入的多体一致性控制律:

摇 摇
觶字i = Ap 字 i + 軌hi,

ui = - Kg·軌hi - D·軌h
·

i - Ac
軌h
咬

i - Kf鄱
j沂Ni

(軌hi - 軌h j) - P·軌hi - PAp·字 i
{ ,

(20)

式中 P 满足式(19),且
摇 摇 Ac = k1 茚 I2, D = k2 茚 I2, Kg = k3 茚 I2, ki > 0, 摇 摇 i = 1,2,3,

其中,多项式 s3 + k1 s2 + k2 s + k3 = 0 满足 Hurwitz 准则.

注 1摇 注意到在控制律中出现了单体的速度、加速度,既然需要这些信息进行动态反馈线性化,我们假设

它们可以获得.
注 2摇 动态控制器的状态 字 i在某种意义上代表了单体间相对速度的估计,起到了阻尼注入的作用,以消

除单体间相对运动的振荡和编队的稳态误差. 这种阻尼注入的方法利用了受控力学系统的本征无源性,使整

个群体闭环系统耗散,而耗散系统的稳定性具有针对外界扰动的鲁棒性. 此外,阻尼注入法避免了相对个体间

相对速度的测量与通信,或者是构建相对速度观测器时,类似分离定理的证明,因而简化了设计.

定理 1摇 如果对由式(1)构成的多体系统施加控制策略(8)和(20),那么误差函数(14)将
渐进收敛到 0.
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证明摇 将受控系统写成紧凑形式:

摇 摇

觶字 = (IN 茚 Ap)字 + 軌h,
u = - [(IN 茚 Kg) + (L 茚 Kf) + (IN 茚 P)]·軌h -

摇 摇 (IN 茚 D)軌h
·
- (IN 茚 Ac)軌h

咬
- (IN 茚 P)·(IN 茚 Ap)字

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(21)

构造 Liapunov 函数

摇 摇 V = 1
2
軌hT(IN 茚 Kg + L 茚 Kf)軌h + 1

2
軌h
·

T軌h
·
+ 1

2
軌h
咬
T軌h

咬
+ 1

2 觶字T(IN 茚 P) 觶字, (22)

其对时间的一阶导数是

摇 摇 觶V = 觶hT[(IN 茚 Kg + L 茚 Kf)軌h + 軌h
咬
] + 軌h

咬
T·u +

摇 摇 摇 摇 1
2 咬字T(IN 茚 P) 觶字 + 1

2 觶字T(IN 茚 P) 咬字, (23)

式中 咬字 = (IN 茚 Ap) 觶字 + 軌h
·
, 利用等式:

摇 摇 (IN 茚 P)(IN 茚 Ap) + (IN 茚 Ap) T(IN 茚 P) = - (IN 茚 Q)
和控制律式(21),得到

摇 摇 觶V = - 軌h
咬
TAc

軌h
咬
- 軌h

·
TD軌h

·
- 觶字T(IN 茚 Q) 觶字 (24)

是半负定的. 定义

摇 摇 赘 {= (軌h,軌h
·
,軌h

咬
, 觶字), 觶V = }0 ,

令 赘 - 为 赘 中的最大不变子集. 在 赘 - 上,我们有 u = 0, 因此,式(21)表明如下两等式成立:
摇 摇 (IN 茚 Ap)字 + 軌h = 0,
摇 摇 [(IN 茚 Kg) + (L 茚 Kf) + (IN 茚 P)]軌h + (IN 茚 P)(IN 茚 Ap)字 = 0.

将两式组合,可得

摇 摇 [(IN 茚 Kg) + (L 茚 Kf)]軌h = 0, (25)
由 LaSalle 不变原理[14]可以得到系统的渐进稳定性.

4摇 仿摇 摇 真

我们考虑 4 个具有非完整性约束的单体编队运动控制问题,其中每个单体是受非完整性

约束的轮式小车,动力学模型满足式(1). 它们之间的通信拓扑结构固定,如图 2 所示.

图 2摇 单体之间通

信拓扑图

4 个小车的初始位姿 ( rxi,ryi,兹 i) 分别为:(-2,2,0),(-2,1,
0),(-2,-1,0),( -2,-2,0). 我们首先规划 4 车编队成紧密队

形:(0,0. 5,0),(0. 5,0. 25,0),(0. 5,-0. 25,0),(0,-0. 5,0);然
后保持队形以 0. 25 m / s 的速度沿 x 轴方向前进.

设定动态控制器初始值为

摇 摇 vi(0) = vmax = 0. 3 m / s, 孜 i(0) = vi(0),
摇 摇 觶孜i(0) = Fmax = 0. 1 m2 / s .
设定控制器参数为

摇 摇 k1 = 2, k2 = 7, k3 = 2.
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图 3摇 4 个非完整性小车的编队运动 图 4摇 一致性状态误差

摇 摇 图 5摇 有界速度输入

为了避免动态补偿器出现奇异情况,即式

(3)中 孜 = 0,文献[9] 给出了控制增益所需满足

的充分条件使各状态变量具有合适、相对的指数

收敛速度,保证 v 在有限时间内不趋于 0,棕 总是

有界. 这里,我们采用一种更为直观、简单的方法:
重设 孜 值当其低于给定阈值.

可以证明,状态变量 v,棕 指数收敛到 0 的一

个结果就是小车的姿态变量 兹 也以指数速度收敛

到 0. 仿真结果如图 3 和图 4 所示.
实际情形中,当小车的速度存在有界约束时:
摇 摇 | v | 臆 vmax = 0. 3 m / s,
摇 摇 | 棕 | 臆 棕max = 0. 5 rad / s,

我们采用文献[9]中的方法,进行速度度量,保证度量后速度的曲率半径等于算法得到的标称

速度输入 v,棕 的曲率半径. 实际速度输入如图 5 所示.

6摇 结摇 摇 论

本文针对具有非完整性约束的多个体的编队运动提出了一种利用无源性技术的控制策

略. 首先,我们通过构造动态补偿器将单体动力学模型进行完全状态线性化;其次,我们在线性

化模型上得到分布式非连续编队运动控制律;接着,我们采用阻尼注入技术解决了控制中存在

的单体间相对运动振荡和编队稳态误差问题. 最后,我们利用 Liapunov 方法证明了闭环系统

的渐进稳定性. 我们通过一个非完整性多体的编队运动控制仿真,验证了所提控制策略的有效

性. 值得进一步研究的内容包含针对单体模型不确定性以及通信时延情况下的鲁棒控制策略

的设计.
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Formation Control for Nonholonomic Agents
Using Passivity Techniques

WU Fan, 摇 GENG Zhi鄄yong
(State Key Laboratory for Turbulence and Complex Systems, Department of Mechanics

and Aerospace Engineering,Peking University, Beijing 100871,P. R. China)

Abstract:The problem of formation control for multiple nonholonomic agents on a plane was
studied. A dynamic feedback linearization method was used to transform each agent爷s dynami鄄
cal model into two third鄄order integrator chains. Then a decentralized formation control law
with inter鄄agent damping injection was derived. Asymptotical stability of the overall system was
proved by Liapunov method. Simulation for a planar vehicles爷 formation maneuver shows the
effectiveness of the proposed strategy.

Key words:nonholonomic agents; formation; full鄄state linearization; passivity
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