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基于非局部弹性应力场理论的纳米尺度
效应研究:纳米梁的平衡条件、控制

方程以及静态挠度
*

C·W·林

(香港城市大学 建筑系,香港)

(郭兴明推荐)

摘要:摇 该文成功地解答了 3 个关于非局部应力理论用于纳米梁的问题:(印) 在绝大多数研究

中,非局部效应增加导致纳米结构体刚度下降,其现象表现为弯曲挠度增加,固有频率减少,屈曲

载荷下降,但为什么 Eringen 的非局部弹性理论给出了完全相反的结论;(英) 为什么在某些研究

结果中,非局部效应消失或是对研究结果无影响,比如纳米悬臂梁在集中载荷作用下的弯曲挠度;
(樱) 在高阶控制方程中,为什么高阶边界条件不存在. 通过应用非局部弹性理论和精确变分原理

分析纳米梁的弯曲问题,推导出全新的平衡条件、控制方程、边界条件和静态响应. 这些方程和条

件包含了与之前的相关研究结果符号相反的高阶微分项,这一差别导致了纳米效应对结构体的影

响结果完全相反. 还证明之前为大家所公认的纳米梁静态或动态平衡条件实际上没有达到平衡,
只有用等效弯矩代替非局部弯矩时,才可达到平衡. 这些结论通常是可以被其它方法,比如应变梯

度理论、耦合应力模型以及相关实验所证明.
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引摇 摇 言

自从 20 世纪 90 年代初, Iijima[1]发现碳纳米管(CNTs)以来,关于 CNTs 的研究成果被大

量报道,比如 Treacy 等[2]以及 Ball[3]的工作. 针对 CNTs 的研究建立在两种模型上: 原子模型

和连续模型. 最常见的原子模型是分子动力学(MD)模型[4鄄6] . 由于 MD 方法要考虑每一个分

子及其相互之间的力学和化学作用,运行相关程序通常需要相当高效的硬件设备,系统所含的

分子数目也不能太庞大. 受到该条件制约,很多人采用连续模型来对 CNTs 进行模拟,因为该

模型可以研究尺寸相对较大的系统. 该方法引申出诸多线性和非线性梁以及壳模型,用以分析

CNTs 的静态和动态响应、振动稳定性等问题. 其中较早的研究是 Yakobson 等[7], 利用壳模型
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研究 CNTs 在受压载荷条件下的非稳定性. Ru[8鄄9]还利用不同的壳模型研究了 CNTs 的屈曲. 这
些连续梁或者壳模型,被看作经典模型或是局部介质模型,因为每一点的应力都是该质点应变

的函数. 尽管有一些实验证明[10],但局部连续介质模型没有展示尺度效应,无法模拟微观原子

介质中非常重要的各项异性行为. 尺度效应[11鄄17] 由于其重要性,已经成为连续纳米力学模型

研究的一个富有挑战性的领域.
其中一个考虑到尺度效应的连续力学模型是由 Eringen[18鄄35]提出的非局部场理论模型. 该

理论认为域内的一点的应力不只取决于该点本身的应力,而是整个领域内所有点的应力和,相
当于领域内的应力平均值. 在过去的 30 年中,很多非局部理论的分支由 Eringen 和他的同事

分别建立,包括非局部纯弹性理论[18鄄19,21鄄22,32],非局部流体力学[20,23],非局部电磁学[24],非局

部热弹性理论[25鄄26],非局部记忆弹性体[26鄄27],非局部压电理论[33鄄34] 等. 该理论的应用在物理和

工程方面已有很好的实践[28鄄31,35],而这些实践者都借鉴了 Eringen 的参考书:非局部场理

论[35] .
非局部弹性场理论在研究 CNTs 和其它纳米结构方面的应用开始于本世纪初. 之前该理

论没有得到重视是因为无法求解关于非局部模量 琢 | x忆 - x | 的方程. 该方程需要用 Green 函

数在特定形状的区域中求解. 对于弹性连续体的工程运用,如纳米梁或者纳米管的非局部模量

可能会有特殊的条件,比如只考虑一维、二维或三维情况. 对于二维情况,Eringen[32,35] 指出可

以进一步简化成在二维领域内的二阶偏微分方程,但造成了 6%的相对误差. 考虑到一维情况

的纳米结构,上述二阶方程可进一步简化为二阶常微分方程. 根据这一常微分方程,可以准确

求解分析 CNTs 和其它一维纳米结构的静态和动态响应,比如弯曲、振动、屈曲和波传导.
在此二阶常微分方程基础上,CNTs 和其他纳米结构的连续介质模型的分析工作得到发

展. 早期工作最先由 Peddieson 等[36]应用非局部应力模型分析了正弦载荷下简支纳米梁、端部

集中载荷下悬臂纳米梁以及非均布力下悬臂纳米梁的静态弯曲问题. 与此同时,Sudak[37]研究

了多壁碳纳米管的圆柱屈曲并指出临界屈曲载荷随着纳米尺度效应的增加而减小. 后来,出现

了大量应用此非局部应力方法的模拟工作(经确认,自 2003 年来共有超过 80 篇论文和 1 部著

作),其中包括纳米梁(5 篇论文和 1 部著作)和纳米板(1 篇论文)的弯曲;纳米梁(12 篇论

文),纳米环 /纳米曲梁(1 篇论文),纳米板(1 篇论文)和纳米壳(1 篇论文)的振动;纳米梁(8
篇论文)和纳米壳(9 篇论文)的屈曲;纳米梁(8 篇论文)和纳米壳(7 篇论文)的波传播;纳米

梁(3 篇论文)和纳米板(1 篇论文)的一般结构分析;以及其它论文.
在这些已经发表的工作中,有些采用了薄梁、薄板或者薄壳理论,也就是横截面变形前后

始终垂直于中性面并且中性面不可延伸,而其他一些通过剪切修正系数考虑剪切变形,变形后

允许中性面转动. 薄结构理论应用于纳米梁(28 篇论文和 1 部著作)、纳米板(3 篇论文)和纳

米壳(19 篇论文);而厚结构理论,也就是 Timoshenko 和 Mindlin 理论应用于纳米梁(17 篇论

文)和纳米板(1 篇论文). 本文将清楚地表明这些非局部理论模拟工作(参见文献[36鄄37]及
其他)可以明确地归类为“部分非局部应力模型冶,因为它们是从经典模型直接扩展得到,没有

经过严格的证明. 因此,有些非常重要的非局部项推导错误并且高阶项被不经意的忽略,模型

实际上并不满足平衡条件.
本文将证明非局部弯矩高阶项的存在非常重要,它将完全改变人们对纳米尺度效应的认

识,如果没有这些高阶项,将导致本文摘要里指出的两个诡异的现象:(印) 虽然跟非局部弹性

场理论[35]的物理直觉相反,但为什么该领域几乎所有已经发表的工作认为非局部效应的增加

在许多情况会导致纳米结构刚度降低? 但又并非全部如此(如均布载荷下的悬臂纳米梁);
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(英) 许多经典的算例结果表明纳米尺度效应消失了[36] .
随着非局部应力场理论和它的许多应用研究的发展,纳米力学出现了许多新的分支,如应

变梯度理论[38鄄39],分子结构力学方法[40] 和基于变分法和最小势能原理的修正应力耦合理

论[41鄄43] . 尤其是 Nix 和 Gao[38]利用几何必须位错的概念成功得出晶体材料的硬度具有很强的

尺寸效应. 他们进一步建立了一个众所周知的关系式,不仅比较了具有一定深度的压痕的硬度

和本体的硬度,并且还得出结论,如果压痕深度下降到微米甚至纳米尺度,那么前者将明显大

于后者. 这个关系式后来被许多微压痕实验所验证. 另一方面,Lam 等[39]推导了一套新的高阶

指标来描述应变梯度行为并随后发展了平面应变梁的应变梯度弹性弯曲理论. 后来研究了

Bernoulli鄄Euler 梁的弯曲,通过材料内部长度尺度参数来考虑尺度效应. 虽然从表面上看应变

梯度理论[39]和本文所述的非局部应力场理论有点类似,但实际原理和基本概念都不相同. 应
变梯度理论是基于应变能密度,而这又取决于一阶变形梯度的对称部分(经典应变)和二阶变

形梯度;而后者是建立在非局部应力概念上,其中参考点的应力取决于弹性模量在整个区域内

的体积分. 在接下来的章节中,非局部应力的概念会更清楚. 基于分子结构力学方法和表现为

Lennard鄄Jones 势和非线性的桁架杆模型的层间 Van der Waals 相互作用,Li 和 Chou[40] 证明了

基于经典连续壳模型的单壁和双壁碳纳米管的基本振动频率比基于原子模拟的频率低 40%
~60% . 文献[39鄄43]虽然是从不同的物理概念的发展而来,但都指向一个相似的结论,也就是

本文推导出的任何尺度效应下纳米尺度参数都将导致结构刚度的增加. 通过实验被进一步证

实(印) 完整结构的微观叠层薄膜比单片薄膜拉伸强度要高的多[44];(英) 其硬度也显著增

加[38];(樱) 纳米悬臂梁的弯曲刚度随厚度的减小而显著增大[39,45] . 与经典解相比较,通过分

子动力学模拟纳米管的波传播[46]和屈曲[47]同样显示出了纳米管的刚度增强行为.
纳米结构的一个潜在应用是悬臂纳米梁作为传动装置实际应用在微机电系统(MEMS)和

纳机电系统(NEMS). 应用“部分非局部应力模型冶求解端部集中载荷下纳米悬臂梁,得到和局

部应力、经典悬臂梁相同的解,没有任何纳米尺度效应[36] . 而对于分布载荷下类似的悬臂梁,
却显现出小尺度效应. 这多少让人迷惑,因为集中载荷可以看成分布载荷作用在一个小的有限

区域. 因此,对于有限区域分布力(实际上也就是点载荷)和理论上理想的点载荷,“部分非局

部应力模型冶提出了一个令人惊奇的、不连续的、间断跳跃的解.
本文应用 Eringen[35]提出的非局部弹性场理论和精确变分原理方法,推导出纳米梁弯曲

的精确平衡条件、场控制微分方程和边界条件. 这些方程和条件包括了必要的高阶项,而在静

态和动态非局部纳米结构研究领域内几乎所有已经发表的工作在建模和分析过程中都遗漏掉

了这些高阶项. 遗漏的这些高阶项导致了与本文结果相反的纳米尺度效应. 基于新的非局部应

力模型,本文发现了纳米尺度下真正的平衡条件、控制微分方程和边界条件. 同时推导出了各

种边界条件下纳米梁弯曲的真正静态响应. 在这种情况下,本文建立了一种新的渐进表示的一

维纳米梁非局部应力模型. 同时推导和讨论了应变梯度模型的无穷阶渐进控制微分方程和对

应的无穷个边界条件. 从实际应用出发,探讨了渐进非局部模型的缩减高阶解. 求解了一些不

同载荷和边界条件下的纳米梁算例来证实基于非局部模型的真正的纳米尺度效应.
文中提出的基于非局部应力模型的纳米梁弯曲分析结果可以用于工程师设计 MEMS 和

NEMS 设备. 此外,高阶应变梯度解作为参考基准,纳米梁弯曲的精确、收敛的数值解通过其他

数学和计算方法(如分子动力学模拟)取得.

1摇 应力场方程的推导

本节首先简短的描述了非局部弹性应力场理论的基本内容和薄梁(也叫作 Euler鄄Bernoulli
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梁)理论,然后应用非局部弹性应力概念建立纳米梁模型. 随后使用精确的变分原理方法,通
过严格的能量公式,推导新的平衡条件和含有以前发表的相关论文里遗漏了的高阶项的场控

制方程.
1. 1摇 经典的弹性场和非局部弹性场方程

非局部应力场理论最先由 Eringen 和他的助手们引入固体力学和材料. 它是基于晶格动

力学的原子理论与声子色散的实验观测. 按照这一理论,在均质各向同性体 V 内一参考点 r 的

非局部应力场,可以是一维或者多维的,不仅取决于 r 点的应变,而且取决于体内其他所有点

的应变. 对于这样一个均质各向同性体,线性非局部弹性场理论规定为[32,35]:

摇 摇
滓 ij,i + 籽( f j - 咬u j) = 0, 滓 ij(r) = 乙

V
琢( r忆 - r ,子)滓 忆
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(1a ~ d)

其中 滓 ij(r), 籽, f j 和 u j 分别为:非局部应力张量、质量密度、体力密度和体内参考点 r在 t时刻

的位移矢量,咬u j,u j 对时间 t的二阶导数是 r点的加速度矢量,i, j = 1 或 i, j = 1,2 或 i, j = 1,2,
3 取决于相关的维数.

方程(1c) 显示了经典的本构关系,其中 r点的经典或局部应力张量表示为滓 忆
ij(r忆),和 t时

刻体内任意一点 r 的线性应变张量 eij(r忆) 有关,姿 和 滋 为 Lam佴 常数,啄 ij 为 Kronecker 符号. 很
明显,对于非局部弹性理论,经典或局部的本构关系(1c)被非局部本构关系(1b)取代. 根据方

程(1b), 滓 ij(r) 在 r处的值不仅取决于固定一点的经典局部应力滓 忆
ij(r忆),而是由整个区域 V中

所有点的应力的加权平均值,即体积分. 这个权重值由非局部模量 琢( | r忆 - r | ,子) 代表,它又

由无量纲纳米尺度参数决定:

摇 摇 子 =
e0a
L , (2)

式中, a 代表材料内部特征长度(比如晶格参数,C鄄C 键长等), L代表材料外部特征长度(比如

裂纹长度,波长等),e0 代表材料特性常数. e0 的确要根据实验或者可以根据原子晶格动态波的

分散曲线拟合来推算. 在宏观问题的分析中,当 子 寅0 时,纳米尺度效应变得不再有影响力,则
在参考点之外的点(r屹 r忆) 的应变可以被忽略,非局部模量成为 Dirac delta 函数,此时 滓 ij(r忆)
= 滓 忆

ij(r忆) . 因此,在纳米尺度效应消失的极端情况下,经典弹性连续介质力学是适用的.
由于存在体积分,非局部弹性问题很难得到数学解析解,但是利用 Green 函数,这个积分

方程可以在特定条件的二维区间里转化为一个近似等价的微分连续方程[32,35]:
摇 摇 (1 - 子2L2

Ñ
2)滓 ij = 滓 忆

ij, (3)
Ñ

2 = (鄣 / 鄣rk)(鄣 / 鄣rk)(对 k 求和),是 Laplace 算子, i, j,k = 1,2. 在二维直角坐标系下,Laplace
算子简化为 Ñ

2 = 鄣2 / 鄣x2 + 鄣2 / 鄣y2 .
1. 2摇 非局部纳米梁模型

现在应用上述非局部应力理论来分析考虑具有非局部应力效应的纳米梁. 假设给定的

Euler鄄Bernoulli 纳米梁的横截面积 A,长度 L,高 h, 根据 Euler鄄Bernoulli 梁理论,变形前垂直于

中平面的直线变形后依然垂直于变形后的中平面,在此假设基础上,面内位移 u(x,z,t) 和横

向位移 w(x,t) 有如下关系:

摇 摇 u(x,z,t) = - z dw(x,t)dx , (4)
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而应变鄄位移关系为

摇 摇 着 xx = - z d
2w(x,t)
dx2 . (5)

上述公式中 x 为中平面上并以左端为起点的轴向坐标,z 为偏离中平面的法向坐标,t 为时间,
着 xx 为正应变.

根据 1. 1 节非局部应力理论和公式(3)所示的近似二维应力模型,对于一维 Euler鄄Ber鄄
noulli 梁,考虑非局部效应的简化本构关系可以表示为

摇 摇 滓 xx - 子2L2 d2滓 xx

dx2 = E着 xx, (6)

式中 子为包含了纳米尺度效应的无量纲尺度系数,由公式(2) 给出,E为弹性模量. 利用下面的

无量纲参数

摇 摇 軍滓xx =
滓 xx

E , 子 =
e0a
L , 軃x = x

L , 軃z = z
L , 軈w = w

L . (7)

可以将公式(6)无量纲化为

摇 摇 軍滓xx - 子2軍滓掖2业
xx = 着 xx, (8)

或者使用公式 (5),则可以表达为

摇 摇 子2軍滓掖2业
xx - 軍滓xx = 軃z軈w掖2业

xx , (9)
上式中 ( ) 掖n业 = dn / d軃xn,为对无量纲坐标 軃x 的 n 阶导数. 公式(9)为二阶常微分方程,其通解可

以表示为

摇 摇 軍滓xx = B1(軃z)e軃x / 子 + B2(軃z)e -軃x / 子 + 鄱
¥

n = 1
An軈w掖2n业, (10)

上式中 B1(軃z),B2(軃z) 为齐次方程通解中的系数,通常为 軃z 的函数;而最后 1 项为特解. 将式

(10)代入式(9)中,可得到

摇 摇 An = - 子2(n-1)軃z . (11)
由于 子 寅0,即不考虑非局部效应时,非局部应力 滓 xx 应该等同于经典的局部应力 滓 忆

xx,也就是

lim子寅0軍滓xx = 着 xx,于是可以得到 B1(軃z) = B2(軃z) = 0. 因此,非局部应力 滓 xx 可以表示成

摇 摇 軍滓xx = - 鄱
¥

n = 1
子2(n-1)軃z d

2n軈w
d軃x2n = 鄱

¥

n = 1
子2(n-1)着 掖2(n-1)业

xx . (12)

式(12)为考虑非局部效应的非线性本构关系,首次由 Lim 和 Wang 提出[48] . 参考经典弯矩的

定义,即 Mxx = 乙
A
滓 xxzdA, 则无量纲化的非局部弯矩则为

摇 摇 軍Mxx =
MxxL
EIxx

, (13)

并可以进一步表示为

摇 摇 軍Mxx = - 鄱
¥

n = 1
子2(n-1) 軈w掖2n业 =

摇 摇 摇 摇 - (軈w掖2业 + 子2 軈w掖4业 + 子4 軈w掖6业 + 子6 軈w掖8业 + 子8 軈w掖10业 + …), (14)
其中 Ixx 为截面极惯性矩.
1. 3摇 变分原理与应变能的精确表达式

不管是宏观还是纳观的变形体,其应变能表达式并不会因为是否考虑非局部效应的影响

而改变. 对于本构为式(12)的纳米梁,应变能密度可以表示为
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摇 摇 u = 乙 着xx

0
滓 xxd着 xx . (15)

将公式 (12) 代入式(15),得到

摇 摇 u = E鄱
¥

n = 1
子2(n-1)乙 着xx

0
着 掖2(n-1)业

xx d着 xx . (16)

通过积分并整理,可得

摇 摇 u = u1 + u2 + u3, (17)
其中

摇 摇
u1 = 1

2 E着2
xx, u2 = 1

2 E鄱
¥

n = 1
( - 1) n+1子2n (着 掖n业

xx ) 2,

u3 = E鄱
¥

n =
{

1
子2(n+1)鄱

n

m = 1
[( - 1)m+1着 掖m业

xx 着 掖2(n+1) -m业
xx }

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ] ,

(18a ~ c)

则变形体的应变能可通过应变能密度在整个体积 V 上的积分得到,即

摇 摇 U = 乙
V
udV = 乙

V
(u1 + u2 + u3)dV . (19)

下面应用变分原理,以期望得到平衡方程和边界条件. 对式(19)变分可得

摇 摇 啄U = 乙
V
(啄u1 + 啄u2 + 啄u3)dV =

摇 摇 摇 摇
EIxx
L 乙 [

1

0
- 鄱

¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2(n+1 ])业 啄軈wd軃x +

摇 摇 摇 摇
EIxx [L 鄱

¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2n+1业啄軈w - 鄱

¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2n业啄軈w掖1业 +

摇 摇 摇 摇 鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2n軈w掖2n+1业啄軈w掖2业 - 鄱

¥

n = 1
2n子2(n+1) 軈w掖2(n+1)业啄軈w掖3业 +

摇 摇 摇 摇 鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2(n+1) 軈w掖2n+1业啄軈w掖4业 - 鄱

¥

n = 1
2n子2(n+2) 軈w掖2(n+1)业啄軈w掖5业 +

摇 摇 摇 摇 鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2(n+2) 軈w掖2n+1业啄軈w掖6业 + ]…

1

0
, (20)

或者表达成为非局部弯矩形式

摇 摇 啄U =
EIxx
L 乙 [

1

0
- 軍M掖2业

xx + 2鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2(n+1)业 ]xx 啄軈wd軃x +

摇 摇 摇 摇
EIxx [ (L

軍M掖1业
xx - 2鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈 (w + - 軍Mxx + 2鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业 )xx 啄軈w掖1业 -

(摇 摇 摇 摇 子2 軍M掖1业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2(n+1) 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖2业 (+ 2子4鄱

¥

n = 1
子2(n-1) 軍M掖2n业 )xx 啄軈w掖3业 -

(摇 摇 摇 摇 子4 軍M掖1业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2(n+2) 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖4业 (+ 2子4鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业 )xx 啄軈w掖5业 -

(摇 摇 摇 摇 子6 軍M掖1业
xx + 2子6鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖6业 + ]…

1

0
. (21)

1. 4摇 新的高阶微分控制方程,静态弯曲平衡方程和边界条件

对于考虑非局部效应纳米梁的弯曲,单位长度外载荷 p = p(x),端部横向作用 P | x = 0,L 以

及端部弯矩 R | x = 0,L 所做的功 W 可以表达为
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摇 摇 W = 乙L
0
pwdx + [Pw] x = L

x = 0 + R dw
d[ ]x

x = L

x = 0
=

摇 摇 摇 摇 L2乙1
0
p軈wd軃x + L[P軈w] x = 1

x = 0 + [R軈w掖1业] x = 1
x = 0 . (22)

对上式变分可得

摇 摇 啄W = L2乙1
0
p啄軈wd軃x + L[P啄軈w] x = 1

x = 0 + [R啄軈w掖1业] x = 1
x = 0 . (23)

定义 1 个能量函数为

摇 摇 I = U - W . (24)
对该能量函数变分,并利用公式 (21) 和 (23),可得

摇 摇 啄I = 啄(U - W) =

摇 摇 摇 摇 乙1
0

-
EIxx [L 鄱

¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2(n+1 ])业 - L2{ }p 啄軈wd軃x +

摇 摇 摇 摇
EIxx [ (L

軍M掖1业
xx - 2鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业

xx - PL2

EI )
xx

啄軈w +

(摇 摇 摇 摇 - 軍Mxx + 2鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业

xx - RL
EI )

xx
啄軈w掖1业 -

(摇 摇 摇 摇 子2 軍M掖1业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2(n+1) 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖2业 +

(摇 摇 摇 摇 2子4鄱
¥

n = 1
子2(n-1) 軍M掖2n业 )xx 啄軈w掖3业 (- 子4 軍M掖1业

xx + 2鄱
¥

n = 1
子2(n+2) 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖4业 +

(摇 摇 摇 摇 2子4鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业 )xx 啄軈w掖5业 (- 子6 軍M掖1业

xx + 2子6鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业 )xx 啄軈w掖6业 + ]…

1

0
. (25)

对于稳定状态,变分原理要求能量函数处于 1 个极值,因此

摇 摇 啄I = 啄(U - W) = 0. (26)
由于上式对于任意的 啄軈w 都成立,于是从中可以得到考虑非局部效应的高阶微分控制方程,即

摇 摇 [- 鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2(n+1 ])业 = 軃p, (27)

其中 軃p = pL3 / EIxx . 上式也可以表达为无量纲形式的非局部弯矩形式

摇 摇 - 軍M掖2业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2(n+1)业

xx = 軃p . (28)

定义 1 个无量纲形式的等效非局部弯矩

摇 摇 軍Mef = 軍Mxx - 2鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业

xx = 鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2n业 =

摇 摇 摇 摇 - 軈w掖2业 + 子2 軈w掖4业 + 3子4 軈w掖6业 + 5子6 軈w掖8业 + 7子8 軈w掖10业 + …, (29)
因此,高阶微分控制方程 (28) 可表示为

摇 摇 軍M掖2业
ef = - 軃p . (30)

由精确变分原理得到的公式(30),可以通过图 1 所示的考虑非局部应力的微单元的弯矩平衡

条件显示出来.
同时,由公式(25)所得到的高阶边界条件可以整理为自然边界和几何边界条件的形式.

用位移函数可以表示为
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(a) 部分非局部应力模型 (b) 精确非局部应力模型

图 1摇 纳米梁单元的静态平衡分析

摇 摇

鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2n+1业 = 軈P 或 軈w = 0,

- 鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2n业 = 軈R 或 軈w掖1业 = 0,

鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2n軈w掖2n+1业 = 0 或 軈w掖2业 = 0,

- 鄱
¥

n = 1
2n子2(n+1) 軈w掖2(n+1)业 = 0 或 軈w掖3业 = 0,

鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2(n+1) 軈w掖2n+1业 = 0 或 軈w掖4业 = 0,

- 鄱
¥

n = 1
2n子2(n+2) 軈w掖2(n+1)业 = 0 或 軈w掖5业 = 0,

鄱
¥

n = 1
(2n - 1)子2(n+2) 軈w掖2n+1业 = 0 或 軈w掖6业 = 0,

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï左 軃x = 0,1

(31a)

其中 軈P = PL2 / EIxx 和 軈R = RL / EIxx 分别为无量纲化后的端部载荷和端部弯矩. 用非局部弯矩则

可以表示为

摇 摇

軍M掖1业
xx - 2鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业

xx = 軍M掖1业
ef = 軈P 或 軈w = 0,

- 軍Mxx + 2鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业

xx = - 軍Mef = 軈R 或 軈w掖1业 = 0,

子2 軍M掖1业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2(n+1) 軍M掖2n+1业

xx = - 子2( 軍M掖1业
ef - 2軍M掖1业

xx ) = 0 或 軈w掖2业 = 0,

2子4鄱
¥

n = 1
子2(n-1) 軍M掖2n业

xx = 子4( 軍M掖2业
ef - 3軍M掖2业

xx ) = 0 或 軈w掖3业 = 0,

子4 軍M掖1业
xx + 2鄱

¥

n = 1
子2(n+2) 軍M掖2n+1业

xx = - 子4( 軍M掖1业
ef - 2軍M掖1业

xx ) = 0 或 軈w掖4业 = 0,

2子4鄱
¥

n = 1
子2n 軍M掖2n业

xx = 子6( 軍M掖2业
ef - 3軍M掖2业

xx ) = 0 或 軈w掖5业 = 0,

子6 軍M掖1业
xx + 2子2n鄱

¥

n = 1
子2n 軍M掖2n+1业

xx = - 子6( 軍M掖1业
ef - 2軍M掖1业

xx ) = 0 或 軈w掖6业 = 0,

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï左 軃x = 0,1

(31b)
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在同一行中,或者左边的自然边界等于 0,或者右边的几何边界条件等于 0,而不会存在自然边

界和几何边界同时等于 0 的情况.
为得到静态平衡方程,可以考虑图 1 所示的纳米梁微单元,图 1(a)为部分考虑非局部效

应下的平衡条件,图 1(b)为考虑非局部效应下的精确平衡条件,其中的 軍Mef 为公式(29)定义

的无量纲非局部弯矩.
对于以上两种模型,竖直方向的平衡条件会产生相同的条件:
摇 摇 軍Q掖1业 + 軃p = 0, (32)

其中

摇 摇 軍Q = QL2

EIxx
(33)

定义了无量纲剪切力,而 Q 为剪切力. 图 1(a)和图 1(b)中的弯矩平衡条件是相似的,但是前

者是用 軍Mxx 表达,而后者则用 軍Mef 表达. 对这两个条件进行微分,并且利用公式(33),一个则可

以得到公式(30)所示的微分控制方程,而另一个则得到不正确的微分方程. 因此可以看出,对
于一个非局部应力单元,真正的弯矩平衡应该是由一个等效非局部弯矩建立的,而不是像图 1
(a)那样,直接用一个非局部弯矩代替经典弯矩. 从公式(30)和(32)可见,含有高阶非局部效

应的静态平衡方程为

摇 摇 軍Q掖1业 + 軃p = 0, 軍M掖1业
ef - 軍Q = 0. (34a,b)

对于纳米梁自由端,公式(31a,b)可以给出如下边界条件

摇 摇

軍M掖1业
ef 軃x = 0,1 = 軍Q 軃x = 0,1 = 軈P, - 軍Mef 軃x = 0,1 = 軈R, - 子2( 軍M掖1业

ef - 2軍M掖1业
xx ) 軃x = 0,1 = 0,

子4( 軍M掖2业
ef - 3軍M掖2业

xx ) 軃x = 0,1 = 0, - 子4( 軍M掖1业
ef - 2軍M掖1业

xx ) 軃x = 0,1 = 0,
ì

î

í

ï
ï

ïï左

(35)

可以看出,剪切力、等效非局部弯矩以及其他自然边界条件等于 0. 而对于简支端,则有如

下的几何边界条件:
摇 摇 軈w 軃x = 0,1 = 軈w掖2业

軃x = 0,1 = 軈w掖4业
軃x = 0,1 = … = 0 (36a)

以及自然边界条件

摇 摇

- 軍Mef 軃x = 0,1 = 軈R

[

,

2子4鄱
¥

n = 1
子2(n-1) 軍M掖2n业 ]xx

軃x = 0,1
= 子4( 軍M掖2业

ef - 3軍M掖2业
xx ) 軃x = 0,1 = 0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï左

(36b)

同样,对于固支端的边界条件为

摇 摇 軈w 軃x = 0,1 = 軈w掖1业
軃x = 0,1 = 軈w掖2业

軃x = 0,1 = 軈w掖3业
軃x = 0,1 = 軈w掖4业

軃x = 0,1 = … = 0. (37)
可以看出变形、变形梯度、转角以及其他所有的几何边界条件都等于 0. 对于高阶自然边

界条件的物理意义的理解还不确定,还需要进一步地研究.
更一般的,公式(31a,b)和(35) ~ (37)中所示的边界条件并不会同时完全等于 0. 对于端

部 軃x = 0,1 处具体的点载荷、点力偶、位移、位移梯度以及指定的高阶载荷 /弯矩或位移梯度,可
以用具体值代替 0.

有意思的是,高阶非局部效应只存在于弯矩平衡公式(34b)中,而剪切力平衡公式(34a)
中却没有. 这是因为由于弯矩是从公式(1b)中对面内非局部应力分量得到的,而这是二维非

局部理论中很重要的一点. 当把非局部应力简化为公式(6)时,我们其实已经隐式地采用 Erin鄄
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gen[32,35]中关于二维域的假设. 因此,面外方向的垂直于中平面的剪切力则不由公式(6)控制,
故而没有非局部效应存在. 若同时考虑面内和面外的非局部效应,则公式(6)变得不可使用

了,此时应该采用原始非局部应力模型,见公式(1a ~ d),并代以三维核函数[32,35],利用 Green
函数进行求解. 因此,考虑了面内二维非局部应力和横截面内二维剪应力的文章都普遍采用

Timoshenko 模型实际上是不严格的,也导致了其最后的结论和原始的非局部应力模型[32,35] 相

比是值得怀疑的.
通过变分原理,得到了非局部高阶微分控制方程(27)和(28),相应的边界条件(31a,b),

以及非局部高阶平衡条件. 在下面的分析中,这些新的方程和公式不仅被用来解决以前颇为疑

惑的问题,还纠正了以前存在的建立在非局部应力模型基础上的所有碳纳米管、纳米梁、纳米

板以及纳米壳的模型及结果.

2摇 悬臂纳米梁在端部点载荷作用下的弯曲精确解

在这里我们考虑一个经典的例子来说明非局部纳观尺度效应的影响. 在这个例子中讨论

了之前的奇怪预测,那就是悬臂纳米梁在端部集中荷载的作用下没有任何的非局部影响. 例子

中一些常用的分子和纳米管的取值为:C鄄C 的键长为 a = 0. 12 nm,纳米梁的长度为 L = 10 nm,
取 e0 = 0 寅1. 67,则纳观尺度参数为 子 = 0 寅0. 02. 在一些数值实例中,子 的取值对于纳米梁来

说既不常用也不可能. 在这些例子中,采用 5 臆 L / a 臆55 和 e0 = 1,在极端情况下,如果取 L / a
= 5 则有 子 = 0. 2, 采用这些例子的目的仅仅是为了做比较.

对于自由端部弯矩 軈R軃x = 1 = 0,而横向载荷 軈P軃x = 1 = 軈P0 的悬臂纳米梁(CF),其中 軈P0 是在 軃x = 1
处的无量纲载荷,其表达式为

摇 摇 軈P0 =
P0L2

EIxx
. (38)

非局部高阶控制微分方程(27)为

摇 摇 [- 鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2(n+1 ])业 = 0. (39)

保留前两项,上述方程变成

摇 摇 - 子2 軈w掖6业 + 軈w掖4业 = 0. (40)
上述的 6 阶微分方程的解仅由齐次通解组成,这个解可以表达为

摇 摇 軈w = C0 + C1 軃x + C2 軃x2 + C3 軃x3 + C4e軃x / 子 + C5e -軃x / 子, (41)
其中 C i( i = 0,1,2,…,5) 是积分常数. 从公式(35) 和 (37) 可知,对于一边固端一边自由支撑

条件,其边界条件为了与控制方程一致只需取到 子2 项,所以在固定端 軃x = 0 处为

摇 摇 軈w 軃x = 0 = 軈w掖1业
軃x = 0 = 軈w掖2业

軃x = 0 = 0; (42a)
在自由端 軃x = 1 处为

摇 摇

[子2 軈w掖5业 - 軈w掖3业]軃x = 1 = 軍Q 軃x = 1 = 軈P0,

[ - 子2 軈w掖4业 + 軈w掖2业]軃x = 1 = - 軍Mef 軃x = 1 = 0,

子2 [3子2 軈w掖5业 + 軈w掖3业]軃x = 1 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(42b)

将公式(41) 代入公式 (42a,b)中,可以求得积分常数为

摇 摇
C0 = 子2軈P0, C1 = 子(2 - 子e1 / 子 - 2e2 / 子)

2(1 + e2 / 子)
軈P0, C2 = 1

2
軈P0,

C3 = - 1
6
軈P0, C4 = - 子2(4 - 子e1 / 子)

4(1 + e2 / 子)
軈P0, C5 = - 子2(4e1 / 子 + 子)e1 / 子

4(1 + e2 / 子)
軈P0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(43)
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因此,悬臂纳米梁在端部集中荷载 軈P 軃x = 1 = 軈P0 的作用下,利用非局部应力模型求得的通解为

摇 摇 軈w =
軈P0

12 6軃x2 - 2軃x3 + 6子(2 - 子e1 / 子 - 2e2 / 子)
1 + e2 / 子 軃x + 12子2[ -

摇 摇 摇 摇 3子2(4 - 子e1 / 子)
1 + e2 / 子 e軃x / 子 - 3子2(4e1 / 子 + 子)

1 + e2 / 子 e(1-軃x) / ]子 . (44)

因为在公式(40)中只保留前两项,为了保持一致,从公式(14)得到的无量纲弯矩近似为

摇 摇 軍Mxx = - 軈P0 1 - 軃x - 4 - 子e1 / 子

2(1 + e2 / 子)
e軃x / 子 - 4e1 / 子 + 子

2(1 + e2 / 子)
e(1-軃x) /[ ]子 . (45)

将公式(45)代入公式(29),可以得到无量纲等效非局部弯矩的前两项为

摇 摇 軍Mef = - 軈w掖2业 + 子2 軈w掖4业 = - 軈P0(1 - 軃x), (46)
或者利用 軃p = 0 和边界条件軍Q 軃x = 1 = 軍M掖1业

ef 軃x = 1 = 軈P0 和 - 軍Mef 軃x = 1 = 0, 将静力平衡条件公式(34a,
b)积分 2 次.

最大横向变形发生在自由端 軃x = 1处,而最大的弯矩和等效非局部弯矩发生在固定端 軃x = 0
处. 其表达式分别为

摇 摇 軈wmax =
軈P0

12 4 + 12子2 + 3子(4 - 子2)(1 - e2 / 子) - 30子2e1 / 子

1 + e2 /[ ]子 , (47)

摇 摇 ( 軍Mxx)max = - 軈P0, (48)
摇 摇 ( 軍Mef)max = - 軈P0 . (49)

摇 摇 摇 图 2摇 悬臂纳米梁在集中力 P | 軃x = 1 = P0

作用下 子 对 軈w / 軈wmax 的影响

纳观尺度参数 子 对表达式为式(44) 的无量纲静

力变形 軈w 的影响如图 2 所示. 图中,子 从 0 变化到

0. 02,当 子 = 0 时为经典的或者是局部梁的解. 从
图中可以看出,增加纳观尺度 子 会减小纳米梁的

静力变形. 因此,经典的局部应力场理论过高估计

了纳米梁的静力变形.
利用部分非局部应力模型[36,48] 分析了同样

承受端部集中荷载的悬臂纳米梁. 在标准化参数

后,无量纲化的变形表达式分别为[36]

摇 摇 軈w =
軈P0

6 (3軃x2 - 軃x3) (50)

和[48]

摇 摇 軈w =
軈P0

6 3軃x2 - 軃x3 + 6子 cot 1( )子 軃x - 6子2 1 + cot 1
子 sin 軃x

子 - cos 軃x( )[ ]子
. (51)

公式(50)表明通过部分非局部应力模型[36]得到的无量纲变形导致了 1 个非常迷惑的弯曲解,
即悬臂纳米梁利用非局部应力弹性场理论模型[32,35]得到的解和经典悬臂梁的解是一样的,不
受纳观尺度效应的影响. 可以断定这样的悬臂纳米梁在非局部应力场中表现出好像没有非局

部应力效应一样. 下一个部分将会说明受均布荷载的悬臂纳米梁利用部分非局部应力模型是

会表现出纳观尺度效应的. 这样就有点令人迷惑了,因为集中荷载在 1 个很有限的区域内是可

以看成均布荷载作用的. 因此,对于有限区域的均布荷载(实际上是集中荷载)和理论上完美

的集中荷载,部分非局部应力模型会导致 1 个奇怪的和不连续的解.
此外,比较公式(50)、(51)和公式(44),可以很明显的看出部分非局部应力模型预测 軈w随
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着 子 的增加而增加,与精确的非局部应力模型得出的结论相反.

3摇 进一步讨论

3. 1摇 二维非局部模型中核函数的适用性

需要注意的是,被广泛使用的非局部应力模型的常微分方程,即
摇 摇 (1 - 子2L2塄2)滓ij = 滓忆

ij (3)
是通过在弹性场方程 (1b) 中为核函数假设 1 个二维的非局部系数,并且将模型误差减少到

6%[32,35]的基础上得到的. 因此,该非局部应力表达式只对二维空间中的二维非局部应力场有

效,应用在纳米梁或者纳米板的中平面上是合理的. 然而如果将该二维非局部应力应用于厚梁

的中平面,则需要进一步的严格判断,比如弯曲变形和剪切变形相互耦合的 Timoshenko 梁. 而
直接的耦合两个二维域的非局部的模型也是值得怀疑的. 即便是可以耦合的话,因为不同的原

子以及它们的各项异性意味着非局部纳米效应常数 子 = e0a / L 对于某一个特定的剪切校正系

数也应该是各项异性的.
3. 2摇 近似非局部应变梯度模型的适用性

许多文章采用如下的近似非局部应变梯度模型:

摇 摇 滓x = E 着xx + (e0a) 2 鄣2着xx

鄣x
é

ë
êê

ù

û
úú2 或 軍滓x = 着xx + 子2 鄣2着xx

鄣軃x2 . (52a,b)

对比式(52b) 和(8),发现该非局部近似模型将 Eringen[32,35] 定义的高阶非局部应力项

(见式(1c)和(3) ),作为经典理论中的应力

摇 摇
鄣2軍滓xx

鄣軃x2 抑
鄣2軍滓忆

xx

鄣軃x2 =
鄣2着xx

鄣軃x2 . (53)

进一步比较式(52b)和(12),上述的近似其实等效于截留了非局部应力二阶常微分方程公式

(12)的解中的两项,因此,这样的近似模型虽然并不是无效的,但是,在应用的时候应该注意

到它仅在 子2 阶次上的近似有效.
3. 3摇 基于部分与精确非局部应力模型非局部的纳米尺度效应

目前几乎所有已发表的研究非局部纳米结构静态或动态下力学行为的文章都是基于部分

非局部应力模型. 这些论文应用了不同的分析方法,涉及了广泛的课题,包括弯曲、振动、屈曲

以及波传导问题. 这些问题看似相互独立,但是都可以直接或者间接地追溯到同一个模型,即
图 1(a)所示的考虑了部分非局部效应的经典平衡模型. 该模型不经意间忽略了纳米结构的非

局部弯矩中的高阶非局部效应,使得纳观单元并不处于一个静止或动态的平衡,也就是说图 1
(a)中的模型并不是一个平衡的状态. 在以往考虑部分非局部纳观单元的平衡状态时,通过直

接定义经典弯矩为非局部弯矩,作为对经典的平衡状态下的一种拓展,而不必严格证明这种概

括是否真实有效. 而在本文中,对弯矩平衡方程最完美的拓展则是通过一个有效非局部弯矩代

替原来的非局部弯矩,因为其中包含了高阶微分项,见公式(29)和图 1(b).
对于受到荷载 p 作用的纳米梁,部分非局部应力模型的微分控制方程为[48]

摇 摇 鄱
¥

n = 1
子2(n-1) 軈w掖2(n+1)业 = 軃p, (54a)

或者保留前两项为[36,48]

摇 摇 子2 軈w掖6业 + 軈w掖4业 = 軃p . (54b)
然而精确非局部应力模型的控制方程则为
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摇 摇 [- 鄱
¥

n = 1
(2n - 3)子2(n-1) 軈w掖2(n+1 ])业 = 軃p, (27)

或者保留前两项为

摇 摇 - 子2 軈w掖6业 + 軈w掖4业 = 軃p . (55)
通过比较公式(54b)和(55),明显发现在考虑由 子 = e0a / L表征的纳观尺度效应时,部分非局部

应力模型预测的结果和精确应力模型相反. 对于同样纳观尺度效应,前者模型得到的静态变形

偏大,而后者得到的静态变形偏小,或者等效地说材料的刚度增加了.
刚度随着纳观尺度效应的增加而增加的结论与一些通过其他的非局部弹性方法得到的结

论相一致,例如利用应变梯度理论的文献[38鄄39];研究单臂碳纳米管和双臂碳纳米管自由振

动的分子结构力学方法的文献[40],该文章中总结出基本频率的经典结果明显比分子模型得

到的结果低 40%到 60% ;修正的耦合应力理论[41鄄43] . 这些结论进一步被试验所支持,如(印)
结构优化的微观层薄膜比单体模具有更高的拉升强度[44];(英) 晶体材料纳米压痕硬度明显

增加[38];(樱)纳米悬臂梁的弯曲刚度随着厚度的减少而明显增加[39,45] . 分子动力学对波传

导[46]和屈曲问题[47]的模拟结果也显示了刚度增强结论.

4摇 结摇 摇 论

本文通过精确非局部应力场模型和严格的变分计算,证明了纳米梁弯曲问题中 3 个关键

但是又被忽略的问题:(印) 在所有的研究中,存在着随着非局部效应的增加,纳米结构的刚度

也在增加,也就是静态下的弯曲变形减小,而根据非局部场理论,这也是符合物理本质的.
(英) 纳观尺度效应在纳米梁的弯曲结论中都存在,这一点是不容置疑的,即所有纳米梁的弯

曲结论都受到非局部应力的影响. 此外,当非局部效应趋于 0 时,将会得到经典的弯曲结论.
(樱) 可得到和高阶微分控制方程相一致的高阶边界条件.

此外,本文推导出新的平衡方程,其中包含了被部分非局部应力模型所忽略的高阶非局部

项,同时也得到了高阶微分控制方程和高阶边界条件. 曾经被广泛应用于部分非局部应力模型

中的平衡条件其实并不真正的处于平衡状态,但是若将其中的非局部弯曲代替为一个等效非

局部弯矩,则可以得到完整的平衡条件.
目前纳米梁的振动和屈曲分析仍在进行中,虽然新结果悬而未决,但是可以预知随着纳观

尺度应力效应的增加,纳米梁的刚度也增加,即自然振动的频率将会增加,而屈曲载荷将会减

小.
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On the Truth of Nanoscale for Nanobeams Based on
Nonlocal Elastic Stress Field Theory: Equilibrium,

Governing Equation and Static Deflection

C. W. Lim
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Abstract: This paper has successfully addressed three critical but overlooked issues in nonlocal
elastic stress field theory for nanobeams: (印) why does the presence of increasing nonlocal
effects induce reduced nanostructural stiffness in many,but not consistently for all,cases of
study,i. e. increasing static deflection, decreasing natural frequency and decreasing buckling
load,although physical intuition according to the nonlocal elasticity field theory first established
by Eringen tells otherwise? (英) the intriguing conclusion that nanoscale effects are missing in
the solutions in many exemplary cases of study,eg. bending deflection of a cantilever nanobeam
with a point load at its tip; and (樱) the non鄄existence of additional higher鄄order boundary con鄄
ditions for a higher鄄order governing differential equation. Applying the nonlocal elasticity field
theory in nanomechanics and an exact variational principal approach,the new equilibrium con鄄
ditions,domain governing differential equation and boundary conditions for bending of nano鄄
beams were derived. These equations and conditions involved essential higher鄄order differential
terms which were opposite in sign with respect to the previous studies in statics and dynamics
of nonlocal nano鄄structures. The difference in higher鄄order terms resulted in reverse trends of
nanoscale effects with respect to the conclusion. Effectively,this paper reported new equilibri鄄
um conditions,governing differential equation and boundary conditions and the true basic static
responses for bending of nanobeams. It also concludes that the widely accepted equilibrium
conditions of nonlocal nanostructures are in fact not in equilibrium,but they can be made per鄄
fect should the nonlocal bending moment be replaced by an effective nonlocal bending moment.
The conclusions above were substantiated,in a general sense,by other approaches in nanostruc鄄
tural models such as strain gradient theory,modified couple stress models and experiments.

Key words: bending;effective nonlocal bending moment;nanobeam;nanomechanics;
nanoscale;nonlocal elastic stress;strain gradient
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