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摘要:摇 采用迭加原理和 Kachanov 提出的简化方法,研究了裂纹间的相互作用机理,分析了不同裂

纹布置形式所产生的增强或屏蔽效应,发现当微裂纹沿着或垂直于最大拉应力方向布置时都不产

生最大的作用效应,这有别于 Ortiz[ASME Journal of Applied Mechanics,1987,54(3):54鄄58]的结

论. 还探讨了混凝土类材料的微裂纹的产生机制及微裂纹区对主裂纹尖端产生的作用效应,得出

微裂纹区对主裂纹是起增强的作用,增强程度随微裂纹密度和微裂纹长度的增大而增大的结论.
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引摇 摇 言

裂纹间由于存在相互作用而使得裂纹尖端的应力强度因子不同于单个裂纹在同样的外载

作用下的应力强度因子,自然,应力场和位移场也都由于裂纹间的相互干扰而变得与裂纹单独

存在时有所不同. 一般而言,如果裂纹间的这种相互作用使得裂纹尖端的应力强度因子大于裂

纹单独存在时的应力强度因子,则认为该裂纹受到另一裂纹的增强作用,称之为增强效应;反
之,如果裂纹间的这种相互作用使得裂纹尖端的应力强度因子小于裂纹单独存在时的应力强

度因子,则认为该裂纹受到另一裂纹的减弱作用,称之为屏蔽效应. 这和 Ortiz 理解的不太一

致,Ortiz[1]及 Ortiz 和 Giannakopoulos[2]则是从主裂纹尖端的微裂纹区的有效本构行为(如连续

介质理论、引入裂纹密度的统计损伤理论)出发,通过 J 积分的路径无关性来推演出屏蔽比
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K tip / K¥ 的表达式,即用裂纹尖端的应力强度因子与裂纹远场的应力强度因子的比值 K tip / K¥ 来

衡量裂纹间的屏蔽效应,认为比值越大,屏蔽效应就越强,这种唯象方法很难真正揭示裂纹间

屏蔽背后的机制. Kachanov[3鄄4]从理论上导出了裂纹间的相互作用矩阵,并通过平均化处理探

讨了裂纹间的相互作用. 高蕴昕等[5] 把裂纹扩展到任意缺陷间的相互作用,除此之外,Ju
等[6鄄7],Chen[8],Feng 等[9],Rose[10],Rubinstein[11],Yan[12] 等人也对裂纹甚至缺陷间的相互作

用作了探讨. 但均没有具体对裂纹的各种布置形式的相互作用效应进行探讨,并分析裂纹间的

布置形态所对应的增强或屏蔽效应. 本文通过叠加原理,运用 Kachanov 提出的简化方法[3] 研

究了裂纹间的相互作用是如何随裂纹布置的不同而发生变化,即考察怎样的裂纹布置会带来

屏蔽效应,又怎样的裂纹布置会带来增强效应,这些屏蔽或者增强的程度如何. 有了前面的具

体成果,就可以进一步探讨微裂纹区对主裂纹的总体效应.

1摇 裂纹间的相互作用机制

1. 1摇 迭加原理

为考察裂纹间的相互作用机制,这里以最简单的无限大薄板为例,由迭加原理知,含两个

裂纹的无限大薄板在无穷远处受到 滓¥ 作用,该问题可分解为不含任何裂纹的无限大薄板于

无穷远处承受滓¥ 作用的均匀受力问题和两个子问题,即两个裂纹各自单独存在的无限延伸的

薄板裂纹问题. 在这两个子问题中,无穷远处不受力,但在裂纹表面承受未知待求的面力. 见图

1 所示,图中 滓2-1 表示裂纹 2 对裂纹 1 的作用,滓1-2 表示裂纹 1 对裂纹 2 的作用.

图 1摇 含两个裂纹的无限大薄板问题分解 图 2摇 坐标系

图 3摇 裂纹表面受法向张力的无限薄板问题分解摇 摇 图 4摇 裂纹表面受切向力的无限薄板问题分解

因为均匀受力问题的应力强度因子为 0,因而考察裂纹间的相互作用机制自然就落实到

后面的两个子问题. 由断裂力学知识[13],若取图 2 的坐标系,一无限大薄板,中心含一长为 2a
的穿透裂纹,在裂纹表面处受到单位法向的张力,其产生的应力场可由图 3 的分解子问题的应

力场迭加得到,则其任意一点 z 的应力可表示为式(1),同样,按迭加原理(图 4 所示)可得到

在裂纹表面承受单位切向的剪切力时的应力场,见式(2). 因而在裂纹表面力 [p,q] 作用时,
其产生的应力场为

摇 摇 滓 x = p·滓 x玉 + q·滓 x域, 滓 y = p·滓 y玉 + q·滓 y域, 子 xy = p·子 xy玉 + q·子 xy域 .
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图 5摇 裂纹的布置示意图

两个裂纹的布置示意如图 5 所示,整体坐标和裂纹 1 的坐

标重合,则在子问题 1 中,因为裂纹 2 的法线方向 琢 = 仔 / 2
+ 准,取向 准 对应图 5 为负值,所以,在裂纹 1 的表面承受单

位法向的张力时,其在裂纹 2 处产生的法向应力和切向应

力分别为式(3)和(4). 同样,裂纹 1 的表面承受单位切向

的剪力时,其在裂纹 2 处产生的法向应力和切向应力分别

为式(5)和(6). 在子问题 2 中,以裂纹 2 的局部坐标系

x忆O忆y忆 来描述,此时裂纹 1 的法线方向 琢 = 仔 / 2 - 准, 所以,
在裂纹 2 的面作用单位法向的张力时,其在裂纹 1 处产生

的法向应力和切向应力分别为式(7)和(8);同样,对于在裂纹 2 的表面作用单位切向剪力时,
其在裂纹 1 处产生的法向应力和切向应力分别为式(9)和(10).

这里简单地说明一下公式中符号的上下标代表的意思,上标“1-2冶表示裂纹 1 对裂纹 2
产生的作用;上标“1冶表示裂纹 1 下的应力场;下标“ 琢玉 冶表示玉型问题(即法向作用)的斜

面应力;上标“2-1冶表示裂纹 2 对裂纹 1 产生的作用;上标“2冶表示裂纹 2 下的应力场;下标

“ 琢域 冶表示域型问题的斜面应力.
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1. 2摇 裂纹间的相互作用矩阵

裂纹的表面力是非均匀分布的,在计算裂纹的相互作用时比较繁琐,导用 Kachanov 的简

图 6摇 裂纹面力分解成平均部分

和零均值的非均匀部分

化方法[3],当裂纹不是很近时,应用平均的处理办

法,误差不是很大,即如图 6 所示的那样,把非均

匀分布的面力分解成均匀部分和平均值为 0 的非

均匀部分,在计算裂纹间的相互作用时,忽略均值

为 0 的非均匀部分的影响,图中展示的是法向面

力的情形,对于切向面力亦然.
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在裂纹 1 的表面承受单位张力时,裂纹 2 处产生平均力学响应,为便于积分取裂纹 2 的局

部坐标系 x忆O忆y忆, 得到裂纹 2 的整体坐标系变换公式:
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ê
ê
ê
ê
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滓¥
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滓¥
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子¥
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ü

þ

ý

ï
ï

ïï
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, (12)

式中, 兹 为裂纹 1 与整体坐标 x 轴之间的夹角,准 为局部坐标(建立在裂纹 1 的局部坐标) 下裂

纹2 与 x忆轴之间的夹角,通常主裂纹与整体坐标 x轴重合,从而 兹 = 0. 于是,可求出子问题中待

求的裂纹平均表面力,即

摇 摇

軃p1

軃q1

軃p2

軃q

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï
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=
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1

q¥

1

p¥

2

q¥
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ï
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ï
ïï
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þ

ý
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ï
ï

ï
ïï
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+

0 0 軍滓2-1
琢玉 軍滓2-1

琢域

0 0 軈子2-1
琢玉 子2-1

琢域

軍滓1-2
琢玉 軍滓1-2

琢域 0 0

軈子1-2
琢玉 軈子1-2

琢域
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2

, (13)

简写为 軈T = (I - 撰) -1·T ¥,撰 就是裂纹间的相互作用矩阵.
1. 3摇 裂纹间的增强和屏蔽效应

运用式(13)就可以研究裂纹间的不同布置(包括取向)所产生的作用效应. 由式(13)算出

裂纹平均表面力后,可按下式估算裂纹表面力:

摇 摇

p1(x) = p¥

1 + 軃p2·滓2-1
琢玉(x) + 軃q2·滓2-1

琢域(x),

q1(x) = q¥

1 + 軃p2·子2-1
琢玉(x) + 軃q2·子2-1

琢域(x),

p2(x忆) = p¥

2 + 軃p1·滓1-2
琢玉(x忆) + 軃q1·滓1-2

琢域(x忆),

q2(x忆) = q¥

2 + 軃p1·子1-2
琢玉(x忆) + 軃q1·子1-2

琢域(x忆)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(14)

这样处理后,可以部分弥补由于平均处理带来的误差. 将式(14)代入应力强度因子的计算

式[13],即
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摇 摇
K玉( 依 a1) = 1

仔a1
乙a1

-a1

a1 依 x
a1 芎 x·p1(x)dx,

K域( 依 a1) = 1
仔a1

乙a1
-a1

a1 依 x
a1 芎 x·q1(x)dx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(15)

摇 摇
K玉( 依 a2) = 1

仔a2
乙a2

-a2

a2 依 x忆
a2 芎 x忆·p2(x忆)dx忆,

K域( 依 a2) = 1
仔a2

乙a2
-a2

a2 依 x忆
a2 芎 x忆·q2(x忆)dx忆

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(16)

最终可求出在外力 [滓¥

x 摇 滓¥

y 摇 子¥

xy] T 作用下裂纹 1、2 的应力强度因子. 仍采用图 5 的裂纹布置

示意图,相对于裂纹 1 而言,分别考察玉型(滓¥

y = 1;滓¥

x = 子¥

xy = 0)、域型(子¥

xy = 1;滓¥

x = 滓¥

y = 0)
和复合型(滓¥

x = 0;滓¥

y = 子¥

xy = 1) 的裂纹增强和屏蔽效应,计算了不同 兹 下 K玉 / K玉0 和 K域 / K域0

随 准 的变化曲线,如图 7 ~ 10 所示,这里的 K玉 和 K域 表示考虑裂纹间相互作用的裂尖应力强

度因子(分别对应玉型和域型),K玉0 和K域0 表示不考虑裂纹间相互作用的裂尖应力强度因子

(对应玉型和域型).

图 7摇 不同 兹 下 K玉 / K玉0 随 准的 图 8摇 不同 兹 下 K玉 / K玉0 随 准的

变化曲线(玉型) 变化曲线(复合型)

图 9摇 不同 兹 下 K域 / K域0 随 准的 图 10摇 不同 兹 下 K域 / K域0 随 准的

变化曲线(域型) 变化曲线(复合型)

图 7 所展示的是不同 兹 下 K玉 / K玉0 随 准 的变化曲线(玉 型),不难看出随 兹 的增大,裂纹 2
对裂纹 1 的增强效应逐步减弱,且最大增强效应对应的 准 角逐步推后,相反,随 兹 的增大,裂纹
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图 11摇 K玉 / K玉0 随其半长的 图 12摇 K域 / K域0 随其半长的

变化曲线(玉型) 变化曲线(域型)

2 对裂纹 1 的屏蔽效应却逐步加强,且最大屏蔽效应对应的 准 角逐步推后. 图 8 所展示的是复

合型不同 兹下K玉 / K玉0 随准的变化曲线,相对于玉型,剪切力对K玉 / K玉0 影响很大,原先增强的

更强了,原先屏蔽的更屏蔽了.
从图 9 可以看出,对于域型,当 兹 < 60毅 时,裂纹 2 对裂纹 1 的屏蔽效应随着 兹 的增大而逐

步减弱. 比较图 10 和图 9 的结果,法向力对 K域 / K域0 起相同的放大作用.
图 11、12 所展示的是裂纹 2 按垂直于主拉应力方向布置时 K玉 / K玉0 和 K域 / K域0 随其半长

a2 的变化曲线,对于玉型和域型,从中可看出随着裂纹 2 长度的逐步增大(保证两裂纹不相交

或靠得很近),裂纹间的相互作用也逐步增大,即增强的更强了,屏蔽的更屏蔽了.
1. 4摇 有效性检验

为验证成果的有效性,作者采用有限元方法计算了几种裂纹布置工况,所算出的裂纹 1 右

尖端点的应力强度因子 K玉 / K玉0 见表 1. 从表 1 的对比不难看出,本文计算的结果与有限元计

算的结果相近且随 准 角的趋势亦相同,说明本文计算的成果有效.
表 1 兹 = 0毅 及 兹 = 90毅 时两种方法所计算的 K玉 / K玉0

兹 / (毅) 方法
准 / (毅)

0 30 45 60 90

兹 = 0
有限元 1. 106 9 1. 090 8 1. 060 6 1. 031 1 1. 003 6

本文分析 1. 123 0 1. 101 3 1. 068 0 1. 034 8 1. 003 6

兹 = 90
有限元 0. 933 5 0. 960 3 0. 981 1 0. 997 1 1. 000 9

本文分析 0. 915 5 0. 925 4 0. 943 0 0. 965 0 1. 001 4

2摇 微裂纹区对主裂纹产生的作用效应分析

2. 1摇 微裂纹产生机制

混凝土是准脆性材料,抗拉能力相对其抗剪和抗压能力都很弱,大部分裂纹都是由于拉应

力引起的,因而可假设其微裂纹的产生机制是按主拉应力大于材料抗拉强度的准则来实现的.
对玉型裂纹,微裂纹取向为

摇 摇 准 = 渍 依 仔
2 = arc tan cos(3兹 / 2)

1 - sin(3兹 / 2( ))
依 仔

2 , (17)

式中, 渍 为主拉应力方向,arc tan 子 xy / (滓1 - 滓 y
( )) < 0 取加号,反之,取减号. 对域型裂纹,微
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裂纹取向为

摇 摇 准 = arc tan cos 兹
2 1 - sin 兹

2 sin 3兹( ){ }( 2 - sin 兹
2{ +

摇 摇 摇 摇 1
4 + 3 cos2兹

4 - cos 兹
2 sin 兹

2 cos 3兹} ö

ø
÷

2
依 仔

2 . (18)

微裂纹长度相对于主裂纹很短, 单个微裂纹对主裂纹的作用效应不是很明显, 为了使所考察

的微裂纹对主裂纹的作用效应明显, 特放大微裂纹的长度. 计算参数仍采用 a1 = 1 cm, a2 =
0郾 8 cm,r0 = 2. 5 cm, 但微裂纹沿着或垂直于主拉应力的方向布置,计算结果如图 13 所示. 注
意,这里的尖端应力场与式(1)不一样,式(1)反映的只是子问题的应力场,即在裂纹表面力作

用下的应力场,另外,极坐标也不一样,这里的 ( r,兹) 是以裂纹尖端点为坐标原点的极坐标,前
面则是以裂纹中心为原点的极坐标. 从图 13 不难发现,微裂纹沿主拉应力的方向布置时并不

产生最大的屏蔽效应,甚至大部分还产生增强效应;另外,微裂纹按垂直于主拉应力方向布置

时也不产生最大的增强效应,甚至有些还产生屏蔽效应,这与 Ortiz[1]给出的结果不同.

(a) K玉 / K玉0 鄄兹 关系曲线(玉型) (b) K域 / K域0 鄄兹 关系曲线(域型)

图 13摇 微裂纹沿着(垂直于)最大拉应力方向布置时对主裂纹产生的作用效应

2. 2摇 主裂纹及微裂纹群之间的相互作用矩阵

假设主裂纹尖端的微裂纹数目为 n, 仍然采用 Kachanov 的简化方法,导出 2(n + 1) 维方

程组(19)计算式,类似前面的求解过程,最终可求得每个裂纹尖端的应力强度因子.

摇 摇

軃p1 = p¥

1 + 移
n

i = 2
軃pi·軍滓i -1

琢玉 + 移
n

i = 2
軃qi·軍滓i -1

琢域,

軃q1 = q¥

1 + 移
n

i = 2
軃pi·軈子i -1

琢玉 + 移
n

i = 2
軃qi·軈子i -1

琢域,

軃pi = p¥

i + 軃p1·軍滓1-i
琢玉 + 軃q1·軍滓1-i

琢域 + 移
n

j = 2,j屹i
軃p j·滓 j -i

琢玉 + 移
n

j = 2,j屹i
軃q j·滓 j -i

琢域,

軃qi = q¥

i + 軃p1·軈子1-i
琢玉 + 軃q1·軈子1-i

琢域 + 移
n

j = 2,j屹i
軃p j·子 j -i

琢玉 + 移
n

j = 2,j屹i
軃q j·子 j -i

琢域

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï ,

(19)

式中, i = 2,3,…n + 1. 上式同样可写成矩阵形式 T = (I - 撰) -1·T ¥,其中 撰为相互作用矩阵,
是 2(n + 1) 伊 2(n + 1) 维矩阵.
2. 3摇 微裂纹区对主裂纹尖端的作用效应

混凝土微裂纹区的范围,由理论强度开裂模型[13]所确定的边界线方程来确定,即
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摇 摇 r(兹) = (K 2
玉C琢2) 1 + 琢( )2

2
8仔f 2{ }t cos 兹

2 1 依 sin 兹( )[ ]2

2
, (20)

式中, 琢 = b / a,K玉C 为混凝土的宏观断裂韧度,ft 为混凝土的抗拉强度. 其中,a,b分别为主裂纹

的长半轴和短半轴. 若取 a = 4 cm,b = 0. 57 cm,K玉C = 60 MP m, ft = 2 MPa, 则由式(20)容
易绘出主裂纹尖端的微裂纹区边界线,如图 14 所示.

摇 摇 图 14摇 混凝土主裂纹尖端的

微裂纹区边界线

已知微裂纹区所含微裂纹个数为 n = 50,并假定

微裂纹随位置均匀分布,则微裂纹密度为 籽 = f( r,兹)
= n / A . 在微裂纹区随机生成微裂纹,假设微裂纹的

统计半长 a2 为主裂纹半长 a的0. 1 倍,要求微裂纹间

两两不相交,取向 准 按主拉应力方向取,生成的微裂

纹如图 14 所示. 由上一节给出的公式,注意坐标系的

不同,可算出裂纹间相互作用矩阵的系数,然后根据

方程(19) 解出裂纹表面力向量,将主裂纹的法向表

面力代入上一节应力强度因子公式(14),最终可算

出结果为 K玉 / K玉0 = 1. 38, 说明微裂纹区对主裂纹尖

端起着很大的增强效应.
由于微裂纹的取向是随其产生的位置而确定

的,因而随机变量只剩下微裂纹的长度、密度和位置,这几个随机变量只影响对主裂纹作用效

应的强弱,但不改变作用效应的性质(增强或屏蔽),即决定裂纹间的相互作用是增强还是减

弱的关键性因素是裂纹的取向. 因而,假设微裂纹是沿着主裂纹的主拉应力场的垂直方向场产

生,则微裂纹区对主裂纹尖端必然起着增强的效应,效应的强弱视微裂纹密度和统计长度而

定. 假设微裂纹长度保持不变,则微裂纹区对主裂纹尖端的增强效应随微裂纹密度增大而增

大. 这些均与实际情况吻合.

3摇 结摇 摇 语

采用迭加原理和 Kachanov 提出的平均化处理方法研究了裂纹间的相互作用机制,得出不

同裂纹布置形式所产生的作用效应,具体为微裂纹沿主拉应力的方向布置时并不产生最大的

屏蔽效应,甚至大部分还产生增强效应;另外,微裂纹按垂直于主拉应力方向布置时也不产生

最大的增强效应,甚至有些还产生屏蔽效应. 总之,当微裂纹沿着或者垂直于最大拉应力方向

布置时都不产生最大的作用效应.
文章最后探讨了混凝土微裂纹区对主裂纹尖端产生的作用效应,得出微裂纹区对主裂纹

是起增强的作用,增强程度随微裂纹密度和微裂纹长度的增大而增大的结论,符合实际情况.
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Interaction Between Cracks and Effect of Micro鄄Crack
Zone on Main Crack Tip

XIA Xiao鄄zhou1,2,3,摇 ZHANG Qing1,2,摇 QIAO Pi鄄zhong1,2,4,摇 LI Li鄄juan3

(1. State Key Laboratory of Hydrology鄄Water Resources and Hydraulic Engineering,
Hohai University,Nanjing 210098,P. R. China;

2. Department of Engineering Mechanics,Hohai University,Nanjing 210098,P. R. China;
3. The Faculty of Construction,Guangdong University of Technology,

Guangzhou 510006,P. R. China;
4. Department of Civil and Environmental Engineering, Washington State University,

Washington 99164鄄2910,USA)

Abstract: The mechanism interaction between cracks with different orientations was analyzed
based on the principle of superposition and a flattening method. It is found that the maximum
interaction effect will not occur when the micro crack is along the direction parallel or perpen鄄
dicular to the principal tensile stress,which is different from the conclusion drawn by Ortiz
[ASME Journal of Applied Mechanics,1987,54(3):54鄄58] . The production mechanism of mi鄄
crocrack and the effect of microcrack zone on main crack tip were also studied. As a result,the
microcrack zone has magnifying effect on main crack tip,and such a magnifying effect increases
with the increase of micro crack density and length.

Key words: principle of superposition; stress intensity factor; interaction effect; microcrack
zone
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