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摘要:摇 给出了一个变形体和刚性基础之间用双边摩擦表达其接触性质的、静态热弹性问题的方

程式及其近似解法. 以非单调、多值性表示该摩擦定律. 忽略了问题的耦合效应,则问题的传热部

分与弹性部分各自独立处理. 位移矢量公式化为非凸的次静态问题,用局部 Lipschitz 连续函数来

表示变形体的总势能. 用有限单元法近似求解全部问题.
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引摇 摇 言

本文研究了一个描述变形体和刚性基础之间双边摩擦接触的静态热弹性问题. 摩擦以非

单调、多值定律形式给出[1鄄2] . 忽略了问题的耦合效应,则温度场中问题的传热部分,与弹性体

问题无关,而弹性体问题与温度场是相关的. 弹性问题的边界条件是非单调、多值形式. 这类问

题文献[3]在理论上已作了更为普遍的考虑. 弹性问题的变分方程式是半变分不等式(参见文

献[1鄄2,4鄄6]). 该半变分不等式被公式化为两个未知量:位移矢量和摩擦力. 该系统与只考虑

位移矢量的次静态形式问题密切相关[7] . 在这个式子中,总势能是非凸的局部 Lipschitz 的连

续函数. 用有限单元法来近似求解该传热问题和弹性体问题[7] . 离散化的温度将作为半变分

不等式代数方程的输入数据. 进一步,次静态问题的代数方程,通过凝聚压缩法,将它简化为一

个只在弹性体部分边界附近的“小冶问题[7鄄11] . 二阶 bundle鄄Newton 法就可以用来数值地求解半

变分不等式[12] . 作者在问题离散时用到的其他数值方法,可以参见文献[1鄄2].
Panagiotopoulos[2]给出了力学中的半变分不等式理论,描述了一些重要的工程问题,如发

生非单调多值边界和界面条件,或者需要加以重视的作用力和位移,或应力鄄应变之间,出现了

一些非单调的多值关系. 有代表性的应用,除著名的单边接触和摩擦问题外,包括粘结、剥蚀和
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效应(如复合材料的分层剥离)以及,一般而言,非线性的结构分析[1鄄2,4鄄6] .

1摇 经典变分方程

令 赘为 R2 中具有 Lipschitz连续边界祝的一个有界开区域,祝被分成可测量的互相独立的

4 部分,祝D,祝N,祝C 和祝兹,使得meas(祝D) > 0(见图1) . 在常温下,为方便计,温度设为0. 考虑

一个占有区域 赘 的各向同性弹性体,并限于经典的线性热弹性理论. 假定弹性体固支在边界

祝D 上,作用在区域赘上的表面力密度为 f = ( f1(x), f2(x)),作用在边界祝N 上的线性牵引力密

度为 g = (g1(x), g2(x)) . 另外,弹性体每单位表面承受的热源 q = q(x), x沂 棕 奂 赘,同时它

与刚性基础在表面 祝C 上相接触.

摇 图 1摇 与刚性基础双边接触的弹性体

我们用 u = (u1(x), u2(x)) 表示位移矢量,滓
{

=
滓 ij(x }) 表示应力张量,着(u) {= 着 ij(u }) ,2着 ij =

鄣ui / 鄣x j + 鄣u j / 鄣xi( i = 1,2) 表示应变张量,兹 = 兹(x) 表

示温度. 线性的热弹性体的平衡方程和热传导方程

按如下形式给出:
摇 摇 div滓 + f = 0,摇 摇 摇 在 赘 中, (1)
摇 摇 k驻兹 + q 字棕 = 0,摇 摇 在 赘 中, (2)

其中,div 和 驻 分别为散度算子和 Laplace 算子,定义

为 div 滓 = (滓 ij,j) 和 驻兹 = 兹 ,ii( i,j = 1,2), 字棕 为 赘 的

子集 棕 的特征函数. 弹性体的性质由如下热弹性体

的本构方程所控制:
摇 摇 滓 = C着(u) - 茁兹I ,摇 摇 在 赘 中, (3)

其中, C {= c }ijkl ( i, j,k,l = 1,2) 为正定对称的弹性张量, 茁 为热膨胀系数, I 为 2 伊 2 单位矩

阵. 令 n = (n1,n2) 和 t = ( t1,t2) = ( - n2,n1) 分别表示边界 祝C 上的外法向的单位向量和切向

的单位向量. 祝 上 u的法向和切向分量分别定义如下:uN = u·n和 uT = u·t . 如果 子:赘寅 R2伊2
s 是

赘 中的应力张量,其中 R2伊2
s 为二阶的对称矩阵空间,那么 S:祝寅 R2,其中 S = 子n为祝上的应力

矢量. 此外,SN = (子n)·n 和 ST = (子n)·t 分别表示 祝 上 S 的法向和切向分量[13] .
假定边界 祝C 上双边接触摩擦为

摇 摇 uN = 0, - ST 沂 (uT),摇 摇 在 祝C 上, (4)

(a) (b)
图 2摇 非单调的多值摩擦定律
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其中 :R 寅2R 为非单调的多值函数. 图 2(a) 给出了摩擦定律 的一个示例(更多的例子见文

献[1鄄2]).
对于问题的传热部分,假定 祝 上的边界温度如下:

摇 摇

鄣兹
鄣nk

= 0, 在 祝A 上,

- 鄣兹
鄣nk

= 琢(兹 - ), 在 祝兹 上

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(5)

其中, 祝A = 祝D 胰 祝N 胰 祝C, 琢 为对流热交换系数,鄣兹 / 鄣nk = k塄兹·n, 为周围流体的温度.
问题的经典形式归纳如下:

摇 摇 (Pu兹)摇

寻找数对(u, 兹),使得

div 滓 + f = 0, 在 赘 中,
滓 = C 着(u) - 茁兹 I , 在 赘 中,
k驻兹 + q 字棕 = 0, 在 赘 中,
u = 0, 在 祝D 上,
滓n = g, 在 祝N 上,
uN = 0, - ST 沂 (uT), 在 祝C 上,

- 鄣兹
鄣nk

= 琢(兹 - ), 在 祝兹 上,

鄣兹
鄣nk

= 0, 在 祝A上

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

由于本问题中的弹性体是均匀的,故 C 为常张量,茁,k,琢 为正常数.
可以看出,问题 (Pu兹) 可分解为两个独立问题. 首先研究温度 兹 的传热问题. 该变量将作

为弹性体问题的输入数据.
为了给出所分解问题的变分式,我们为温度变量引入函数空间 椎 = H1赘, 为位移矢量引入

空间

摇 摇 {H = v 沂 V | vN = 0,在 祝C }上 ,
其中,空间 V 定义如下:

摇 摇 {V = v 沂 (H1(棕)) 2 | v = 0,在 祝D }上 .
Sobolev 空间的所有定义可参考文献[14鄄15]. V 中的范数定义如下:

摇 摇 椰v椰V = (椰着(v)椰2
(L2(赘))2伊2) 1 / 2,

且由第一 Korn 不等式[16],该范数与 (H1(赘)) 2 中的范数 椰v椰1,赘 是等价的.
此外,对于传热问题和弹性体问题的变分式分别使用如下熟知的 Green 公式:

摇 摇 k乙
赘
塄兹·塄渍dx = - k乙

赘
(驻兹)渍dx + 乙

祝

鄣兹
鄣nk

渍dS, (6)

摇 摇 乙
赘
滓 : 着(v)dx = - 乙

赘
(div 滓)·vdx + 乙

祝
(滓n)·vdS, (7)

这里, 滓: 着(v) = 滓 ij 着 ij(v)( i,j = 1,2), 其中重复的脚标采用了求和约定.
由 Green 公式(6)、热传导方程(2)和边界条件(5),传热问题的变分式如下:

摇 摇 (P兹)摇
寻找 兹 沂 椎,使得

c(兹, 渍) = l(渍),摇 摇 坌渍 沂 椎{ ,
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其中,双线性形式 c:椎 伊 椎 寅 R 和线性形式 l:椎 寅 R 分别定义如下:

摇 摇
c(兹, 渍) = k 乙

赘
塄兹·塄渍dx + 琢 乙

祝兹
兹渍dS,

l(渍) = 乙
棕
q渍dx + 琢乙

祝兹
渍dS

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(8)

为了给出位移矢量的变分式,我们将 Green 公式(7)的边界积分变换如下:

摇 摇 乙
祝
(滓n)·vdS = 乙

祝N
(滓n)·vdS + 乙

祝C
(SNvN + STvT)dS =

摇 摇 摇 摇 乙
祝N

g·vdS - 乙
祝C
孜装vdS, (9)

这里,我们利用了 祝D, 祝N和 祝C 上的边界条件,且定义了 孜 = - ST,装v = vT 祝C
,其中 装:V 寅

L2(祝C) 为线性连续映射. 将本构方程(3)、平衡方程(1)和边界积分(9)代入公式(7),得到如

下问题:

摇 摇 (Pu 孜)摇

寻找数对(u,孜) 沂 H 伊 L2(祝C),使得

a(u,v) + 乙
祝C
孜装vdS = l兹(v), 摇 摇 坌v 沂 H,

孜 沂 (装u),摇 摇 在 祝C 上

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

双线性形式 a:V 伊 V 寅 R 和线性形式 l兹:V 寅 R 分别定义如下:

摇 摇 a(u, v) = 乙
赘
C 着(u): 着(v)dx, (10)

摇 摇 l兹(v) = 乙
赘
f·vdx + 茁 乙

赘
兹tr着(v)dx + 乙

祝N
g·vdS . (11)

可以看到,线性形式 l兹(v) 取决于温度 兹,即问题(P兹) 的解. 问题(Pu 孜) 被称为半变分不等式.
假定, f 沂 (L2(赘)) 2, g 沂 (L2(祝N)) 2, 沂 L2(祝C),兹 沂 H1(赘) .
可以证明,双线性形式 a(·,·) 是 V鄄椭圆,且在 V上有界,而线性形式 l兹(·) 在 V上有界(对

于 兹 沂 椎), 即

摇 摇 a(v,v) 逸 m0椰v椰2
1,赘, (12)

摇 摇 | a(u,v) | 臆 m1椰u椰1,赘椰v椰1,赘, (13)
摇 摇 | l兹(v) | 臆 m2椰v椰1,赘, (14)

其中 m0,m1 和 m2 为正常数.
进一步,令 b为去掉多值函数 的多值性后所得到的可测函数(见图 2(b)). 假定函数 b 满

足如下的增长条件[2,4鄄5]:
埚軃s > 0 使得

摇 摇 ess sup
s沂 ( -肄,-軃s)

b( s) 臆 0 臆 ess inf
s沂 (軃s, 肄 )

b( s), (15)

摇 摇 | b( s) | 臆 C(1 +| s | ),摇 摇 对 s 沂 R, (16)
其中 C > 0.

问题 (P兹) 解的存在性证明是一个标准过程. 然而,问题(Pu 孜) 解的存在性证明要复杂得

多,可参考文献[1鄄2, 4鄄5].
对于问题 (Pu 孜), 以下定理成立[17] .
定理 1摇 如果条件(12) ~ (16)满足,则问题 (Pu 孜) 在 H 伊 L2(祝C) 中有一个解.
令 j 为 b 的一个原函数,即
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摇 摇 j(x) = 乙 x

0
b( s)ds,摇 摇 x 沂 R,

且定义 J : L2(祝C) 寅 R, 因为

摇 摇 J(v) = 乙
祝C
j(装v)dS,摇 摇 v 沂 V . (17)

从而弹性体的总势能定义如下:

摇 摇 L兹(v) = 1
2 a(v,v) - l兹(v) + J(v), 摇 摇 v 沂 V .

问题 (Pu 孜) 与如下位移矢量的次静态问题密切相关[7,9]:

摇 摇 (Pu)摇
寻找 u 沂 V,使得

0 沂 鄣
-
L兹(u

{
),

其中鄣
-
表示局部 Lipschitz 函数的 Clarke 梯度[17] .

对于一个局部 Lipschitz 函数 h:X 寅 R,其中 X 为一个 Banach 空间,回忆 Clarke 的广义方

向导数和广义梯度定义. 函数 h在 x沂X处、v沂X方向的广义方向导数,用 h0(x;v) 表示,定义

如下:

摇 摇 h0(x;v) = lim sup
y寅x, t 引0

h(y + tv) - h(y)
t .

函数 h 在 x 沂 X 处的广义梯度,用 鄣
-
h(x)表示,为二元空间 X* 的一个子集,给出如下:

摇 摇 鄣
-
h(x) {= 灼 沂 X* | h0(x;v) 逸 掖灼, v业 X*伊 X, 坌v 沂 }X ,

其中, 掖·,·业 X*伊 X 表 X* 和 X 之间的二元对偶.

2摇 近 似 值

用有限单元法对上述问题进行近似解. 本节的目的是介绍问题 (Pu 孜) 和问题(Pu) 适当的

离散化. 为简化计,我们假定 赘是一个多边形区域,祝C 为一直线,直角坐标系的 x1 鄄轴沿着直线

祝C (见图 1). 线性和双线性形式将不进行数值近似,因为上述问题中的插值多项式都是一次

的.
首先讨论问题 (P兹) 的近似值.

{令 D }h ,h 寅0 + 为 的一个三角剖分的正则序列,且 h > 0 为离散化参数[18] . 具有 Dh

的有限维空间:
摇 摇 椎h {= 渍 h 沂 C( ) 渍 h | T

沂 P1(T), 坌T 沂 D }h ,

其中 P1(T) 表示 T 上一次多项式空间. 问题(P兹) 相应的离散化问题如下:

摇 摇 (P兹) h 摇
寻找 兹 h 沂 椎h,使得

c(兹 h, 渍 h) = l(渍 h),摇 摇 坌渍 h 沂 椎h
{ ,

其中,双线性形式 c:椎h 伊 椎h 寅R和线性形式 l:椎h 寅R由式(8) 定义. 众所周知[18],对于任意

h > 0,问题(P兹) h 有一个解 兹 h,在 囟h 里有界,即 椰兹 h椰1,赘 臆 C,其中 C 为正常数.
下面我们根据 Haslinger 等[7]的结果,讨论问题 (Pu 孜) 的近似值.
具有 Dh 的位移矢量的有限维空间:
摇 摇 Vh {= vh 沂 (C( )) 2 vh | T

沂 (P1(T)) 2,坌T 沂 Dh, vh = 0, 在 祝D }上 .

{设 x }i
h

m
i = 0 为由 Dh 产生的 祝C 边界节点的集合. 空间 H 离散化 Hh 定义如下:
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摇 摇 Hh {= vh 沂 Vh | vhN(xi
h) = 0, i = 1,2,…, }m .

接着定义变量 孜 的空间 Yh:
摇 摇 Yh {= 浊 h 沂 L2(祝C) 浊 h | Si

沂 P0(Si), 坌Si 沂 T }C
h .

空间 Yh 中 TC
h 的区段 Si( i = 1,2,…,m) 如下定义[7鄄8] . 设 xi +1 / 2

h 为区间[xi
h, xi +1

h ]( i = 0,1,
…,m - 1) 的中点,则区段 Si( i = 1,2,…,m) 定义为(见图 3):

摇 摇 S1 = [x0
h, x3 / 2

h ],
摇 摇 Si = [xi -1 / 2

h , xi +1 / 2
h ],摇 摇 i = 2,…,m - 1,

摇 摇 Sm = [xm-1 / 2
h , xm

h ] .
那么, x1

h 沂 S1, xi
h 沂 Si, i = 2, …, m - 1 且 xm

h 沂 Sm . 在 xi
h 上 浊 h 沂 Yh 的值将作为 Yh 的自由

度. 最后,设 Ph:Wh 寅 Yh 为 Lagrange 插值算子,

摇 摇 Ph wh = 鄱
m

i = 1
wh(xi

h)字 i,摇 摇 坌wh 沂 Wh,

其中 字 i 为 Si 的内部特征函数,空间 Wh 如下定义:
摇 摇 Wh = 装(Vh) {= wh 沂 C( C):wh S'i

沂 P1(S忆
i),坌S忆

i, wh(x0
h) = }0 ,

其中 S忆
i = [xi

h, xi +1
h ]( i = 0,…,m - 1) . 映射 Ph 联合函数 wh 沂 Wh,作为 Lagrange 分段常数插

入 TC
h (见图 3).

图 3摇 由 wh1 构造 祝C 上区段 Si 以及 Phwh1

问题 (Pu 孜) 离散化如下:

摇 摇 (Pu 孜) h 摇

寻找(uh,孜 h) 沂 Hh 伊 Yh,使得

a(uh,vh) + 乙
祝C
孜 hPh(装vh)dS = l兹(vh),摇 摇 坌vh 沂 Hh,

孜 h(xi
h) 沂 (Ph(装uh)(xi

h)),摇 摇 i = 1,2,…,m

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

由于 孜 h 和 Ph(装vh) 是边界 祝C 上的分段常数,故上述包含条件不仅在 xi
h( i = 0,1,…,m) 上满

足,而且在整个 祝C 上都满足.
算子 Ph 满足以下性质(参见文献[19]中的第 4 章):
摇 摇 vh 圻v(弱) 在 V 中, vh 沂 Vh圯 椰Ph(装vh) - 装v椰L2(祝C) 寅0, h 寅0 + . (18)
以下定理成立[7] .
定理 2摇 如果本文中关于 a(·,·),l兹(·),b 和 Ph 的所有假设都得到满足,那么对于任意

的 h > 0,(Pu 孜) h 存在一个解(uh,孜 h),且在 V 伊 L2(祝C) 有界,即 椰uh椰1,赘 + 椰孜 h椰0,祝C
臆 C,

其中 C 为一正常数.
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此外,以下的收敛结果成立[7] .
定理 3摇 如果条件(15)、(16)和(18)得到满足,那么对 (Pu 孜) h {解的任意有界序列 (uh,

孜 h }) , {我们可以找到一子序列 (uh忆,孜 h忆 }) 和一单元(u,孜) 沂 H 伊 L2(祝C),当 h忆寅0 + 时,使
得 V 中 uh忆 寅 u,L2(祝C) 中 孜 h忆圻孜(弱收敛) . 并且,数对(u,孜) 是问题(Pu 孜) 的一个解.

为了数值地求解 (Pu 孜) h,我们引入一个合适的离散总势能函数来消去第 2 个分量 孜 h . 我
们按连续情况进行分析.

令

摇 摇 Jh(vh) = 乙
祝C

j(Ph(装vh))dS = 乙
祝C
乙Ph(装vh)

0
b(子)d子dS . (19)

离散总势能函数 L兹h:Vh 寅 R 定义如下:

摇 摇 L兹h(vh) = 1
2 a(vh,vh) - l兹(vh) + Jh(vh) .

代替 (Pu 孜) h,我们先求解一个变量 uh 的包含问题:

摇 摇 (Pu) h 摇
寻找 uh 沂 Vh,使得

0 沂 鄣
-
L兹h(uh

{
),

在连续情况下,问题 (Pu 孜) h 比问题(Pu) h 更一般,即,如果 uh 是(Pu) h 的一个解,则存在 孜 h 沂
Yh,使得数对(uh,孜 h) 是(Pu孜) h 的一个解[7] .

3摇 代 数 公 式

先从问题 (P兹) h 开始. 设 n 为 椎h 的维数 {, 鬃 }j
n
j = 1 为其 Courant 基. 那么,其解为 兹 h =

鄱 n

j = 1
兹 j鬃 j,其中 兹 j 为未知常数. 将空间 椎h 与 Rn 等同,兹 h 与 兹

-
= (兹1,…,兹 n) 等同. 则(P兹) h 的

代数公式如下:

摇 摇 (軈P兹)摇
寻找 兹

-
沂 Rn,使得

(C兹
-
,渍
-
) Rn = ( l

-
,渍
-
) Rn,摇 摇 坌渍

-
沂 Rn{

,

其中 C = (c(鬃 i,鬃 j)) n
i, j = 1, l

-
= ( l(鬃 i)) n

i = 1,(·,·) Rn为Rn 的内积. 形式 c(·,·) 和 l(·) 由式(8)
定义. 解 兹

-
将是(Pu孜) h 代数式的输入数据.

进一步地,我们给出问题 (Pu 孜) h 的代数式.
现令 n = 2card(Dh \T D

h ), 其中 card 表示该集合的基数,T D
h 为边界 祝D 分成区段的一个划

分. 将 Vh 等同于 Rn, Wh 和 Yh 等同于 Rm, {并令 渍 }j n
j = 1 为 Vh 的 Courant 基. 此外,令撰 = (撰ij),

撰ij = 渍 j(xi
h)( i = 1,…,m; j = 1,…,n) 为与 Vh 和 Yh 有关的 m 伊 n 矩阵.

从而, (Pu 孜) h 在边界 祝C 上的积分可以变换为如下矢量形式:

摇 摇 乙
祝C
孜 hPh(vh1)dS = 鄱

m

i = 1
乙
Si
孜 hPh(vh1)dS =

摇 摇 摇 摇 鄱
m

i = 1
ci孜 h(xi

h)vh1(xi
h) = (孜

-
, v

-1) Rm = (孜
-
, 撰v

-
) Rm,

这里 ci = meas(Si)( i = 1,…,m), 孜
-
= (孜 h(xi

h))m
i = 1, 其中,孜 h(xi

h) 以 ci孜 h(xi
h), 装vh = vh1 . 最后

一个等式中 v
-
沂 Rn . 则(Pu 孜) h 的代数式如下:
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摇 摇 (軈Pu 孜) 摇

寻找(u
-
, 孜

-
) 沂 Rn 伊 Rm,使得

(Au
-
, v

-
) Rn + (孜

-
, 撰v

-
) Rm = ( l

- 兹, v
-
) Rn,摇 摇 坌v

-
沂 Rn,

孜 i 沂 ci ((撰u
-
) i), 摇 摇 i = 1,…,m

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

这里, A = (a(渍 i,渍 j)) n
i,j = 1 为一 n 伊 n的方阵, l

- 兹 = ( l兹(渍 j)) n
j = 1 沂 Rn,(撰v

-
) i = vi1( i = 1,…,m),

其中 vi1 对应于 祝C 上节点位移的第 1 个分量. 称问题(軈Pu 孜) 为代数的半变分不等式.
为了使计算更有效,我们只规定 C 节点上的非线性特点. 假定首先列出相应的节点位移

场分量,可以用 C 上未知量的凝聚压缩法,分解矩阵 A,矢量 l
- 兹 和解矢量 u

-
如下:

摇 摇 A =
A11 A12

A21 A
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

, l
- 兹 =

l
- 兹1

l
- 兹

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

, u
-
=

u
- 1

u
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

,

其中, A11 为一 m 伊 m 矩阵, l
- 兹1,u- 1 沂 Rm, u

- 2 沂 Rn-m . 如果在问题(軈Pu 孜) 中,先取 v
-
T = (v

-1, 0
-
)

沂 Rn,再取 v
-
T = (0

-
,v
-2) 沂 Rn,可以得到位移矢量 u

- 1 系统如下:

摇 摇 ( u1孜)摇

寻找(u
- 1, 孜

-
) 沂 Rm 伊 Rm,使得

u
- 1 + 孜

-
= l

~

- 兹1
,

孜 i 沂 ci ((u
- 1) i), 摇 摇 i = 1,…,m

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

对剩下的 n - m 节点的位移矢量 u
- 2 为

摇 摇 u
- 2 = A -1

22 ( l
- 兹2 - A21 u- 1), (20)

其中, = A11 - A12 A -1
22 A21, l

~

- 兹1
= l

- 兹1 - A12 A -1
22 l

- 兹2 .
问题 ( u1孜) 相应的泛函 軌L兹:Rm 寅 R 定义如下:

摇 摇 軌L兹(v-1) = 1
2 ( v

-1, v
-1) Rm - ( l

~

- 兹1
, v

-1) Rm + 追(v
-1),

其中,泛函 追:Rm 寅 R 为泛函(19)的近似值(由矩形公式),即

摇 摇 追(v
-1) = 鄱

m

i = 1
ci乙( v-1) i

0
b( t)dt .

从而,将问题 ( u1孜) 变换为含未知量 u
- 1 的非平稳的最优化问题:

摇 摇 ( u1)摇
寻找 u

- 1 沂 Rm,使得

0 沂 鄣
-軌L兹(u- 1)

{
.

可见问题 ( u1) 已被显著简化. 已知 u
- 1,就可由式(20) 计算出 u

- 2 .
问题 ( u1) 等价于如下问题:

摇 摇 (Pu1)摇
寻找 u

- 1 沂 Rm,使得

0 沂 u
- 1 - l

~

兹1 + 鄣
-
追(u

- 1)
{

.
意味着(见文献[4])

摇 摇 孜 沂 鄣
-
J(v)圯 孜(x) 沂 鄣

-
j((装v)(x)) 哿 ((装v)(x)),摇 摇 a. e. 祝C,

问题 (Pu1) 的所有解也是问题(軈Pu 孜) 的解. 问题(Pu1) 可以由文献[12]介绍和分析的 Newton
法非平稳变量求解.

为了确认 u
-

comp
1 (计算值) 足够准确,我们由系统( u1孜), 孜

-
= l

~

- 兹1
- u

- 1, 计算 孜
-
,同时,对于
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u
- 1 = u

-
comp
1 和 孜

-
= 孜

-

comp 来说,包含式 孜 i 沂 ci ((u
- 1) i)( i = 1,…,m) 证实是满足的,其中

摇 摇 孜
-

comp = l
~

- 兹1
- u

-
comp
1 . (21)

任一包含式与此相背离,意味着, u
-

comp
1 需要用更高精度才能找到. 然后,由式(21) 计算问题的

第 2 个未知量 孜
-
.
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Approximation of Thermoelasticity Contact Problem
With Nonmonotone Friction

Ivan 譒estak1,摇 Bo觢ko S. Jovanovic忆 2

(1. University of Belgrade, Faculty of Mining and Geology,
D- u觢ina 7, 11000 Belgrade, Serbia;

2. University of Belgrade, Faculty of Mathematics,
Studentski trg 16, 11000 Belgrade, Serbia)

Abstract: The formulation and approximation of a static thermoelasticity problem that de鄄
scribed bilateral frictional contact between a deformable body and a rigid foundation was pres鄄
ented. The friction was in the form of nonmonotone and multivalued law. The coupling effect
of the problem was neglected, therefore the thermic part of the problem was considered inde鄄
pendently of the elasticity problem. For the displacement vector, a substationary problem for
non鄄convex, locally Lipschitz continuous functional representing the total potential energy of
the body was formulated. All problems formulated were approximated by the finite element
method.

Key words: static thermoelastic contact; nonmonotone multivalued friction; hemivariational
inequality; substationary problem; finite element approximation
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