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摘要:摇 延续 Yang 和 Zhang[Nonlinear Anal,2008,69:1364鄄1375]的工作,研究了带有参数的某四阶

边值问题非平凡解的存在性. 对于此边值问题的非线性项,不改变其在无穷远处的条件,只是改变

了在零点处的条件,综合利用临界点理论,收缩性质及流不变集理论,得到了正解、 负解及变号解

的存在性.
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引摇 摇 言

考虑半线性四阶方程

摇 摇 u(4)( t) = 姿f( t,u( t)),摇 摇 0 < t < 1,
u(0) = u(1) = u义(0) = u义(1) ={ 0

(1)

解的存在性,其中 f:[0,1] 伊 R 寅 R 是连续的,姿 沂 R + 是一个参数.
由于高阶微分方程在物理学中的重要应用,许多作者都研究了此类问题的解的情况. 通过

锥拉伸锥压缩不动点定理[1鄄6]、上下解方法[7鄄9]、临界点定理[10鄄14] 及 Morse 理论[15鄄17] 得到了解

的存在性结果. 特别地,在文献 [14] 及[18]中,作者考虑了多个正解、负解及变号解的存在

性. 受其思想及文献[19]的启发,本文继续[16]中的工作. 边值问题的非线性项在无穷远处的

条件不变,只是改变了在零点处的条件,通过结合临界点理论、收缩性质及不变集理论得到了

边值问题(1)正解、负解及变号解的存在性. 现在我们给出存在性结果并作出以下假设:
(f1) f( t,u) 关于 u 是局部 Lipschitz 连续的;
(f2) f( t,0) = 0; f( t,u)u 逸0,坌t 沂 [0,1];
(f3) 存在 a > 0 使得 lim sup | u| 寅肄 F( t,u) / u

2 < a,关于 t 沂 [0,1] 一致,其中
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摇 摇 F( t,u) = 乙u
0
f( t,s)ds;

(f4) 存在 a > 0 使得 lim | u| 寅肄 F( t,u) / u
2 = a,关于 t 沂 [0,1] 一致;

(f5) lim sup | u| 寅肄(F( t,u) - au2) = - 肄,关于 t 沂 [0,1] 一致;
(f6) lim | u| 寅肄( f( t,u)u - 2F( t,u)) = + 肄,关于 t 沂 [0,1] 一致;
(f7) 存在 b > 0 使得 lim sup | u| 寅0 F( t,u) / u2 > b,关于 t 沂 [0,1] 一致;
(f8) 存在 b > 0 使得 lim sup | u| 寅0 F( t,u) / u2 = b,关于 t 沂 [0,1] 一致.
我们有以下结果:
定理 1摇 令 f 满足 (f1)、(f2)、(f3)及(f7),则对于任何 姿 沂[仔4 / (2b),仔4 / (2a)), 边值问

题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号的.
定理 2摇 令 f 满足 (f1)、(f2)、(f3)及(f8),则对于任何 姿 沂(仔4 / (2b),仔4 / (2a)), 边值问

题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号的.
定理 3摇 令 f 满足(f1)、(f2)、(f4)、(f5)及(f7),则对于任何 姿 沂[仔4 / (2b),仔4 / (2a)], 边

值问题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号.
定理 4摇 令 f 满足(f1)、(f2)、(f4)、(f5)及(f8),则对于任何 姿 沂(仔4 / (2b),仔4 / (2a)], 边

值问题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号的.
定理 5摇 令 f 满足(f1)、(f2)、(f4)、(f6)及(f7),则对于任何 姿 沂[仔4 / (2b),仔4 / (2a)], 边

值问题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号的.
定理 6摇 令 f 满足(f1)、(f2)、(f4)、(f6)及(f8),则对于任何 姿 沂(仔4 / (2b),仔4 / (2a)], 边

值问题(1)至少有 3 个解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号的.

注 1摇 蚵 若 a = k4仔4, (f3)是一个非共振条件, (f4) 表明此问题在无穷处是共振的,所以我们使用在共

振时经常使用的条件 (f5) 或 (f6)以得到紧性条件;
蛎 对于条件 (f7) 和(f8),若 b = l4仔4, 在零点处(f7) 是一个非共振条件,但是 (f8) 是一个共振条件;
蚰 若(f4) 或 (f8) 成立,表明共振在无穷远或零点处发生,但是若 (f4) 和 (f8)同时成立(其中 k < l),

则共振不仅在无穷远处也在零点处发生.

1摇 预 备 知 识

令 C[0,1] 是实 Banach 空间具有范数 椰u椰C =maxt沂[0,1] | u( t) | 坌u沂 C[0,1] . 很容易

验证

摇 摇 C0[0,1] {= u 沂 C[0,1]:u(0) = u(1) = }0 ,
同样关于范数 椰·椰C 成一 Banach 空间. L2[0,1] 是一个实 Hilbert 空间具有范数

摇 摇 (u,v) = 乙
0

1
u( t)v( t)dt,摇 摇 坌u,v 沂 L2[0,1] .

众所周知,边值问题(1)在 C4[0,1] 中的解等价于以下的积分方程在 C[0,1] 中的解[10]:

摇 摇 u( t) = 姿乙1
0
G( t,s)乙1

0
G( s,子) f(子,u(子))d子ds,摇 摇 t 沂 [0,1], (2)

其中 G( t,s) 是线性边值问题 - u义( t) = 0,坌t 沂 [0,1],u(0) = u(1) = 0 的 Green 函数,即

摇 摇 G( t,s) = s(1 - t), 0 臆 s 臆 t 臆1;
t(1 - s), 0 臆 t 臆 s 臆1{ .

定义算子 T,Af:C[0,1] 寅 C[0,1] 分别为
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摇 摇 Tu( t) = 乙1
0
G( t,s)u( s)ds,

摇 摇 Afu( t) = f( t,u( t)) .
由于 T:C[0,1] 寅 C0[0,1], 积分方程(2)等价于以下的算子方程:

摇 摇 u = 姿T 2Afu (3)
在 C0[0,1] 中的解.

引理 1[14] 摇 T:L2[0,1] 寅 C0[0,1] 是一个线性全连续算子,同样也是 L2[0,1] 到 L2[0,
1] 的线性全连续算子. 并且 T:C0[0,1] 寅 C0[0,1] 是强保序的.

由 T的定义可得,坌u沂 L2[0,1] 满足 u屹0 有 Tu屹0. 因此,坌u1,u2 沂 L2[0,1] 满足 u1

屹 u2,有 Tu1 屹 Tu2 . 易知 T 的所有特征值为

{摇 摇 姿 }k k沂 N = 1
k2仔2,

其相应的正交特征函数为

{摇 摇 e }k k沂 N {= 2 sink仔 }t k沂 N,
且有 姿1 > 姿2 > … > 姿 k > … > 0,坌k 沂 N .

引理 2[10] 摇 蚵 算子方程

摇 摇 u = 姿T 2Af u
在 C[0,1] 中有一个解当且仅当算子方程

摇 摇 v = 姿TAf Tv (4)
在 L2[0,1] 中有一个解;

蛎 对于以上两个方程解的唯一性是等价的.

注 2摇 由引理 2 的证明[10]可知,若 u沂 C0[0,1] 是方程(4) 的解,则Tu沂 C0[0,1] 是方程(3)的解,由引

理 1 可知,两者具有相同的符号.

分别选取 E = L2[0,1],X = C0[0,1] 为我们的 Hilbert 及 Banach 空间. 定义泛函 J: E 寅 R

摇 摇 摇 摇 J(u) = 1
2 椰u椰2 - 姿追(Tu),摇 摇 u 沂 E .

则由文献[10],有
摇 摇 J忆(u) = u - 姿TAf Tu,摇 摇 u 沂 E .

因此引理 2 表明算子方程 u = 姿T 2Af u 在 X 中有一个解当且仅当泛函 J 在 E 中有一个临界点.
这样边值问题(1) 就转化为一个变分问题. 令 K = TAf T, 则由引理 1,

摇 摇 M = M(J) {= u 沂 E:J忆(u) = }0 {= u 沂 E,u = 姿 }Ku 奂 X .
现在定义 J 的负梯度流. 由条件(f1),在 E 上,K 是 Fr佴chet 可微的,局部 Lipschitz 连续的,

同样在 X 上是局部 Lipschitz 连续的. 对每个 u0 沂 E,定义 u( t,u0),t 沂 [0,子 (u0)) 是以下初

值问题

摇 摇
du
dt = - J忆(u),

u(0) = u
{

0

(5)

的唯一解. 其中 子(u0) 是 u(·,u0) 在 E 中的最右存在区间端点. 并有

摇 摇 u( t,u0) = e -tu0 + 乙
0

t
e -t+sKu( s,u0)ds . (6)
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定义 1[20] 摇 称 N 奂 E 是 J 的流不变集, {若 u( t,u0):0 臆 t < 子(u0),u0 沂 }N 奂 N .
引理 3[18] 摇 若 u0 沂 X,则 u(·,u0) 连续的从[0,子(u0)) 到 X . 且 u( t,u0),t沂[0,子(u0))

也是初值问题(5) 在 X 中的解.
令

摇 摇 {P = u 沂 X:u( t) 逸 0,坌 t 沂 [0,1 }] ,
则 P 是 X 中的正规锥且有

摇 摇 P
·

{= u 沂 X:u( t) > 0,坌 t 沂 (0,1 }) .
由于 K(P) 奂 P,K( - P) 奂 ( - P), 其中 P, - P是 X 中闭凸集,由 Banach 空间中的常微分方程

理论 [参见文献 21 的引理 12. 1. 2]可知, 在条件 f(t,u)u逸0下,P, - P都是 J的流不变集.注意

到 K:P 寅 P
·
及式(6),可知 坌t > 0,对于 u0 沂 P 有 u( t,u0) 沂 P

·
. P

·
, - P

·
都是 J 的流不变,且

有 M 疑 (鄣P 胰 鄣( - P)) = 覫 .
定义 2[22鄄23] 摇 假设 J 沂 C1(X,R),c 沂 R,N 是 J 的流不变集. 称 J 在 N 上对于 c 有收缩性

质,若 坌b > c,J -1[c,b] 疑 N 疑 M = 覫, 则 Jc 疑 N 是 Jb 疑 N 的收缩集;即存在连续的 浊:Jb 疑
N 寅 Jc 疑 N 使得 浊(Jb 疑 N) 奂 Jc 疑 N,浊 | Jc疑N = id | Jc疑N,其中 Jc {= u 沂 X,J(u) 臆 }c ,
{

M =
u 沂 E:J忆(u) = }0 , id 是恒等映射.

引理 4[23] 摇 假设 J沂 C1(E,R) 满足 PS 条件(参见文献[24]), N是 J在 X中的流不变集,
c = infu沂 NJ(u) > - 肄,J 在 N 中对任何 m 沂 R 有收缩性质. 则或者有

蚵 J 至少有一个临界点 u* 沂 軍N 使得 J(u*) = c
或者

蛎 J 有无穷多个临界点在 軍N 中,其中 軍N 是 N 在 X 中的拓扑的闭包.

2摇 主要结果的证明

引理 5[16] 摇 假设 f 满足下列条件之一:
(a) (f3)及 姿 沂 (0,仔4 / (2a));
(b) (f4)、(f5)及 姿 沂 (0,仔4 / (2a)];
(c) (f4)、(f6)及 姿 沂 (0,仔4 / (2a)] .

则有

蚵 J 在 L2[0,1] 上是强制的,即 J(u) 寅+ 肄,当 椰u椰 寅 肄;
蛎 J 满足 PS 条件.
定理证明

第 1 步摇 我们表明若引理 5 成立,则对于任何 a 沂 R,J 在 X 上对于 a 有收缩性质.
由引理 5 可知, J 满足 PS 条件.
坌 b > a 满足 J -1[a,b] 疑 X 疑 M = 覫,考虑以下的强解 滓(子,u0)(子 沂 [0,軈浊(u0)),其中

軈浊(u0) 是 X 中的最大存在区间端点:

摇 摇
滓忆(子,u0) =

- J忆(滓(子,u0))
椰J忆(滓(子,u0))椰

,

滓(0) = u0 沂 J -1[a,b] 疑 X \M

ì

î

í
ïï

ïï .
(7)

由 PS 条件,对于 c 沂 [a,b],存在 啄 > 0 使得

摇 摇 椰J忆(u)椰 逸 啄,摇 摇 当 u 沂 J -1[a - 啄,b + 啄] 疑 E .
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令

摇 摇 w(子,u0) = 乙 子

0

1
椰J忆(滓(孜,u0))椰

d孜,

摇 摇 t = w(子,u0):[0,軈浊(u0)) 寅 [0,浊(u0)),u( t,u0) = 滓(子,u0);
则

摇 摇 du
dt = d滓

d子·
d子
dt = - J忆(滓(子,u0)) = - J忆(u( t,u0)) .

所以方程(7)的解 滓(子,u0) 与方程(5) 在 X 中的解 u( t,u0) 是一致的,并且是存在唯一的.
由于

摇 摇 椰滓忆(子,u0)椰 = 1,
我们有

摇 摇 椰滓(子,u0) - u0椰 臆 乙 子

0
椰滓忆( t,u0)椰dt 臆 子,

摇 摇 椰滓(子,u0)椰 臆 椰u0椰 + 子 .
由

摇 摇
dJ(滓(子,u0))

d子 = - 椰J忆(滓(子,u0))椰

及式(7),有

摇 摇 J(滓(子,u0)) - J(u0) = 乙 子

0

dJ(滓(子,u0))
d子 d子 =

摇 摇 摇 摇 - 乙 子

0
椰J忆(滓(子,u0))椰d子 臆- 啄子 寅- 肄,摇 摇 当 子 寅+ 肄 .

则存在 Tu0 < + 肄 使得

摇 摇 J(滓(子,u0)) = a,摇 摇 在 T = Tu0 .
而且, 滓(Tu0,u0) = w,w 沂 X . 若 u0 沂 Ja,定义 Tu0 = 0.

由于 J(滓(Tu0,u0)) = a,注意到 滓(子,u0) 在 X 拓扑中对于(子,u0) 是连续的,

摇 摇 鄣
鄣子J(滓(子,u0)) | t = Tu0

= - 椰J忆(滓(Tu0,u0))椰 屹 0,

由隐函数定理可知 u0 寅 Tu0:J
-1[a,b] 疑 X 寅 R 在 X 中是连续的.

定义

摇 摇 茁( t,u0) =
u0, u0 沂 Ja 疑 X;

滓(Tu0 t,u0), u0 沂 (Jb 疑 X) \(Ja 疑 X{ ),

则 茁:[0,1] 伊 (Jb 疑 X) 寅 (Ja 疑 X) 满足

摇 摇 茁(0,·) = id;摇 摇 茁(1,Jb 疑 X) 奂 (Ja 疑 X),
摇 摇 茁( t,·) | Ja疑X = id | Ja疑X,摇 摇 坌t 沂 [0,1] .

与文献 [24]的引理 5. 2 类似可证, 茁 在 X拓扑中也是连续的. 令 浊(·) = 茁(1,·) . 则 浊 满足定

义 2.
第 2 步摇 若 f 满足下列条件之一:
(a) (f7)及 姿 沂 [仔4 / (2b), + 肄); (b) (f8)及 姿 沂 (仔4 / (2b), + 肄);

则存在一条道路 祝 奂 X 连接 P
·
, - P

·
,使得 J(u) < 0坌u 沂 祝 { }\ 0 .
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(a) 由条件(f7), 存在 啄 > 0 ,使得对于 | u | < 啄 有 F( t,u) > bu2 . 令

摇 摇 祝( s) = (2s - 1) 2 sin仔 t,s 沂 [0,1],

则 祝(0) = - 2 sin仔 t沂- P
·
,祝(1) = 2 sin仔 t沂 P

·
. 对于所有的 v沂 祝( s) { }\ 0 ,选择 r充分

小使得 | rv | < 啄 . 当 姿 逸 仔4 / (2b),

摇 摇 J( rv) = 1
2 乙

1

0
( rv) 2dt - 姿乙1

0
F( t,T( rv))dt <

摇 摇 摇 摇 1
2 r2(2s - 1) 2 - 姿b乙1

0
(T( rv)) 2dt =

摇 摇 摇 摇 1
2 - 姿b

仔( )4 r2(2s - 1) 2 < 0.

(b) 由条件(f8),选择 着 充分小,使得 0 < 着 臆 b - 仔4 / (2姿),且对于 | u | < 啄 有 F( t,u)
> (b - 着)u2 . 与(a)的证明类似,当 姿 > 仔4 / (2b),

摇 摇 J( rv) = 1
2 乙

1

0
( rv) 2dt - 姿乙1

0
F( t,T( rv))dt <

摇 摇 摇 摇 1
2 r2(2s - 1) 2 - 姿(b - 着)乙1

0
(T( rv)) 2dt =

摇 摇 摇 摇 1
2 - 姿(b - 着)

仔( )4 r2(2s - 1) 2 < 0.

第 3 步摇 找到边值问题(1)的解.

由引理 5 可知, J 满足 PS 条件,在 E上是下有界的. 由第 2 步,存在一条道路祝( s) 连接 P
·

及 - P
·
,且 J(u) < 0,坌 u 沂 r祝( s) { }\ 0 (其中 r 充分小). 令

摇 摇 V1 {= h 沂 X:埚t0 逸0 使得初始问题(5) 的解 u( t0,h) 沂 P }
·

.

由于 P
·
, - P

·
是 J在X中的流不变集,易知V1是 J在X中的开不变集,由解对初值的连续依赖性,

且 M 疑 (鄣P 胰 鄣( - P)) = 覫,则 鄣V1 是 J 在 X 上的不变集. 所以 鄣V1 疑 P = 覫,鄣V1 疑 ( - P) =
覫 因此

摇 摇 - 肄 < inf
u沂P·

J(u) < 0, - 肄 < inf
u沂( -P·)

J(u) < 0, - 肄 < inf
u沂 鄣V1

J(u) < 0.

由 PS 条件及引理 4 可得, 至少存在 u1 沂 P,u2 沂 ( - P),u3 沂 鄣V1 使得

摇 摇 J忆(ui) = 0,摇 摇 i = 1,2,3;
摇 摇 J(u1) = inf

u沂P·
J(u), J(u2) = inf

u沂( -P·)
J(u), J(u3) = inf

u沂鄣V1
J(u),

显然 u1 沂 P
·
,u2 沂 ( - P

·
),u3 埸 P 胰 ( - P) 是边值问题 (1)的解,证毕.

例 1摇 令

摇 摇 f( t,u) = 4arctan u + ( t + 1)u,

摇 摇 F( t,u) = 4u arctan u - 2ln(1 + u2) + 1
2 ( t + 1)u2 .

通过简单计算,有

摇 摇 lim
| u| 寅肄

F( t,u)
u2 < 3

2 , lim inf
| u| 寅 0

F( t,u)
u2 > 2,

则(f1)、(f2)、(f3)及(f7) 成立. 由定理 1,当 姿 沂[仔4 / 4,仔4 / 3), 边值问题(1)至少有 3 个解,1
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个为正,1 个为负,第 3 个为变号解.
例 2摇 令

摇 摇 f( t,u) = arctan( t + 1)u + (3 - t)u,

摇 摇 F( t,u) = u arctan( t + 1)u - ln(1 + ( t + 1) 2u2)
2(1 + t) + 3 - t

2 u2 .

通过简单计算,有

摇 摇 lim
| u| 寅肄

F( t,u)
u2 < 7

4 , lim
| u| 寅0

F( t,u)
u2 = 2,

则(f1)、(f2)、(f3)及(f8)成立. 由定理 2,当 姿沂(仔4 / 4,2仔4 / 7),边值问题(1)至少有 3 个解,1
个为正,1 个为负,第 3 个为变号解.

例 3摇 令

摇 摇 f( t,u) = u3

1 + u2 + 2( t + 1)u
1 + ( t + 1) 2u4,

摇 摇 F( t,u) = 1
2 u2 - 1

2 ln(1 + u2) + arctan(( t + 1)u2) .

通过简单计算,有

摇 摇 lim
| u| 寅肄

F( t,u)
u2 = 1

2 > 0, lim
| u| 寅肄

( f( t,u)u - 2F( t,u)) = + 肄,

摇 摇 lim inf
| u| 寅 0

F( t,u)
u2 > 2

3 ,

则(f1)、(f2)、(f4)、(f6)及(f7)成立. 由定理 5,当 姿 沂 [3仔4 / 4,仔4], 边值问题(1)至少有 3 个

解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号解.
例 4摇 令

摇 摇 f( t,u) = u3

1 + u2 + 2u
1 + u4, F( t,u) = 1

2 u2 - 1
2 ln(1 + u2) + arctan(u2) .

通过简单计算,有

摇 摇 lim
| u| 寅肄

F( t,u)
u2 = 1

2 > 0, lim
| u| 寅肄

( f( t,u)u - 2F( t,u)) = + 肄,

摇 摇 lim
| u| 寅0

F( t,u)
u2 = 1 > 0,

则(f1)、(f2)、(f4)、( f6)及( f8)成立. 由定理 6,当 姿 沂 (仔4 / 2,仔4], 边值问题(1)至少有 3 个

解,1 个为正,1 个为负,第 3 个为变号解.
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Existence Results for Some Fourth Order Boundary
Value Problems With a Parameter

YANG Yang1,2,摇 ZHANG Ji鄄hui1

(1. Institute of Mathematics, School of Mathematics Science, Nanjing Normal University,
Nanjing 210097, P. R. China;

2. School of Science, Jiangnan University, Wuxi, Jiangsu 214122, P. R. China)

Abstract: A sequel to Yang, Zhang [Nonlinear Anal, 2008, 69: 1364鄄1375. ] in which nontrivial
solutions for the fourth order boundary value problems are studied. Now under the same condi鄄
tions near infinity, but different from the conditions near zero, positive, negative, and sign-
changing solutions are obtained by combining critical point theory, retracting property and in鄄
variant sets.

Key words: boundary value problem; critical point; invariant sets; retracting property
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