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摘要:摇 对于 Darcy鄄Stokes 耦合问题,基于非协调的 Crouzeix鄄Raviart 元,提出了一种新的稳定化有

限元方法. 并对该方法导出了最优的误差估计. 最后,用数值计算验证了所提出理论的有效性.
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引摇 摇 言

本文所研究的物理模型为 Darcy鄄Stokes 的耦合问题. 这个模型是由流体域中的 Stokes 方

程和多孔介质中的渗透流 Darcy 方程通过界面耦合而成的. 在工业当中有着广泛的应用价值,
如可以利用这个模型模拟工业污水流入溪水、湖泊、江河,再进入供水系统的过程;可以利用它

通过大坝渗透水的量,判断河堤上的大坝是否结实.
最近以来,从理论和数值角度[1鄄6] 上,耦合问题已经变成了一个热点问题,但是到目前为

止,耦合问题的有限元的数值解法仍存在几大问题:1) 耦合问题数值解法与 Stokes 方程和

Darcy 方程有一个共同问题,即速度和压力的有限元空间必须满足 Babu觢ka鄄Brezzi[7鄄8] 稳定条

件;2) 在许多方法[5,9鄄10]中,两个区域上速度的有限元空间的选取是不同的,但是这种选取会

在理论和数值分析上产生很多困难. 而另一方面,在文献[1,4]中作者讨论了在整个区域上速

度取统一的有限元空间很容易进行理论、计算分析,但其有限元空间的构造非常的复杂,不利

于工程的计算;3) 在耦合界面的处理上存在着技术困难,特别是质量守恒条件. 因此,我们所

感兴趣的是找到一个简单的,能很容易计算耦合问题数值解的有限元.
这种有限元最有可能的是 Crouzeix鄄Raviart(CR)元,它有以下优点:与分片常数元结合满

足 inf鄄sup 条件,并且是分片守恒的. 因此,在许多问题中 CR 元有着广泛的应用,如 Darcy鄄
Stokes 问题[11],Stokes 问题[12]及弹性问题[13鄄14]等. 在文献[11]中,为了保证当方程趋向 Darcy
方程时解的收敛性和 Korn 不等式的成立,引入了与文献[13]相类似的稳定项. Stokes 方程和
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Darcy 方程的耦合问题比 Darcy鄄Stokes 问题复杂得多,因此除了 Darcy鄄Stokes 问题的困难外,在
处理耦合界面条件上,特别是质量守恒条件上存在许多困难. 在本文中,我们将 CR 元应用到

了耦合问题中,也引入了与文献[13]相类似的稳定项. 为了能很好的处理耦合界面的质量守

恒条件, 我们引入了新的插值算子, 该算子在整个区域上不是 CR 元, 但在每个区域上是 CR
元. 我们证明该方法的稳定性,及误差估计,最后给出的数值算例很好地证明理论的有效性.

1摇 模型及初步知识

设 赘 为二维多边形区域,被分成许多子区域 赘 1,i 和 赘 2,j,i = 1,2,3,…,m1; j = 1,2,3,…,
m2 . 假定 赘1,誗 和赘 2,誗为有界的连通的子区域,并满足:当 i屹 j,赘1,i 疑赘1,j = 覫,赘2,i 疑赘2,j = 覫,
赘1,誗 疑 赘 2,誗 = 覫及 赘1 =胰m1

i = 1赘1,i,赘2 =胰m2
j = 1赘 2,j . 祝 i,j 为子区域 赘1,i 和 赘 2,j的交界面,祝 =胰祝 i,j

及 祝 i = 鄣赘 / 祝 . 设流体的速度变量为 u = (u1,u2),压力变量为 p = (p1,p2),其中 ui = u | 赘i
,pi =

p | 赘i
. 则在区域 赘1 上的 Stokes 方程满足下列条件:

摇 摇
- 2滋塄·着(u1) + 塄p1 = f1, 在 赘1 上,
塄·u1 = g1, 在 赘1 上,
u1 = 0, 在 祝1 上

ì

î

í

ïï

ïï ,
(1)

其中 着(u1) 为应力张量,表达形式为 着(u1) = (塄u1 + 塄u忆
1) / 2.

在区域 赘2 上 Darcy 方程满足下列条件:

摇 摇
滋u2 + k塄p2 = f2, 在 赘2 上,
塄·u2 = g2, 在 赘2 上,
u2·n = 0, 在 祝2 上

ì

î

í

ïï

ïï ,
(2)

其中, k 为对称的,正定的,上下一直有界的张量, f i 表示外力, 滋 > 0 为流体粘性系数,n为边

界 祝2 的外单位法向量.

图 1摇 耦合问题示意图

为了唯一确定压力的解 p,假设 p 满足条件

摇 摇 乙
赘
pdx = 0. (3)

设 n,子分别为耦合界面祝的单位外法向量和单位切向

量,则上述两方程的耦合问题在界面 祝 上满足下列条件:
摇 摇 u1·n = u2·n, 摇 摇 在 祝 上, (4)
摇 摇 2滋n·着(u1)·n = p1 - p2, 在 祝 上, (5)
摇 摇 2滋n·着(u1)·子 = k -1 / 2琢u1·子, 在 祝 上, (6)

(4)式表示质量守恒条件,(5)式表示外力平衡条件,(6)式
为 Beaver鄄Joseph鄄Saffman 条件已被文献[15鄄17]所接受,常

系数 k > 0 可以通过试验确定.
我们引入下列 Hilbert 空间:
摇 摇 W { v 沂 H0(div,赘):v | 赘1

沂 [H1(赘1)] 2,v | 祝1
= }0 ,

摇 摇 V { v 沂 H0(div,赘):v | 赘i
沂 [H1(赘i)] 2,v | 祝1

= }0
和

摇 摇 Q L2
0(赘) {= q 沂 L2(赘):乙

赘
qdx = }0 .

设 孜 i
h 为区域 赘i( i = 1,2),拟一致非退化三角剖分,祝 i

h 表示 孜 i
h 中三角单元边界的集合(耦

合界面上的边界除外),hi 表示 孜 i
h 中所有三角形单元直径上确界. 假定网格在耦合边界上满足
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条件:对于任何边界 e沂鄣K1 疑祝,K1 沂 孜1
h 仅仅且必须为 K2 沂 孜2

h 单元的边界. 则我们引入下列

非协调有限元空间:

摇 摇 Vh

v:v | K 沂 [P1(K)] 2, 坌K 沂 孜1
h 胰 孜2

h,

乙
e
vds = 0, e 沂 (祝1

h 胰 祝2
h) / 鄣赘2,

乙
e
v·nds = 0, e 沂 鄣赘2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

其中在边界 e 上的 v 和 v·n 跳量定义如下:

摇 摇 v(x)
lim
s寅0+

(v(x + sn) - v(x - sn)), 若 e 沂 (祝1
h 胰 祝2

h) / 鄣赘,

lim
s寅0+

- v(x - sn), 若 e 沂 鄣{ 赘

和

摇 摇 v·n(x)
lim
s寅0+

(v(x + sn) - v(x - sn))·n, 若 e 沂 祝2
h 胰 祝,

lim
s寅0+

- v(x - sn)·n, 若 e 沂 鄣赘2 / 祝{ ,

这里 n 为 祝 单位法向量,x 沂 e . 如果 e 沂 鄣赘,则 n 为 鄣赘 外法向量;其它情况下,n 可以为 e 的
任意固定方向的法向量. 进一步,介绍下列空间:

摇 摇 Qh q:q | K 沂 P0(K), 乙
赘
qdx ={ }0 ,

摇 摇 W i
h v:v | K 沂 [P1(K)] 2,坌K 沂 孜 i

h, 乙
e
vds = 0,e 沂 祝 i

h / 鄣赘{ }i ,摇 摇 i = 1,2

及

摇 摇 X i = X | 赘i
,摇 摇 i = 1,2,

其中 X 可以为空间 Vh,也可以为 V .
引理 1. 1摇 假设 祝 i,j( i = 1,2,3,…,m1; j = 1,2,3,…,m2) 为折线耦合边界,那么空间 V到

Vh 存在一个插值算子 Rh .
证明摇 假设 rih 为定义如下的 CR 元插值:
摇 摇 rih:[H1(赘i)] 2 寅 W i

h,摇 摇 i = 1,2
和

摇 摇 Rh | Vi = rih | Vi,摇 摇 i = 1,2.
很明显,所定义的 Rh 为空间 V 到 Vh 一个插值的充分必要条件为

摇 摇 乙
e
[Rhv·n]ds = 0,摇 摇 坌v 沂 W, 坌e 沂 祝,

其中 n 为 e 上的单位法向量.
实际上

摇 摇 乙
e
[Rhv·n]ds = 乙

e
[Rhv]ds·n = 乙

e
vds·n = 乙

e
v·nds = 0,摇 摇 坌e 沂 祝 .

注 1摇 Rh 在每个区域 赘i 为 CR元插值, 但是从空间 Vh 的定义, 可以看出在整个区域上 Rh 不是 CR 元插

值.

设散度自由空间 Zh 为

摇 摇 Zh { vh 沂 Wh:(塄·vh,qh) = 0, 坌qh 沂 Q }h ,
很容易可以证明空间 Vh 和 Qh 满足 inf鄄sup 条件,因此 Zh 非空.
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2摇 离 散 格 式

为了更好引入离散格式,首先,我们先介绍耦合问题(1)至(6)的弱变分形式.
设

摇 摇 a(u,v) = 2滋乙
赘1

着(u1):着(v1)dx + 滋乙
赘2

k -1u2·v2dx + 滋琢乙
祝
k -1 / 2(u1·子)(v1·子)ds,

其中 着:着 = 鄱 i,j
着 i,j着 i,j . 我们考虑下列双线形泛函

摇 摇 B[(u,p),(v,q)] = a(u,v) - (p,塄·v) 赘 + (q,塄·u), (7)
则耦合问题(1)至(6)的弱变分形式为:求 (u,p) 沂 W 茚 Q, 使得下列式子成立:

摇 摇 B[(u,p),(v,q)] = ( f,v) + (g,q),摇 摇 坌(v,q) 沂 W 茚 Q, (8)
其中 f | 赘i

= f i,g | 赘i
= gi . 在公式中,耦合条件(4)至(6)都是以弱形式表达的.

在上述所列出的有限元空间上,引入双线性泛函

摇 摇 Bh[(u,p),(v,q)] = ah(u,v) + b(v,p) - b(u,q) + j(u,v), (9)
其中

摇 摇 ah(u,v) = 鄱
K沂孜1h

乙
K
滋着(u1):着(v1)dx + 乙

赘2

滋k -1u2·v2dx + 乙
祝
滋k -1 / 2琢(u1·子)(v1·子)ds,

摇 摇 b(v,p) = - (塄·v,p) h = - 鄱
K沂孜1h胰孜2h

乙
K
p塄·vdx

及

摇 摇 j(u,v) = 鄱
e沂祝1

h

酌 s乙
e

滋
he
uvds + 鄱

e沂祝2
h胰祝

酌 d乙
e

滋
he

[u·n]v·nds,

这里 酌 s > 0,酌 d > 0 为稳定项系数,he =| e | .
那么耦合问题的离散格式为:求 (uh,ph) 沂 Vh 茚 Qh, 使得下列式子成立:
摇 摇 Bh[(uh,ph),(vh,qh)] = ( f,vh) + (g,qh),摇 摇 坌(vh,qh) 沂 Vh 茚 Qh . (10)

注 2摇 Stokes 方程的大多数稳定化方法[18鄄20]所加的稳定项的目的是克服 inf鄄sup 条件,而本文方程中所加

的稳定项 j(u,v) 是为了使离散的 Korn 不等式成立.

引理 2. 1摇 对于 坌v 沂 Zh,有 塄·v | K = 0,坌K 沂 孜1
h 胰 孜2

h .
证明摇 坌v 沂 Zh, 我们有

摇 摇 鄱
K沂孜1h胰孜2h

乙
K
塄·vdx = 鄱

e沂祝1
h胰祝2

h胰祝
乙
e
v·nds = 0.

因此, 塄·v 沂 Qh . 取 q = 塄·v, 可得

摇 摇 0 = 鄱
K沂孜1h胰孜2h

乙
K
| 塄·v | 2dx = 鄱

K沂孜1h胰孜2h

meas(K) | 塄·v | 2
K,

因此引理得证.

3摇 稳 定 性

本节,将证明离散格式的 inf鄄sup 条件.
首先,我们定义如下范数:

摇 摇 椰(u,p)椰2
B ah(u,u) + j(u,u) + 滋椰塄·u2椰2

赘 2
+ 1

滋 椰p椰2
0 .

定理 3. 1摇 对 椰(vh,qh)椰B 屹0, 下列不等式成立:
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摇 摇 sup
(vh,qh)沂Vh茚Qh

Bh[(uh,ph),(vh,qh)]
椰(vh,qh)椰B

逸 茁椰(uh,ph)椰B, (11)

其中 茁 为与网格直径大小无关的常数.
证明摇 我们将分两步证明本定理:首先,存在 (wh,qh) 沂 Vh 茚 Qh, 使得下列不等式成立:
摇 摇 c椰(uh,ph)椰2

B 臆 Bh[(uh,ph),(wh,qh)] . (12)
其次,我们将证明

摇 摇 椰(wh,qh)椰B 逸 c椰(uh,ph)椰B . (13)
第 1 步:我们有

摇 摇 Bh[(uh,ph),(uh,ph)] = ah(uh,uh) .
对于 坌ph 沂 Qh 奂 L2

0(赘),存在 vp 沂 [H1
0(赘)] 2, 使下列不等式成立:

摇 摇 - 塄·vp = ph, (14)
摇 摇 椰vp椰H1(赘) 臆 c椰ph椰0 . (15)
因为

摇 摇 (塄·vp,1) h = (塄·Rhvp,1) h,
所以

摇 摇 Bh (uh,ph), -
Rhvp

滋 ,æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú0 = - 1

滋 ah(uh,Rhvp) - 1
滋 j(uh,Rhvp) + 1

滋 椰ph椰2
0 .

进一步

摇 摇 - 1
滋 j(uh,Rhvp) 臆

着1

2 j(uh,uh) + 1
2着1滋2 j(Rhvp,Rhvp) . (16)

由迹不等式

摇 摇 椰v椰2
L2(鄣K) 臆 c(h -1

K 椰v椰2
L2(K) + hK椰v椰2

[H1(K)]2),摇 摇 坌v 沂 [H1(K)] 2, (17)
(详细见参考文献[21]),可得

摇 摇 1
滋2 j(Rhvp,Rhvp) = 1

滋2 j(Rhvp - vp,Rhvp - vp) 臆

摇 摇 摇 摇 c
滋 鄱

K沂孜1h胰孜2h

1
h2
K
椰Rhvp - vp椰2

L2(K) + 椰Rhvp - vp椰2
[H1(K)]( )2 臆

摇 摇 摇 摇 c
滋 椰vp椰2

1 臆
Cp

滋 椰ph椰2
0 .

另有

摇 摇 - 1
滋 ah(uh,Rhvp) 臆

着2

2 ah(uh,uh) + 1
2着2 滋2ah(Rhvp,Rhvp) 臆

摇 摇 摇 摇
着2

2 a(uh,uh) +
C滋

2着2 滋
椰ph椰2

0 . (18)

因此,综上所述可得

摇 摇 酌Bh[(uh,ph),(uh,ph)] + Bh (uh,ph), - 1
滋 Rhvp,( )[ ]0 逸

摇 摇 摇 摇 酌 -
着2æ

è
ç

ö
ø
÷

2
ah(uh,uh) + 酌 -

着1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
j(uh,uh) + 1

滋 1 -
Cp

2着1
-

Cu

2着
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

椰ph椰2
0 .

如果取 着1 = 2Cp,着2 = 2C滋,酌 =鄱着 i . 取 wh = 酌uh - Rhvp / 滋,qh = 酌ph + 滋塄·uh
2, 很容易得

到不等式(12).
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第 2 步:同理,可立即得到

摇 摇 椰(wh,qh)椰B = 酌uh - 1
滋 Rhvp,酌ph + 滋塄·u( )h

B
臆

摇 摇 摇 摇 椰酌(uh,ph)椰B + 1
滋 Rhvp,滋塄·u( )h

B
臆 c椰(uh,ph)椰B .

4摇 收 敛 性

实际上,问题(10)等价于下列问题:求 (uh,ph) 沂 Vh 茚 Qh, 使得下列等式成立:
摇 摇 ah(uh,vh) + j(uh,vh) - b(vh,ph) = ( f,vh),摇 摇 坌vh 沂 Vh, (19)
摇 摇 b(uh,qh) = (g,qh),摇 摇 坌qh 沂 Qh, (20)

设 掖u,v业 e 为空间 L2(e) 上的内积,则对 坌vh 沂 Zh, 我们有

摇 摇 ah(u,vh) + j(u,vh) = 鄱
K沂孜1h

乙
K
2滋着(u1):着(vh

1)dx + 乙
赘2

滋k -1u2·vh
2dx +

摇 摇 摇 摇 乙
祝
滋k -1 / 2琢(u1·子)·(vh

1·子)ds =

摇 摇 摇 摇 ( f1,vh
1) 赘1

+ 鄱
e沂祝1

h

掖2滋着(u1)·n - p1·n,vh业 e -

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2,vh·n业 e .

由上式可得下列 Galerkin 正交关系式

摇 摇 ah(u - uh,vh) + j(u - uh,vh) =

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

掖2滋着(u1)·n - p1·n,vh业 e - 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2,vh·n业 e, (21)

定义范数

摇 摇 ||| uh ||| (ah(uh,uh) + j(uh,uh)) 1 / 2, (22)
下面我们的目的是估计 ||| u - uh ||| . 设 eh Rhu - uh . 由(20)式,可得到

摇 摇 0 = b(u - Rhu,qh) = b(uh - Rhu,qh),摇 摇 坌qh 沂 Qh .
所以 eh 沂 Zh,塄·eh | K = 0,坌K 沂 孜1

h 胰 孜2
h .

假定 u | 赘i
沂 [H2(赘i)] 2,p | 赘i

沂 H1(赘i) ( i = 1,2), 则有下列两个结论.
定理 4. 1摇 对速度误差我们有下列误差:
摇 摇 ||| u - uh ||| 臆 c(滋1 / 2h1椰u1椰[H2(赘1)]2 + 滋1 / 2h2椰u2椰[H2(赘2)]2 +
摇 摇 摇 摇 滋 -1 / 2h1椰p1椰H1(赘1) + 滋 -1 / 2h2椰p2椰H1(赘2)) . (23)
证明摇 设 仔1 是投影到分片常数空间的投影算子. 根据 Korn 不等式,有

摇 摇 鄱
K沂孜1h

椰vh
1椰2

1,K 臆 (c 鄱
K沂孜1h

椰着(vh
1)椰2

0,K + j(vh,vh )) ,

(详细见参考文献[22]),根据 Galerkin 正交关系式(21),我们有

摇 摇 c ||| eh ||| 2 臆 ah(eh,eh) + j(eh,eh) 臆| ah(Rhu - u,eh) | + | j(Rhu - u,eh) | +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

掖2滋着(u1)·n - p1·n,[eh]业 e + 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2,[eh·n]业 e 臆

摇 摇 摇 摇 ||| u - Rhu |||·||| eh ||| + 鄱
e沂祝1

h

掖2滋(着(u1) - 仔1着(u1))·n,[eh]业 e +
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摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

掖(p1 - 仔1p1)·n,[eh]业 e + 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2 - 仔1p2,[eh·n]业 e 臆

摇 摇 摇 摇 ||| u - Rhu |||·||| eh ||| + 鄱
e沂祝1

h

椰2滋1 / 2h1 / 2
e (着(u1) - 仔1着(u1))·n椰L2(e) ||| eh ||| +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

椰滋 -1 / 2h1 / 2
e (p1 - 仔1p1)椰L2(e) ||| eh ||| +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝2

h胰祝
椰滋 -1 / 2h1 / 2

e (p2 - 仔1p2)椰L2(e) ||| eh ||| , (24)

由迹不等式(17)和(24)得

摇 摇 鄱
e沂祝1

h

椰h1 / 2
e (着(u1) - 仔1着(u1))·n椰2

L2(e) 臆 c鄱
K沂孜1h

h2
K椰u1椰2

[H2(K)]2,

摇 摇 鄱
e
椰h1 / 2

e (p - 仔1p)椰2
L2(e) 臆 c鄱

K
h2
K椰p椰2

H1(K) .

由上述两个不等式及(24)式很容易得到

摇 摇 ||| eh ||| 臆 c( ||| u - Rhu ||| + 滋1 / 2h1椰u1椰[H2(赘1)]2 +
摇 摇 摇 摇 滋 -1 / 2h1椰p1椰H1(赘1) + 滋 -1 / 2h2椰p2椰H1(赘2)) .

最后,由上式、三角不等式、迹不等式及 Rh 的插值理论[12]很容易得到式(23).
定理 4. 2摇 对压力,我们有下列误差估计:
摇 摇 椰p - ph椰 臆 c(滋h1椰u1椰[H2(赘1)]2 + 滋h2椰u2椰[H2(赘2)]2 +
摇 摇 摇 摇 h1椰p1椰H1(赘1) + h2椰p2椰H1(赘2)) .
证明摇 我们将误差分解成

摇 摇 椰p - ph椰0 臆 椰p - 仔2p椰0 + 椰仔2p - ph椰0,
其中 仔2p 是 p 在 Qh 中的 L2 鄄 投影. 对于上式右端第 1 部分,有下列估计:

摇 摇 椰p - 仔2p椰0,赘i
臆 chi椰p椰H1(赘i) .

我们将估计第 2 部. 对于散度算子(详细见参考文献[23]),存在 vp 沂[H1
0(赘)]2,使得塄·vp

= 仔2p - ph 且 椰vp椰H1(赘) 臆 c椰仔2p - ph椰0 . 由 L2 鄄 投影的正交性,得
摇 摇 椰仔2p - ph椰2

0 = (仔2p - ph,塄·vp) h =
摇 摇 摇 摇 (仔2p - ph,塄·Rhvp) h = (p - ph,塄·Rhvp) h =
摇 摇 摇 摇 ah(u - uh,Rhvp) + j(u - uh,Rhvp) -

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

掖2滋着(u1)·n - p1·n,[Rhvp]业 e - 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2,[Rhvp·n]业 e .

利用不等式(17)和(24),我们可得到

摇 摇 ah(u - uh,Rhvp) + j(u - uh,Rhup) -

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

掖2滋着(u1)n - p1n,[Rhvp]业 e + 鄱
e沂祝2

h胰祝
掖p2,[Rhvp·n]业 e 臆

摇 摇 摇 摇 (c ||| u - Rhu ||| 2 + 鄱
e沂祝1

h

滋椰着(u1) - 仔1着(u1)椰2
L2(e) +

摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h

滋 -1椰(p1 - 仔1p1)·n椰2
L2(e) + 鄱

e沂祝2
h胰祝

滋 -1椰p2 - 仔1p2椰2
L2(e ))

1 / 2
||| Rhvp ||| 臆

摇 摇 摇 摇 (c 滋1 / 2 ||| u - Rhu ||| 2 + 鄱
e沂祝1

h

滋椰着(u1) - 仔1着(u1)椰2
L2(e) +
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摇 摇 摇 摇 鄱
e沂祝1

h胰祝2
h胰祝

椰p - 仔1p椰2
L2(e ))

1 / 2
椰仔2p - ph椰0,

两边同时除以 椰仔2p - ph椰0, 很容易得到压力的误差估计.

5摇 数 值 算 例

本节中,为了计算简便,选取 滋 = 琢 = 1,张量 k为单位矩阵. 在下列数值算例中选取稳定项

系数 酌 s = 3,酌 d = 1.

图 2摇 计算网格剖分图

所举的算例为:整个区域为 赘 = [0,1] 伊 [0,1],在
子区域 赘1 = [0,1 / 2] 伊 [0,1] 上,为 Stokes 方程其解析

解为

摇 摇 u1 = (仔sin2仔xsin2仔y, - 仔sin2仔ysin2仔x),
摇 摇 p1 = - sin仔x + 1 / 仔;

在子区域 赘2 = [1 / 2,1] 伊 [0,1] 上,为 Darcy 方程其解

析解为

摇 摇 u2 = (仔sin2仔xsin2仔y,仔sin 仔y),
摇 摇 p2 = - sin仔x + 1 / 仔 .

这个例子不满足 Beavers鄄Joseph鄄Samman 条件,但是是合

理的,其满足下列形式:
摇 摇 2滋n·着(u1)·子 = k -1 / 2琢u1·子 + g .

图 3摇 有稳定项和没有稳定项所计算的速度流场图

表 1 速度和压力在 L2 范数下的误差估计

h 椰u - uh椰0 误差阶数 酌1 椰p - p2椰0 误差阶数 酌2

稳定性方法

1 / 4 0. 448 4 1. 108 5

1 / 8 0. 130 5 1. 780 7 0. 456 5 1. 279 9

1 / 16 0. 037 1 1. 814 6 0. 186 4 1. 292 2

1 / 32 0. 009 8 1. 920 6 0. 085 6 1. 122 7

Glerkin 有限元法

1 / 4 1. 817 8 6. 006 2

1 / 8 1. 773 4 0. 035 7 4. 174 6 0. 660 9

1 / 16 1. 780 5 -0. 005 8 3. 718 8 0. 166 8

1 / 32 1. 783 0 -0. 002 0 3. 601 7 0. 046 2
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摇 摇 图 2 为数值算例的网格剖分图,从表 1 中可以看出,在 L2 范数下,我们方法所计算的速度

的误差阶数为 2,压力的误差阶数为 1;而随着网格尺度趋向于 0,没有加稳定项的方法所计算

的速度和压力的误差阶数也趋向于 0.

图 4摇 有稳定项和没有稳定项所计算的压力流场图
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Stabilized Crouzeix鄄Raviart Element for the Coupled
Stokes and Darcy Problem

FEGN Min鄄fu1,摇 QI Rui鄄sheng1,摇 ZHU Rui1,摇 JU Bing鄄tao2

(1. Department of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, P. R. China;
2. Infor Tech Dept, Cnooc Energg Technology and Services Limited Beijing Branch Company,

Beijing 10027, P. R. China)

Abstract: A new stabilized finite element method for the coupled Stokes and Darcy problem
was introduced based on the noncomforming Crouzeix鄄Raviart element. Optimal error estimates
for the fluid velocity and pressure were derived. Finally, a numerical example verifying the the鄄
oretical predictions was presented.

Key words: coupled problem; mass conservation; stabilized element method
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