
文章编号:1000鄄0887(2010)04鄄0499鄄06 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887
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摘要:摇 用一组方程式描述均匀平板状生物组织的热传导,分析其分布式的最优控制问题,研究该

生物组织在肿瘤局部特殊点上达到所必需的温度,通过控制微波,使微波辐射的诱导作用,在手术

进程的总时间内,该肿瘤点达到过高热. 研究在手术过程不同时间点上生物组织温度与其长度间

的依赖关系,使肿瘤达到期望的温度值.
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符摇 号摇 说摇 明

c 生物组织的比热容(J / (kg·K)) 字* 期望获得温度(益)
h 皮肤和周围空气之间的

传热系数(W / ((m2·K))
棕 血液的热容量与流量的

乘积(W / (m3·K))
k 生物组织的导热系数(W / (m·K)) t1 切换时间(s)

L 生物组织长度(m) 籽 生物组织密度(kg / m3)
x1 期望的加热位置

(肿瘤中心)(m)
Q( t) 体积加热引起的热产

出率(W / m3)
字 温度(益) 啄 Dirac鄄啄 函数

字a 动脉温度(益) T 进程总时间(s)

字0 初始温度(益) Qm 热生成代谢率(W / m3)
u( t) 周围介质温度(益)

引摇 摇 言

微波透热疗法引起了人们兴趣的增长,因为电磁辐射对由皮肤、脂肪、肌肉及肿瘤层组成

的生物组织的治疗,有危害和有效的二重性. 在恶性组织中,达到某一个理想的过高热值,对肿

瘤进行加热治疗;而对周围正常组织的温度,保持在该温度值之下,以免损害无症状组织.
Deng 等[1]对皮肤表面加热引起的生物传热问题进行了分析研究. 在文献[2]中,Dhar 等
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用有限差分法,采用调控表面冷却温度,使由皮肤、脂肪、肌肉及肿瘤层组成的生物组织,即肿

瘤上的温度上升到期望值,进行了理论研究. Wagter[3]就平面生物组织内通过多重电磁高频加

热电极的作用,进行了瞬时温度曲线计算最优化程序的研究. Butkovsky[4] 研究过分布式参数

系统优化控制理论的基本原理. Dhar 等[5] 对描述平面生物组织的热传导方程进行了分析研

究,得到热源导致整个组织达到期望温度至小可能的时间. 在 Das 等的文献[6]中,对持久的

过高热治疗温度的分布,作为某一个函数的最小化,就其计算技术进行了研究. Kowalski 等[7]

关于电磁 APA 无创伤温度的研究,在过高热治疗领域中是相当重要的. Loulou 等[8] 用共轭梯

度法,分析了过高热治疗中热量的最优化问题. Kowalski 等[9]针对电磁和过高热治疗深度区域

系统的控制,提出了关于时间的比例积分和关于空间的成本最小化问题. Bagaria 等在文献

[10]中,热能由交互磁场作用产生时,进行了 2 个有限区域最优化问题的分析研究. Cheng
等[11]在大量物理源加热系统的过热治疗中,开展实时磁共振成像简易化的研究. Kuznetsov[12]

分析研究了生物传热方程的最优控制问题,利用“最小值原理冶空间加热,使得手术进程结束

时,肿瘤局部中心点处的温度上升到最大值. 在 Lee 等的文献[13]中,给出了优化理论的基本

概念. 在 Arora 等的文献[14]中,利用移动能量沉积作用场,热疗反馈控制逼近控制热的剂量,
并用仿真加以测定.

本文对均匀板状生物组织的热传导方程,用分布式优化控制问题来表达,当表面冷却温度

恒定时,通过控制诱导微波的辐射,使在手术进程的总时间内,肿瘤局部特殊点的组织达到期

望的温度. 利用共轭梯度变分法[8],得到微波能手术时的切换时间.
进行了手术进程总时间值不同时,生物组织温度分布的数值计算. 计算表明,肿瘤的期望

温度是上升的.

1摇 数 学 分 析

一维生物传热方程[2]可以写为

摇 摇 籽c 鄣字
鄣t = k 鄣2字

鄣x2 + 棕(字a - 字) + Q( t) + Qm, (1)

其边界条件为

摇 摇
k 鄣字
鄣x

{= h 字 - u( t }) , x = 0,

字 = 字a, x = L
{

;
(2)

初始条件为

摇 摇 字(x,0) = 字0 . (3)
为了得到点 x = x1 时所期望的温度 字*,寻找肿瘤在总时间 T 内的最优控制过程 Q( t) .

因而,寻求下列函数[4, 8]的最小化:

摇 摇 1
2 乙

T

0
乙L {
0

字* - 字(x,t }) 2啄(x - x1)dxdt, (4)

第 1 项表示在点 x = x1 处,温度从 字(x,t) 到 字* 时的方差.
记文献[4, 8]给出的函数 J 为

摇 摇 J = - 1
2 乙

T

0
乙L {
0

字* - 字(x,t }) 2啄(x - x1)dxdt +

摇 摇 摇 摇 乙L
0
乙T
0
鬃(x,t {) k

籽c
鄣2 字
鄣x2 + 棕

籽c(字a - 字) + 1
籽cQ( t) +

Qm

籽c - 鄣
鄣t }字 dxdt, (5)
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其中 鬃(x,t) 为辅助函数.
将 Qm 看做常量,借助方程(2) 和(3) ,函数 J 的一次变分可以写为

摇 摇 啄J = 乙T
0
乙L {
0

字* - 字(x,t }) 啄(x - x1)啄字(x,t)dxdt +

摇 摇 摇 摇 k
籽c乙

T

0
鬃(L,t)啄字x(L,t)dt +

1
籽c乙

T

{
0

k 鄣鬃
鄣x(0,t) - h鬃(0,t }) 啄字(0,t)dt +

摇 摇 摇 摇 h
籽c 乙

T

0
鬃(0,t)啄u( t)dt - k

籽c乙
T

0

鄣
鄣x鬃(L,t)啄字(L,t)dt +

摇 摇 摇 摇 k
籽c乙

T

0
乙L
0

鄣2

鄣x2鬃(x,t)啄字(x,t)dxdt -
棕
籽c乙

L

0
乙T
0
鬃(x,t)啄字(x,t)dxdt +

摇 摇 摇 摇 1
籽c乙

T

0
乙L
0
鬃(x,t)啄Q( t)dxdt + 乙L

0
乙T
0

鄣鬃(x,t)
鄣t 啄字(x,t)dxdt -

摇 摇 摇 摇 乙L
0
鬃(x,T)啄x(x,T)dx + 乙L

0
鬃(x,0)啄字(x,0)dx . (6)

假定对任意的 啄字x(L,t),啄字(x,t),啄字(0,t),啄字(x,T),啄Q( t),啄u( t),设 啄J 为 0, 取 啄字(x,0),
啄字(L,t) 都等于 0,得到辅助函数 鬃(x,t) 的方程组

摇 摇 鄣鬃
鄣t + k

籽c
鄣2鬃
鄣x2 {= - 字* - 字(x,t }) 啄(x - x1) + 棕

籽c鬃, (7)

摇 摇 k 鄣鬃
鄣x = h鬃,摇 摇 x = 0, (8)

摇 摇 鬃(x,t) = 0,摇 摇 x = L,
鬃(x,T) = 0{ ,

(9)

以及控制 Q( t) 和 u( t) 的最优值为

摇 摇 Q( t) = sign 1
籽c乙

L

0
鬃(x,t)dx,

u( t) = sign 鬃(0,t
{

),
(10)

这里,使用了文献[4, 8],采用的变分学的共轭梯度法. 考虑到 字1(x,t) = 字(x,t) - 字a,给出 字1
(x,t) 的有限正弦变换,

摇 摇 軃字1n( t) = 乙L
0
字1(x,t)sin(pn(L - x))dx (11)

和摇 摇 摇 字1(x,t) = 鄱
肄

n = 1

軃字1n( t) 伊
2sin(pn(L - x))

L - (sin(2pnL)) / (2pn)
, (12)

其中 pn 为正值,为下面方程的实根,

摇 摇 pcot(pL) = - h
k . (13)

借助方程(2)、(3)和(13),方程(1)变为

摇 摇 d
dt

軃字1n( t) + 琢1n
軃字1n( t) = 琢3nQ( t) + 琢4n + 琢5n,摇 摇 n = 1,2,3, …, (14)

其中

摇 摇
琢1n = 1

籽
{

c kp2
n + }棕 , 琢3n = 1

籽c
1 - cos(pnL)

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

n

,

琢4n = h
籽

{
c u( t) - 字 }a sin(pnL), 琢5n = 1

籽c
1 - cos(pnL)

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

n

Qm

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(15)
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最后,得到

摇 摇 字(x,t) = 字a + 鄱
肄

n = 1

軃字1n( t) 伊 Rn(x) . (16)

借助方程(15),方程(14)的解为

摇 摇 軃字1n( t) = (字0 - 字a)
1 - cos(pnL)

p
æ
è
ç

ö
ø
÷

n

+ h
籽csin(pnL)乙t {

0
u(孜) - 字 }a e琢1n 孜d孜é

ë
êê +

摇 摇 摇 摇 1 - cos(pnL)
p

æ
è
ç

ö
ø
÷

n

1
籽cQm乙t

0
e琢1n 孜d孜 +

(1 - cos(pnL))
pn

1
籽c乙

t

0
Q(孜 )e琢1n 孜d ù

û
úú孜 伊 e -琢1nt,

摇 摇 n = 1,2, 3, …, (17)
其中

摇 摇 Rn(x) =
2sin(pn(L - x))

L - sin(2pnL) / (2pn)
. (18)

借助方程(8)和(9)及前一级的有限变换,给出方程(7)相应的解

摇 摇 鬃(x,t) = 鄱
肄

m = 1

軈鬃m( t)Rm(x), (19)

其中

摇 摇 軈鬃m( t) = 乙 {
T

t
(字a - 字*) + 鄱

肄

n = 1

軃字1n(子) 伊 Rn(x1 }) e -琢1m子d[ ]子 伊

摇 摇 摇 摇 sin(pm(L - x1)) 伊 e琢1mt, (20)
pm 为方程(13)的根.

u( t) 认为是常量,联合方程(17)、(19) 和 (20),由方程(10)可以得到 Q( t) 的最优控制

值.
这里,我们假定随时间变化的函数 Q( t) (W / m3)仅由输入变量控制,该输入变量为时间

分段的常数函数,其值在某些特定的离散点处发生改变,离散点看作即时的切换时间[3] .
为了简便起见,仅考虑一个切换时间点 t = t1, 依照方程(10),可以写出

摇 摇 Q( t1) = 乙L
0
鬃(x,t1)dx = 0. (21)

这里假定 Q( t) 的2个极值出现在(0,t1) 和( t1,T) 处,认为Q( t) 为单因数所控制,其可以借助

方程(16) ~ (21)通过仿真计算得到.

2摇 结果及讨论

参阅文献[12],数值计算中采用的数据如下:
摇 摇 c = 3 770 J / (kg·K), 籽 = 998 kg / m3, k = 0. 5 W / (m·K), h = 6 W / (m2·K),
摇 摇 字a = 37 益, 字* = 43 益, L = 0. 01 m, x1 = 0. 006 m, 棕 = 3 770 W / (m3·K),
摇 摇 Qm = 33 800 W / m3, 字0 = 25 益, T = 600 s, 800 s, 1 000 s, u( t) = 20 益 .
计算时采用不同的手术进程总时间值 T,因此,在微波能手术的时候,改变最佳热产出率

Q( t) 以及切换时间 t1 .
图 1 描述了在手术进程总时间 T = 600 s 的不同时间段内,即 Q( t) = 348 783 W / m3,0 臆

t 臆300 s;Q( t) = 0, 300 s臆 t 臆600 s时,沿生物组织长度方向的温度分布情况. 观察发现 T =
600 s,肿瘤局部 x = 6 mm,在 t = 300 s (切换时间)时,生物组织温度达到期望的 43益 .

图 2 表明, 由于应用最优体积热产出率 Q( t) = 337 978 W / m3, 0 臆 t 臆400 s; Q( t) = 0,
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图 1摇 沿生物组织长度方向温度的变化情况摇 摇 摇 摇 图 2摇 沿生物组织长度方向的温度变化情况

(Q( t) = 348 783 W / m3, 0 臆 t 臆300 s; (Q( t) = 337 978 W / m3, 0 臆 t 臆400 s;
Q( t) = 0, 300 s 臆 t 臆600 s) Q( t) = 0, 400 s 臆 t 臆800 s)

图 3摇 沿生物组织长度方向的温度变化情况

(Q( t) = 322 729 W / m3, 0臆 t 臆500 s;
Q( t) = 0, 500 s 臆 t 臆1 000 s)

400 s臆 t 臆800 s,总时间 T = 800 s,肿瘤局部 x =
6 mm,在切换时间 t = 400 s时,生物组织温度达到

期望的 43益 .
图 3 描述了在手术进程总时间 T = 1 000 s的

不同时间段内, 沿生物组织长度方向的温度分布

情况. 应用热源 Q( t) = 322 729 W / m3, 0 臆 t 臆
500 s; Q( t) = 0, 500 s 臆 t 臆1 000 s 时, 总时间

T = 1 000 s, 肿瘤局部 x = 6 mm,在切换时间 t =
500 s 时,生物组织温度达到期望的 43益 .

从这些图形中可以发现生物组织温度的分布

情况,肿瘤 x = 6 mm 处可以达到期望温度 43益;
在肿瘤左侧,温度总是低于肿瘤温度 43益;在肿

瘤右侧,温度稳定地下降,直到进程结束达到

37益(动脉的温度). 温度稳定地下降可能是,由于手术进程第二时间段 ( t1,T ),切换时间为 t1
的体积热产出率Q( t) 切换结束的影响. 需要说明的是,在手术第一时间段(0,t1) 中,随着手术

进程总时间从 T = 600 s 增加到 T = 1 000 s,Q( t) 是减小的.
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Optimal Control Problem for Bio鄄Heat Equation
Due to Induced Microwave

Piyanka Dhar1,摇 Ranjit Dhar2

(1. Department of Mathematics, Heritage Academy, Chowbagha Road,
Kolkata 700 107, India;

2. Registrar, Vidyasagar University, Midnapur, West Bengal, India)

Abstract: A distributed optimal control problem for a system described by bio鄄heat equation
for a homogeneous plane slab of tissue was analytically investigated so that a required tempera鄄
ture of the tissue at a particular point of location of tumor in hyperthermia could be attained
within a total time of operation of the process due to induced microwave radiation which was
taken as control. Here the temperature of the tissue against the length of the tissue at different
times of operation of the process was considered for investigation to attain the desired tempera鄄
ture of the tumor.

Key words: bio鄄heat equation; hyperthermia; optimization; microwave; tumor
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