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对对边简支的矩形平面弹性问题的
辛本征展开定理
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摘要:摇 对来源于平面弹性问题的 Hamilton 算子的本征值问题进行了研究. 在矩形域内含位移和

应力的混合边界条件下,首先求解了相应算子的本征函数. 接着,证明了本征函数系的完备性,这
为施行分离变量法求解相应问题提供了可行性. 最后,利用文中的辛本征展开定理获得了问题的

一般解.
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引摇 摇 言

数学物理和力学中的许多偏微分方程都可以化为无穷维 Hamilton 系统[1鄄4]:

摇 摇 鄣u
鄣t = J -1 啄H

啄u ,

其中, H 表示Hamilton泛函,啄 / (啄u) 是变分导数,且 J = 0 I
- I
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为单位辛算子. 根据势算子

的 Vainberg 定理[5],线性偏微分方程的 Hamilton 系统可等价地表示为

摇 摇 鄣U
鄣t =

A F
G - A
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U,

其中, U 为状态空间中的向量值函数,H =
A F
G - A
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*
就是 Hamilton 算子.

利用结构力学与最优控制相模拟的理论,钟万勰[6]将 Hamilton 体系的理论引入了弹性力

学,建立了理性求解弹性力学问题的新体系,求解了许多力学问题[7鄄8] . 新体系方法拓广了传统
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分离变量法的应用范围,导向了 Hamilton 算子的本征值问题. 因而需要研究 Hamilton 算子的

谱理论,其中辛本征函数系的完备性是首要解决的问题.
文献[9]对 Hamilton 体系下各向同性平面电磁弹性固体问题的辛本征展开进行了研究.

最近,文献[10鄄11]得到了一些关于辛本征函数系完备性的理论结果,但是该文并没有考虑

Hamilton 算子出现约当型本征函数情形;由于结论成立的前提假设较强,文献[11]中的结果目

前还不能用于考察力学领域中出现的 Hamilton 算子本征函数系的完备性. 然而,在平面弹性

问题、板弯曲等问题的相应边界条件下,导出的 Hamilton 算子都出现约当型本征函数. 虽然,
含有约当型本征函数的辛展开已经应用于许多实际问题,特别是非自伴问题[12鄄13],但相应的

展开定理还没有给出严格的数学证明.
对于 Hamilton 体系下的平面弹性问题,我们利用一种方法证明了相应算子包含约当型本

征函数系的完备性,并利用证明的展开定理给出了该问题的 Saint鄄Venant 解和被 Saint鄄Venant
原理覆盖掉的解的一般形式.

1摇 预 备 知 识

在不特别指出的情况下,文中始终用 X 表示 Hilbert 空间. 对于一个线性算子 T,D(T) 表

示 T 的定义域 . In 表示 n 阶单位矩阵.
现在叙述一些定义.

定义 1. 1摇 设 H =
A F
G - A
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*
:D(H) 奂 X 伊 X 寅 X 伊 X 是稠定闭线性算子,其中 A 为 X

中的稠定闭算子,F 和 G 为 (对称) 自伴算子,则称 H 为无穷维 Hamilton 算子. 特别地,当 A =
0,称 H 为斜对角无穷维 Hamilton 算子(ODH),此时称下列发展方程

摇 摇 鄣U( t,x)
鄣t = HU + f

为可解耦的无穷维 Hamilton 系统. 这里 f 表示外力向量.
定义 1. 2摇 设 姿 是空间 X中线性算子 T的本征值. 如果存在非零元 u0 沂 D(T) 使得 Tu0 =

姿u0,则 u0 称为 T 的基本本征函数. 如果存在 u1 沂 D(T) 使得

摇 摇 Tu1 = 姿u1 + u0,摇 摇 u1 屹0,
则 u1 被称为 T 的 (一阶) 约当型本征函数. 一般地,如果 T 的 k - 1 阶约当型本征函数 uk-1 已

经定义,那么它的 k 阶约当型本征函数 uk 由下式定义:
摇 摇 Tuk = 姿uk + uk-1,摇 摇 uk 屹0.

2摇 平面弹性问题的辛本征展开

2. 1摇 基本方程和 Hamilton系统

直角坐标系下的平面弹性问题的基本方程可表示如下:
髣 应力鄄位移关系:

摇 摇 滓 x =
E

1 - 淄2
鄣u
鄣x + 淄 鄣w

鄣( )z , (1)

摇 摇 滓 z =
E

1 - 淄2
鄣w
鄣z + 淄 鄣u

鄣( )x , (2)
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摇 摇 子 xz =
E

2(1 + 淄)
鄣u
鄣z + 淄 鄣w

鄣( )x ; (3)

髤 平衡方程:

摇 摇
鄣子 xz

鄣x +
鄣滓 z

鄣z + Fz = 0, (4)

摇 摇
鄣滓 x

鄣x +
鄣子 xz

鄣z + Fx = 0. (5)

考虑图 1 所示的双连杆支承的平面弹性模型:

图 1摇 问题的图示和建立的坐标系

坐标系的选择如上图所示.
{在矩形域 (x,z) | 0 臆 x 臆 h,0 臆 z 臆 }l 内,由位移与应力构成的混合边界条件为

摇 摇 u = 子 xz = 0,摇 摇 x = 0, x = h, (6)
这里用变量 z 去模拟 Hamilton 系统中的时间变量,并用点表示关于 z 的偏导数,即(·) = 鄣 / 鄣z .
为简洁,我们省略应力 滓 z,子 xz的下标,分别表为 滓 和 子 . 根据式(2) ~ (4),我们有

摇 摇 u = - 鄣w
鄣x + 2(1 + 淄)

E 子, 滓 =- 鄣子
鄣x - Fz, w =- 淄 鄣u

鄣x + 1 - 淄2

E 滓 . (7)

运用方程(5)并结合方程(1),有

摇 摇 子 = -
鄣滓 x

鄣x - Fx = - E 鄣2 u
鄣x2 - 淄 鄣滓

鄣x - Fx . (8)

我们选取应力 子,位移 w 作为 u, - 滓 的对偶变量. 根据方程(7)和(8),我们得到下列可解

耦的无穷维 Hamilton 系统

摇 摇 鄣U
鄣z =

0 0 2(1 + 淄)
E - 鄣

鄣x

0 0 鄣
鄣x 0

- E 鄣2

鄣x2 淄 鄣
鄣x 0 0

- 淄 鄣
鄣x

淄2 - 1
E
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÷÷0 0

U + f, (9)

其中

摇 摇 U = (u, - 滓,子,w) T, f = (0,Fz, - Fx,0) T

分别为状态向量和外力向量.
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2. 2摇 本征函数系的完备性

为求解非齐次方程(9),应先求解下列齐次方程:

摇 摇 鄣U
鄣z =

0 0 2(1 + 淄)
E - 鄣

鄣x

0 0 鄣
鄣x 0

- E 鄣2

鄣x2 淄 鄣
鄣x 0 0

- 淄 鄣
鄣x

淄2 - 1
E
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ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷0 0

U . (10)

对方程(10)而言,自然是应用分离变量法将其约化为本征值问题. 为此,将状态向量表示

为

摇 摇 U(x,z) = T( z)Q(x) . (11)
将方程(11)代入方程(10),得到

摇 摇 HQ(x) = 姿Q(x),
其中, 姿 为本征值,Q(x) 为本征函数,且 H 是如下形式给出的一个 ODH,

摇 摇 H =

0 0 2(1 + 淄)
E - d

dx

0 0 d
dx 0

- E d2

dx2 淄 d
dx 0 0

- 淄 d
dx

淄2 - 1
E
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. (12)

对于算子(12)而言, 必须合适指定它所在的空间和定义域. 这里我们选择 Hilbert 空间 X
= L2(0,h),并令 W = X 伊 X 伊 X 伊 X . 根据边界条件(6),算子(12)的定义域为

摇 摇 D(H) =

u
- 滓
子
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w

沂 W u(0) = u(h) = 子(0) = 子(h) = 0,
u忆 沂 X,且 u忆,滓,子,w

ì

î
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ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

绝对连续
.

通过直接计算,算子(12)相应于零本征值的基本本征函数 追 0 和 一阶本征函数 追 1 为

摇 摇 追 0(x) = (0,0,0,1) T, 追 1(x) = 0, E
淄2 - 1

,0,( )1
T
. (13)

算子(12)的所有非零本征值为 姿 n(n = 依 1, 依 2,…),相应的本征函数 Q0
n,Q1

n 为

摇 摇

姿 n = n仔
h , Q0

n(x) = - sin姿 nx, -
姿 nE
1 + 淄cos姿 nx, -

姿 nE
1 + 淄sin姿 nx,cos姿 n

æ
è
ç

ö
ø
÷x

T

,

Q1
n = 淄 - 3

2姿 n(1 + 淄)sin姿 nx,
E

2(1 + 淄)cos姿 nx( ,

摇 摇 - E
2(1 + 淄)sin姿 nx,

淄 - 3
2姿 n(1 + 淄)cos姿 n )x

T

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(14)
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其中 Q1
n 为 H 相应于 姿 n 的一阶本征函数.

下面引理在文中主要结果的证明中起关键作用.
引理2. 1摇 算子(12)的本征函数追 0(x),追 1(x {), Q0

n(x }) 肄
-肄 {和 Q1

n(x }) 肄
-肄(n 为非零整

数)间成立如下辛正交关系:
摇 摇 掖Q0

n(x),Q0
m(x)业 = 掖Q1

n(x),Q1
m(x)业 = 0,摇 摇 n,m 为任意整数, (15a)

摇 摇 掖追 i(x),Q j
n(x)业 = 0,摇 摇 i, j = 0,1 且为任意整数, (15b)

摇 摇 掖追 0(x),追 1(x)业 = Eh
1 - 淄2, (15c)

摇 摇 掖Q0
n(x),Q1

m(x)业 =
0, m 屹- n,

- 2Eh
(1 + 淄) 2, m =- n{ ,

(15d)

其中辛内积定义为

摇 摇 掖v1,v2业 = 乙 h

0
v1(x) TJv2(x)dx, 对于任意的 v1,v2 沂 W,且 J =

0 I2
- I2

æ
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ø
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0
.

引理 2. 2[14] 摇 下列正交函数集在 Hilbert 空间 L2(0,h) 中按标准的内积是完备的,进而对

于任意的 准 沂 L2(0,h),相应的 Fourier 级数在 L2(0,h) 中收敛于 准 .

蚵 渍 n(x) = sin n仔x( )h
,摇 摇 n 逸1,n 沂 Z;

蛎 渍0(x) = 1, 渍 n(x) = cos n仔x( )h
,摇 摇 n 逸 1,n 沂 Z .

下面的定理是本文的主要结果,它对文中考虑的平面弹性问题施行 Hamilton 体系下的分

离变量法提供了理论保障.
定理 2. 1摇 算子(12)的本征函数系(13)和(14)在空间 W 中 Cauchy 主值意义下完备. 换

言之,对于任意的 g(x) 沂 W,都存在常数 C 0,C1 {, g0 }依n
+肄
n = 1 {和 g1 }依n

+肄
n = 1 使得

摇 摇 g(x) = C 0追 0 + C1追 1 + 移
肄

n = 1
[g0

nQ0
n(x) + g0

-nQ0
-n(x) + g1

nQ1
n(x) + g1

-nQ1
-n(x)] .

证明摇 对于任意的 g(x) 沂W,将其写为矩阵形式 g(x) = (g1(x),g2(x),g3(x),g4(x)) T .
根据引理 2. 1,取

摇 摇 C 0 = 1 - 淄2

Eh 掖g(x), J追 1(x)业 = 1 - 淄2

Eh 乙 h

0
g2(孜)d孜 + 1

h 乙
h

0
g4(孜)d孜,

摇 摇 C1 = - 1 - 淄2

Eh 掖g(x), J追 0(x)业 = 淄2 - 1
Eh 乙 h

0
g2(孜)d孜 .

于是得到

摇 摇 C 0追 0 + C1追 1 = 1 (h 0,乙 h

0
g2(孜)d孜,0,乙 h

0
g4(孜)d )孜

T
. (16)

对于任意的正整数 n, 我们取

摇 摇 g1
n = 1

掖Q1
n(x),Q0

-n(x)业
掖g(x),Q0

-n(x)业 = (1 + 淄) 2

2Eh 掖g(x),Q0
-n(x)业 =

摇 摇 摇 摇 - (1 + 淄)
2Eh 乙 h

0
((1 + 淄)g3(孜) + 姿 ng1(孜)E)sin姿 n孜d孜 +
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摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
2Eh 乙 h

0
((1 + 淄)g2(孜) - 姿 ng4(孜)E)cos姿 n孜d孜,

摇 摇 g0
n =

掖g(x),Q1
-n(x)业

掖Q0
n(x),Q1

-n(x)业
= (1 + 淄) 2

2Eh 掖g(x),Q1
-n(x)业 =

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
4姿 nEh 乙

h

0
((淄 - 3)g3(孜) - 姿 ng1(孜)E)sin姿 n孜d孜 +

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
4姿 nEh 乙

h

0
((淄 - 3)g2(孜) + 姿 ng4(孜)E)cos姿 n孜d孜,

摇 摇 g1
-n =

掖g(x),Q0
n(x)业

掖Q1
-n(x),Q0

n(x)业
= (1 + 淄) 2

2Eh 掖g(x),Q0
n(x)业 =

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
2Eh 乙 h

0
((1 + 淄)g3(孜) - 姿 ng1(孜)E)sin姿 n孜d孜 +

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
2Eh 乙 h

0
((1 + 淄)g2(孜) + 姿 ng4(孜)E)cos姿 n孜d孜

和

摇 摇 g0
-n =

掖g(x),Q1
n(x)业

掖Q0
-n(x),Q1

n(x)业
= - (1 + 淄) 2

2Eh 掖g(x),Q1
n(x)业 =

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
4姿 nEh 乙

h

0
((淄 - 3)g3(孜) + 姿 ng1(孜)E)sin姿 n孜d孜 +

摇 摇 摇 摇 (1 + 淄)
4姿 nEh 乙

h

0
((3 - 淄)g2(孜) + 姿 ng4(孜)E)cos姿 n孜d孜 .

因为

摇 摇 g0
nQ0

n + g0
-nQ0

-n =

摇 摇 摇 摇

(1 + 淄)
2姿 n

(Eh 乙 h

0
(3 - 淄)g2(孜)cos姿 n孜 + 姿 ng1(孜)Esin姿 n孜d )孜 sin姿 nx

1
2 (h 乙 h

0
(3 - 淄)g2(孜)cos姿 n孜 + 姿 ng1(孜)Esin姿 n孜d )孜 cos姿 nx

1
2 (h 乙 h

0
(3 - 淄)g3(孜)sin姿 n孜 - 姿 ng4(孜)Ecos姿 n孜d )孜 sin姿 nx

(1 + 淄)
2姿 n

(Eh 乙 h

0
(淄 - 3)g3(孜)sin姿 n孜 + 姿 ng4(孜)Ecos姿 n孜d )孜 cos姿 n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
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÷
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÷
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÷÷x

且

摇 摇 g1
nQ1

n + g1
-nQ1

-n =

摇 摇 摇 摇

(淄 - 3)
2姿 n

(Eh 乙 h

0
(1 + 淄)g2(孜)cos姿 n孜 - 姿 ng1(孜)Esin姿 n孜d )孜 sin姿 nx

1
2 (h 乙 h

0
(1 + 淄)g2(孜)cos姿 n孜 - 姿 ng1(孜)Esin姿 n孜d )孜 cos姿 nx

1
2 (h 乙 h

0
(1 + 淄)g3(孜)sin姿 n孜 + 姿 ng4(孜)Ecos姿 n孜d )孜 sin姿 nx

(3 - 淄)
2姿 n

(Eh 乙 h

0
(1 + 淄)g3(孜)sin姿 n孜 + 姿 ng4(孜)Ecos姿 n孜d )孜 cos姿 n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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÷
÷
÷÷x

,
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我们有

摇 摇 g0
nQ0

n + g0
-nQ0

-n + g1
nQ1

n + g1
-nQ1

-n =

摇 摇 摇 摇 2

(

h

乙 h

0
g1(孜)sin姿 n孜d )孜 sin姿 n

(

x

乙 h

0
g2(孜)cos姿 n孜d )孜 cos姿 n

(

x

乙 h

0
g3(孜)sin姿 n孜d )孜 sin姿 n

(

x

乙 h

0
g4(孜)cos姿 n孜d )孜 cos姿 n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷x

.

注意到

摇 摇 移
肄

n =
(

1

2
h 乙

h

0
gi(孜)sin姿 n孜d )孜 sin姿 nx,摇 摇 i = 1,3

和

摇 摇 1
h 乙

h

0
g j(孜)d孜 + 移

肄

n =
(

1

2
h 乙

h

0
g j(孜)cos姿 n孜d )孜 cos姿 nx, 摇 摇 j = 2,4

是 gk(x) (k = 1, 2, 3, 4) 按 L2(0,h) {中正交函数系 sin(n仔x / h }) +肄
n = 1 {或 1,cos(仔x / h),

cos(2仔x / h }),… 展开的 Fourier 级数,应用引理 2. 2,可得

摇 摇 C 0追 0 + C1追 1 + 移
肄

n = 1
[g0

nQ0
n(x) + g0

-nQ0
-n(x) + g1

nQ1
n(x) + g1

-nQ1
-n(x)] =

摇 摇 摇 摇 C 0追 0 + C1追 1 + lim
N寅+肄

移
N

n = 1
[g0

nQ0
n(x) + g0

-nQ0
-n(x) + g1

nQ1
n(x) + g1

-nQ1
-n(x)] =

摇 摇 摇 摇 1
h

0

乙 h

0
g2(孜)d孜

0

乙 h

0
g4(孜)d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷孜

+ 移
+肄

n =

(

1

2
h 乙

h

0
g1(孜)sin姿 n孜d )孜 sin姿 n

(

x

2
h 乙

h

0
g2(孜)cos姿 n孜d )孜 cos姿 n

(

x

2
h 乙

h

0
g3(孜)sin姿 n孜d )孜 sin姿 n

(

x

2
h 乙

h

0
g4(孜)cos姿 n孜d )孜 cos姿 n
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è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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=

g1(x)

g2(x)

g3(x)

g4(x

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

)

= g(x),

这就完成了定理的证明. 阴
2. 3摇 方程(9)的一般解

根据定理 2. 1,本征函数系(13)和(14)在空间 W 中 Cauchy 主值意义下完备. 根据叠加原

理,方程(9)的解有如下形式:
摇 摇 U(x,z) = S 0( z)追 0 + S1( z)追 1 +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
[T 0

n( z)Q0
n(x) + T 0

-n( z)Q0
-n(x) + T1

n( z)Q1
n(x) + T1

-n( z)Q1
-n(x)] . (17)

假设方程(9)的非齐次项 f = (0,Fz, - Fx,0) T 可以展开为

摇 摇 f = K 0( z)追 0 + K1( z)追 1 +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
[ f 0

n( z)Q0
n(x) + f 0

-n( z)Q0
-n(x) + f 1

n( z)Q1
n(x) + f 1

-n( z)Q1
-n(x)] . (18)
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据本征函数系的辛正交性,Fourier 系数 K 0( z),K1( z), f 0
依n( z), f 1

依n( z) 为

摇 摇

K 0( z) = 1 - 淄2

Eh 乙 h

0
Fz(缀,z)d缀,

K1( z) = 淄2 - 1
Eh 乙 h

0
Fz(缀,z)d缀,

f 0
依n( z) = (1 + 淄)(淄 - 3)

4姿 nEh 乙 h

0
( 依 Fz(缀,z)cos姿 n缀 - Fx(缀,z)sin姿 n缀)d缀,

f 1
依n( z) = (1 + 淄) 2

2Eh 乙 h

0
(Fz(缀,z)cos姿 n缀 依 Fx(缀,z)sin姿 n缀)d缀

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(19)

将方程(17)和(18)代入方程(9)后,可得到

摇 摇

S1( z) = s1 + 乙 z

0
K1(子)d子,

S 0( z) = ( s0 + zs1) + 乙 z

0
K 0(子)d子 + 乙 z

0
乙 浊

0
K1(子)d子d浊,

T1
n( z) = c1ne姿nz + 乙 z

0
f 1
n(子)e姿n( z-子)d子,

T 0
n( z) = (c0n + zc1n)e姿nz + 乙 z

0
f 0

n(子)e姿n( z-子)d子 +

摇 摇 乙 z

0
乙 浊

0
f 1
n(子)e姿n( z-子)d子d浊,

n = 依 1, 依 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï ,…,

(20)

其中, s0,s1,c0n 和 c1n 为任意常数,它们由 z 侧边的边界条件决定.
将方程(19)和(20)代入式(17)中,方程(9)的一般解 U(x,z) 为

摇 摇 U(x,z) = U0(x,z) + U1(x,z) . (21)
这里

摇 摇 U0(x,z) = (u(x,z), - 滓(x,z),子(x,z),w(x,z)) T =
摇 摇 摇 摇 s0 追 0 + s1(追 1 + z 追 0) +

摇 摇 摇 摇 1
h

0

乙 z

0
乙 h

0
Fz(缀,子)d缀d子

0
淄2 - 1

E 乙 z

0
乙 浊

0
乙 h

0
Fz(缀,子)d缀d子d

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷浊

(22)

且

摇 摇 U1(x,z) = (u(x,z), - 滓(x,z),子(x,z),w(x,z)) T =

摇 摇 摇 摇 移
肄

n =
{

1
c0n撰0

n(x,z) + c1n撰1
n(x,z) + c0-n撰0

-n(x,z) + c1-n撰1
-n(x,z }) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
乙 z

0
(专n(x,z,子) + 专 -n(x,z,子))d子 +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
乙 z

0
(赘n(x,z,浊) + 赘 -n(x,z,浊))d浊, (23)
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其中

摇 摇 撰0
n(x,z) = e姿n zQ0

n(x), 撰1
n(x,z) = e姿n z(Q1

n(x) + z Q0
n(x)),

摇 摇 专n(x,z,子) = ( f 0
n(子)Q0

n(x) + f 1
n(子)Q1

n(x))e姿n( z-子),

摇 摇 赘n(x,z,浊) = Q0
n(x)乙 浊

0
f 1
n(子)e姿n( z-子)d子 .

式(22)给出了所有的 Saint鄄Venant 解,这是零特征值对应的本征解. 解追 0 和 追 1 + z追 0 的

物理意义分别是 z 向的刚体位移和单轴拉伸. 解(23)通常由 Saint鄄Venant 原理所覆盖,这是非

零本征值对应的本征解,它对于满足两端 ( z = 0 及 l) 的边界条件或域内有突变载荷等情形是

非常重要的.

3摇 数 值 算 例

令 h = 1,l = 10. 我们考虑矩形区域 赘 {= (x,z) | 0 臆 x 臆 h,0 臆 z 臆 }l 和 z 侧边的如下

边界条件:
摇 摇 滓 z = 子 xz = 0,摇 摇 摇 摇 摇 摇 z = 0,
摇 摇 滓 z = - 2cos x,子 xz = 0, z = l .

根据上面的条件,可确定一般解(21)中的任意常数 s0,s1,c0依n 及 c1依n . 一些计算结果见下表

(n = 30) .
表 1 计算结果

(x,z) u 滓 z 子 xz w

(0. 05,0. 50) 5. 288 18伊10-14 1. 028 28伊10-12 2. 128 61伊10-13 -4. 377 91伊10-13

(0. 25,5. 00) 2. 124 39伊10-7 6. 756 5伊10-7 6. 352 11伊10-7 -2. 048 21伊10-7

(0. 60,8. 50) 0. 057 774 0 -0. 048 551 2 0. 123 646 0 0. 012 007 8

(0. 96,9. 90) 0. 016 996 1 -0. 485 900 0 0. 035 782 1 0. 054 133 6

4摇 结摇 摇 论

文中用 Hamilton 体系下的辛本征展开精确求解了平面弹性问题,更重要的是,证明了相

应本征函数系的完备性. 文中定理为平面弹性问题施行 Hamilton 体系下的分离变量法提供了

理论保证,而且基于展开定理还得到了问题的一般解.
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Symplectic Eigenfunction Expansion Theorem for
the Rectangular Plane Elasticity Problems

With Two Opposite Simply Supported

HOU Guo鄄lin,摇 Alatancang
(School of Mathematical Sciences, Inner Mongolia University, Hohhot 010021, P. R. China)

Abstract: The eigenvalue problem of the Hamiltonian operator associated with the plane elas鄄
ticity problems was investigated. First, the eigenfunctions of the operator with the mixed
boundary conditions for the displacement and stress in the rectangular region was solved direct鄄
ly. Then, the completeness of the eigenfunctions was proved, thereby demonstrating the feasi鄄
bility of using separation of variables to solve the problems. Finally, the general solution was
obtained by using the symplectic eigenfunction expansion theorem.

Key words: plane elasticity problems; Hamiltonian system; symplectic orthogonality; eigen鄄
function expansion; Hamiltonian operator
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