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半半无限平面裂纹构型横向应力的 Green 函数
*
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摘要:摇 针对各向同性弹性无限大板中半无限裂纹,用解析函数方法求解了裂尖处横向应力的

Green 函数. 加载情况为一任意集中力作用于任意一内点处. 用叠加法求解了复势,它给出该平面

问题的弹性解. 通过渐近分析抽取复势的非奇异部分. 基于该非奇异部分,用一种直接方法求解了

横向应力的 Green 函数. 进一步,用叠加法得到了一对对称和反对称集中力加载时的 Green 函数.
然后,用得到的 Green 函数来预测铁电材料双悬臂梁试验中畴变引起的横向应力. 用力电联合加载

引起的横向应力来判断试验中所观察到的稳定和不稳定裂纹扩展行为. 预测结果和试验数据基本

吻合.
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引摇 摇 言

对 Williams 展开级数[1]的渐近分析表明,裂尖附近平面应力场可由下式表示(参见文献

[2]):

摇 摇 滓ij =
K
2仔r

撞 ij(兹) + 滓T啄1i啄1j + O( r )摇 摇 ( i, j = 1,2), (1)

其中,直角坐标系定义如下: x鄄 轴沿裂纹延长线方向;y鄄 轴垂直于该方向,K 是应力强度因子

(SIF), r 和 兹 是原点位于裂尖的极坐标系,撞(兹) 是裂尖奇异应力场的普适角分布函数,啄1i 和

啄1j 是 Kronecker 啄 函数. 滓T 为横向应力,即首项非奇异项,它在裂尖处可以有非零值.
在断裂力学中,横向应力非常重要,对断裂行为有显著的影响. Sih 报道了 Westergaard 函

数中[3]忽略了一项非零常数,该常数与横向应力有关[4] . Larsson 和 Carlsson 发现不同试件裂

尖塑性区的形状和尺寸之间存在很大的差别[5],这些差别被归因于在不同试件中横向应力的

不同[6] . 除了对过程区的影响,横向应力还会影响裂纹扩展行为. Cotterell 和 Rice 发现在玉型
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加载条件下,横向应力掌控着裂纹扩展的稳定性[7] . Tvergaard 在混合玉鄄芋型加载条件下分析

了横向应力对裂纹扩展的影响[8] . Li 等用位错堆积模型和奇异积分方程研究了弹性横向应力

对两个平行裂纹扩展方向的影响[9] .
Larsson 和 Carlsson 通过两种有限元计算结果的平均差值来确定弹性横向应力. 利用数值

分析,Leevers 和 Radon 计算了几种试件无量纲的双轴应力比值,该比值取决于横向应力[10] .
基于有限元分析,Kfouri 利用 J鄄 积分估算了横向应力[11] . 在功共轭积分基础上,Sham 利用高

阶权函数方法计算了横向应力[12] . Wang 利用有限元方法计算了单边缺口、双边缺口和中心裂

纹板的横向应力[13] . Broberg 利用位错组方法来计算横向应力,得到了一个 Fredholm 方程,它
可以被精确求解[14] . Li 用奇异积分方程求解了交叉型裂纹裂尖附近的横向应力[15] . Fett 等综

合了 Wigglesworth 方法和级数展开得到了应力强度因子、横向应力和权函数[16] . 针对薄壁圆

柱体中圆周方向不同尺寸组合的穿透裂纹,Lewis 和 Wang 利用有限元方法得到了横向应力

解[17] . Chen 等用解析函数和奇异积分方程方法调查了不同裂纹构型的横向应力[18鄄20] . 另外,
文献[21鄄22]也报道了一些断裂试件的横向应力解.

不同裂纹构型的应力强度因子解已经比较成熟,并被收集在相关的手册中,见文献[23鄄
24]. 然而,对于横向应力而言,现有的结果还是非常有限的. 本文意在求解弹性各向同性无限

大板中半无限裂纹尖端处横向应力的 Green 函数. 裂纹与负水平轴重合,受集中力加载. 本文

采用 Kolosov鄄Muskhelishvili 发展的复势方法来求解该平面弹性问题[25] .

1摇 在内点处作用一集中力时横向应力的 Green 函数

1. 1摇 复势

根据叠加原理,中心穿透裂纹构型在集中力加载时的复势解由 Erdogan[26]和 Sih[27] 给出.
根据复势 准( z) 和 赘( z), 应力分量可表示为

摇 摇
滓yy + 滓xx = 2[准( z) + 准( z)],

滓yy - 滓xx + 2i滓xy = 2[( z- - z)准忆( z) - 准( z) + 赘
-
( z)]

{
.

(2)

由上式可得

摇 摇 滓xx = Re[ - ( z- - z)准忆( z) + 3准( z) - 赘
-
( z)], (3)

其中 Re 表示实部.
正如 Erdogan 和 Sih 所展示的那样,全场解可由集中载荷作用下无限大板的无裂纹解和裂

纹面抵消面力解的叠加来构造. 分别用下标“1冶和“2冶来标记这两部分,复势 [准( z),赘( z)] 可

以分解为

摇 摇 [准( z),赘( z)] = [准1( z),赘1( z)] + [准2( z),赘 2( z)] . (4)
对于无裂纹时的情形,若一集中力 q + ip 作用在点 z0, 则对应的解为[25]

摇 摇
准1( z) = - F

z - z0
,

赘1( z) = 资F
z - z-0

+
F
-
( z-0 - z0)
( z - z-0) 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(5)

其中
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图 1摇 作用在内点处的集中力

Fig. 1摇 Concentrated force acting at interior point

摇 摇

F = q + ip
2仔(1 + 资),

资 =
3 - 4淄 (平面应变),
3 - 淄
1 + 淄 (平面应力){

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

摇 (6)

基于文献[26鄄27]中的相应复势,通过抵消综

合方程(2)和(5)求得的面力,对于如图 1 所示的

半无限平面裂纹问题的复势,可得如下表达式:

摇 摇

准2( z) = 1 {2
F

z - z0 1 -
z0æ

è
ç

ö

ø
÷

z
- 资F
z - z-0

1 -
z-0

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
-

摇 摇 F
-
( z-0 - z0)

1
( z - z-0) 2 1 -

z-0
æ

è
ç

ö

ø
÷

z
- 1
z - z-0

1
2 zz-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }

0

,

赘 2( z) = 准2( z

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ),

(7)

其中 ( r0,兹0) 是点 z0 的极坐标. 把方程(5)和(7)代入方程(4),即得该裂纹问题的复势,另外,
还可以根据文献[23]中的应力强度因子来验证该复势.
1. 2摇 单个集中力作用时的 Green函数

根据方程(1)中横向应力的定义,即应力分量 滓xx 的首项非奇异项,可得

摇 摇 滓T =驻 lim
z寅0

滓xx | reg, (8)

其中下标“reg冶表示从渐近分析中提取的非奇异部分. 综合方程(3)和(8),求解横向应力的问

题退化为推导复势的非奇异项. 由方程(7)的渐近分析,可得

摇 摇 准2( z) | reg =
1
2

F
z - z0 1 - z

z
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

- 资F
z - z-0

1 - z
z-

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

0

-

摇 摇 摇 摇 1
2 F

-
( z-0 - z0)

1
( z - z-0) 2 1 - 2 - z

z-( )
0

z
z-

é

ë
êê

ù

û
úú

0

- 1
2

1
z-0( z - z-0)

z
z-{ }
0

. (9)

因此,联合方程(3)、(4)、(5)、(7)、(8)、(9),可得

摇 摇 滓T = 2Re 资
Fz0
z0 z-0

+
F
-
z30

( z0 z-0)
é

ë
êê

ù

û
úú2 , (10)

由上式,可以确定图 1 中裂纹问题的 Green 函数为

摇 摇
Gsingle

1

Gsingle{ }
2

= 1
仔(资 + 1) r0

cos3兹0 + 资cos兹0

sin3兹0 - 资sin兹{ }
0

. (11)

基于复势理论,Chen 用不同于本文的方法求得了横向应力的表达式[18] . Chen 利用“基本

场冶的概念来求解横向应力,基本场被定义为外加载荷引起的无裂纹板的应力场. 由基本场,
可得

摇 摇 滓T = (滓xx - 滓yy) un鄄cracked | z = 0 . (12)
上式表明,含裂纹板的横向应力可以由无缺陷板的应力场来获得. 综合方程(2)、(5)、(12),可
以求得与方程(10)同样的结论. 这种一致性也为本文的推导提供了直接的支持.
1. 3摇 两个特例

有两种特殊情况值得讨论. 首先,如果集中力沿正 x鄄 轴作用,则对于 兹0 = 0, 可得
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摇 摇
Gsingle

1

Gsingle{ }
2

= 1
仔r0{ }10 , (13)

即只有点力的水平分量会引起横向应力,并且横向应力与点力水平分量的符号相同.
其次,如果集中力沿 y鄄 轴作用,则对于 兹0 = 仔 / 2, 可得

摇 摇
Gsingle

1

Gsingle{ }
2

= 1
仔r0

0
-{ }1 , (14)

上式表明纵向拉伸应力引起压缩横向应力. 同时,对于 兹0 = - 仔 / 2, 可得

摇 摇
Gsingle

1

Gsingle{ }
2

= 1
仔r0{ }01 , (15)

上式表明纵向压缩应力引起拉伸横向应力. 另一方面,在这种加载模式下,点力的水平分量对

横向应力无影响.

2摇 在内点处分别作用一对对称和反对称集中力时的 Green 函数

2. 1摇 对称集中力作用时的 Green函数

如图 2(a)所示,这部分讨论一对对称集中力 q + ip 和 q - ip 分别作用在任意点 z0 和其共

轭点 z-0 的加载情形. 由对称性,对应图 2(a)中问题的复势可由方程(5)和 (7)中的复势分别

叠加它们的共轭得到

摇 摇
准( z) = 准1(F,z0,z) + 准1(F

-
,z-0,z) + 准2(F,z0,z) + 准2(F

-
,z-0,z),

赘( z) = 赘1(F,z0,z) + 赘1(F
-
,z-0,z) + 赘 2(F,z0,z) + 赘 2(F

-
,z-0,z)

{
.

(16)

(a) 对称加载 (b) 反对称加载

(a) Symmetrical loading (b) Anti鄄symmetrical loading
图 2摇 作用在内点处的一对集中力

Fig. 2摇 A pair of concentrated forces acting at interior point

把方程(3)、(5)、(7)、(16)代入方程(8)中,可得

摇 摇 滓T = 4Re 资
Fz0
z0 z-0

+
F
-
z30

( z0 z-0)
é

ë
êê

ù

û
úú2 , (17)

由上式,可得

摇 摇
Gsym

1

Gsym{ }
2

= 2
仔(资 + 1) r0

cos3兹0 + 资 cos兹0

sin3兹0 - 资sin兹{ }
0

. (18)

2. 2摇 反对称集中力作用时的 Green函数

如图 2(b)所示,这部分讨论一对反对称集中力 q + ip 和 - (q + ip) 分别作用在任意点 z0
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和其共轭点 z-0 的加载情形. 由叠加原理,可得

摇 摇
准( z) = 准1(F,z0,z) + 准1( - F,z-0,z) + 准2(F,z0,z) + 准2( - F,z-0,z),

赘( z) = 赘1(F,z0,z) + 赘1( - F,z-0,z) + 赘 2(F,z0,z) + 赘 2( - F,z-0,z)
{ .

(19)

与对称加载情形类似,可得

摇 摇 滓T = 2Re 资
F( z0 - z-0)

z0 z-0
+
F
-
( z30 - z-3

0)
( z0 z-0)

é

ë
êê

ù

û
úú2 , (20)

由此,可导出图 2(b)中反对称加载时 Green 函数的表达式为

摇 摇
Gasym

1

Gasym{ }
2

= 2
仔(资 + 1) r0

0
sin3兹0 - 资sin兹{ }

0

. (21)

3摇 应摇 摇 用

Westram 等试验研究了力电联合加载的铁电陶瓷双悬臂梁(DCB)试验[28],其结果如图 3
所示. 根据应力强度因子和电场强度组合的不同,可以观察到裂纹扩展分为 3 个不同的区域.
这 3 个区域分别是无裂纹扩展、直(稳定)裂纹扩展和弯曲(不稳定)裂纹扩展,它们分别对应

图 3 中的实心圆、三角形和五角星.

图 3摇 理论预测的横向应力等值线与 R觟del 和 Westram 图 4摇 静止裂纹裂尖处 90毅畴变区

得到的试验结果的比较(参见文献[29]) 的畴界[29]

Fig. 3摇 Contours of T鄄 stress from theoretical prediction Fig. 4摇 Borders of the 90毅 domain switching zone

in comparison with the experimental data around the tip of a stationary crack[29]

of R觟del and Westram, see Ref. [29]

为了解释该试验数据,我们提出了一个“大范围畴变冶(LSS)模型[30] . 根据 LSS 模型,得到

了静止裂纹尖端附近的畴变区,如图 4 所示[29],其中 祝1,祝2 和祝3 组成了整个90毅畴变区,E表

示外加电场,P0 表示自发极化矢量的初始取向,P90 和 P180 分别表示发生 90毅和 180毅畴变后的

自发极化矢量. 实线代表 90毅畴变区,虚线代表 180毅畴变区. 由于对称性,图中只示出了下半部

分畴变区.
畴变时,沿 90毅畴界会产生约束力 Ti . 以对称加载时求得的 Green 函数为权函数来加权积

分该约束力,就可以得到畴变引起的横向应力 TDS:

摇 摇 TDS = 蓍
祝i
TiG id祝 i . (22)

在计算畴变引起的横向应力时,为简单起见,利用理想的半无限裂纹构型来近似 DCB 试件;并
且假设铁电材料是各向同性,不考虑其压电效应. 值得注意的是,我们根据方程(18)来计算 祝2
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和 祝3 引起的横向应力,根据其它权函数来计算 祝1 引起的横向应力,详情可参见文献[29]. 对
于 DCB 试验,总的横向应力由两部分组成:

摇 摇 T = TDS + TM, (23)
其中 TM 表示力加载引起的横向应力,它可以由一个经验公式来确定[29] . 图 3 示出了总的横向

应力的等值线.
前已提及,横向应力可以作为一个准则的参数来判断裂纹扩展稳定性[7] . 具体而言,当 T

< 0, 一个直的玉型裂纹扩展是稳定的;而当 T > 0 时,它是不稳定的. 综合加载引起的横向应

力和该准则,我们可以判断不同力电加载组合下不同的裂纹扩展行为. 在图 3 中,点虚线代表

负横向应力的等值线;实线代表正横向应力等值线;虚线代表横向应力为 0 的等值线,它同时

也作为稳定和不稳定裂纹扩展的分界线. 容易看到,无裂纹扩展和稳定裂纹扩展的大部分区域

和负横向应力区域一致. 正如 Cotterell 和 Rice 指出的那样[7],横向应力的等值线图清楚表明

了裂纹扩展的不稳定性是由正横向应力引起的.

4摇 结摇 摇 论

利用复势方法,本文求解了弹性各向同性无限大板中半无限裂纹裂尖附近横向应力的

Green 函数. 加载方式为一任意集中力作用在内点处. 利用叠加法来求解该平面弹性问题的复

势. 由渐近分析,提取复势的非奇异项,基于该非奇异项,可以直接推导横向应力的 Green 函

数. 由叠加法,可以得到一对对称和反对称集中力作用下横向应力的 Green 函数. 作为例子,我
们应用对称加载时的 Green 函数作为权函数来计算力电联合加载下双悬臂梁试验中畴变引起

的横向应力. 利用得到的横向应力来区分不同力、电载荷组合下稳定和不稳定裂纹扩展. 所得

预测结果和试验结果大致吻合.
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Green爷s Function for T鄄Stress of a
Semi鄄Infinite Plane Crack

CUI Yuan鄄qing1,摇 YANG Wei2,摇 ZHONG Zheng1

(1. School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics,
Tongji University, Shanghai 200092, P. R. China;

2. University Office, Zhejiang University, Hangzhou 310058, P. R. China)

Abstract: Green爷s function for the T鄄stress near a crack tip was addressed by an analytic func鄄
tion method for a semi鄄infinite crack lying in an elastical, isotropic, and infinite plate. The
cracked plate was loaded by single inclined concentrated force at interior point. The complex
potentials were obtained by a superposition principle, which provide the solutions to the plane
problems of elasticity. The regular parts of the potentials were extracted by an asymptotic anal鄄
ysis. Based on the regular parts, Green爷s function for the T鄄stress was obtained in a straight鄄
forward manner. Furthermore, Green爷s functions were derived for a pair of symmetrically and
anti鄄symmetrically concentrated forces by the superimposing method. Then Green爷 s function
was used to predict the domain鄄switch鄄induced T鄄stress in a ferroelectric double cantilever
beam(DCB) test. The T鄄stress induced by the electromechanical loading was used to judge the
stable and unstable crack growth behaviors observed in the test. The prediction results roughly
agree with the experimental data.

Key words: Green爷s function; T鄄stress; complex variable function; semi鄄infinite crack; frac鄄
ture mechanics

919崔摇 元摇 庆摇 摇 摇 杨摇 摇 卫摇 摇 摇 仲摇 摇 政


