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Brown 凝并中两个不同直径
纳米颗粒的碰撞系数
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摘要:摇 对 Brown 凝并中两个不同直径纳米颗粒的碰撞系数进行了研究,通过求解碰撞方程,获得

了在 van der Waals 力和弹性变形力作用下,直径为 100 nm 至 750 nm 的邻苯二甲酸二辛酯纳米颗

粒的碰撞系数. 发现碰撞系数总体上随着颗粒直径和 2 个颗粒半径比的增加而减小;当颗粒直径

为 550 nm 时,碰撞系数有一个突然的增加. 最后给出了具有不同直径 2 个纳米颗粒碰撞系数的新

表达式.
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引摇 摇 言

纳米颗粒的输运和凝并在许多自然现象和工业过程中起着很重要作用[1鄄2] . 对于半径小于

1 000 nm 的颗粒,颗粒的 Brown 运动是导致颗粒凝并的主要因素[3鄄5] . 当凝并发生时,颗粒的数

量将发生变化,而单位体积内的颗粒数量变化率取决于理想变化率 k0 和碰撞效率琢的乘积(k0

是不存在颗粒间水动力和胶体相互作用时的碰撞效率,琢 是在一定颗粒尺度、材料和环境下 2
个颗粒碰撞时发生凝并的概率). Smoluchowski 已经确定了 Brown 凝并中的 k0 . Derjaguin 和

landau[6]以及 Verwey 和 Overbeek[7]在不考虑 van der Waals 力和双电层力的情况下确定了 琢 .
接着,Spielman[8],Hoing 等[9]在连续介质假设和考虑胶体力情况下,计算了 Brown 凝并的 琢 .
Hocking[10]考虑了非连续介质效应对 2 个颗粒间润滑流动的影响. Russel 等[11] 在考虑 van der
Waals 力的前提下,计算了 Brown 凝并率. Chun 和 Koch[12]为了预测初始碰撞率,研究了凝并过

程中非连续润滑力和 van der Waals 力的效应. 在碰撞过程中,颗粒变形产生的弹性力是影响

碰撞效率的因素之一,Wang 等[13]在考虑 van der Waals 力和弹性力的情况下,给出了对心斜碰
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撞的碰撞效率.
然而,以上提到的研究只集中在具有相同直径颗粒的凝并情形. 实际上,颗粒的直径通常

是不相同的. 迄今为止,在考虑 van der Waals 力和弹性力的情况下,研究不同直径的 2 个纳米

颗粒的碰撞效率,还没见到相关的研究报导. 因此,本文旨在研究具有 van der Waals 力和弹性

力作用的 2 个不同直径纳米颗粒的碰撞效率,并且建立碰撞效率与颗粒直径和 2 个颗粒直径

比的新的关系式.

1摇 颗粒的受力分析

1. 1摇 van der Waals 力
首先给出 Knudsen 数 Kn 的定义,它表示分子平均自由程与颗粒半径之比. van der Waals

力是当颗粒相互靠近时由电极效应产生的. 在 10 -2 逸 Kn逸 O(10) 的范围内,van der Waals 力
起重要作用. 根据颗粒碰撞的变形过程,经受一定变形情况下的颗粒所受到的 van der Waals
力可以表示为[14]

摇 摇 FvdW =
Adp

24Z2
0
+ S(dp - S) A

6Z3
0
, (1)

式中, dp 是颗粒直径,S 是颗粒的变形位移,Z0 是 van der Waals 力所能作用的范围( Z0 通常取

16. 5 ~ 40 nm), A 是 2 个理想颗粒的 Hamaker 常数,表示为[15]

摇 摇 A = 3
4 kT 着1 - 着3

着1 + 着
æ
è
ç

ö
ø
÷

3

2

+
3P lve
16 2

(n2
1 - n2

3) 2

(n2
1 + n2

3) 3 / 2, (2)

式中, k 是 Boltzmann 常数, T 是绝对温度,P l 是 Planck 常数, ve 是自由电子气体等离子体频

率,通常取 3. 0伊1015 s-1, n1 和 着1 分别是粒子的折射指数和介电常数,n3 和 着3 分别是悬浮介质

的折射指数和介电常数.
方程(2)右边的第 1 项表示颗粒碰撞初始阶段的 van der Waals 力,此时是点接触;第 2 项

是面接触时的 van der Waals 力.

图 1摇 2 个颗粒碰撞示意图

Fig. 1摇 Sketch map of the collision

between two particles

1. 2摇 弹性变形力

如图 1 所示,当 2 个圆球离子碰撞时将发生变形. 图 1 中 S
是颗粒 A 的变形位移. 阴影部分是变形区域. 碰撞过程由 2 部分

组成,即压缩和回弹. 当 S等于最大值 Smax 时,2 颗粒间的相对速

度为 0. 根据颗粒材料的弹性阻抗,当压缩过程停止时,颗粒的

回弹开始. 描述颗粒表面的方程为

摇 摇 x2 + [y - (R - S)] 2 = R2 摇 摇 (y < 0) . (3)
由于颗粒 A 的变形而作用于颗粒 B 上的弹性变形力为

摇 摇 Fe = 乙dFe = 乙y = -s

y = 0
仔ks( - y)dx2 =

摇 摇 摇 摇 仔ks 乙 s

0
( - y)d( - y2 + 2(R - S)y + 2RS - S2) =

摇 摇 摇 摇 仔ks
S3

3 -
dp

2 Sæ
è
ç

ö
ø
÷2 , (4)

式中 ks 是材料的刚度,它依赖于材料特性和颗粒的直径.
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2摇 碰 撞 模 型

如图 2 所示,2 个具有不同直径的圆形颗粒碰撞,右边的颗粒具有初速度 v,而左边的颗粒

静止. 左边和右边颗粒的半径分别为 R1 和 R2,变形位移分别为 S1 和 S2 . 在碰撞过程中,考虑

van der Waals 力 FvdW 和弹性变形力 Fe . 由图 2 可以得到如下方程:

图 2摇 2 个不同直径颗粒的碰撞

Fig. 2摇 Two collision particles with different diameters

S2 = R2 -

摇 摇 R2
2 - [R2

1 - (R1 - S1) 2]

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (S1 臆 R1), (5a)

S2 = 2(R2 - R2
2 - R2

1 ) - R2 +

摇 摇 R2
2 {- R2

1 - [R2
1 - (2R1 - S1) 2 }]

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (S1 > R1) . (5b)

定义 茁(茁 = R2 / R1) 作为 2 个颗粒的半径比,可以

将方程(5)化为

S2 = 茁R1 - 茁2R2
1 - 2R1S1 + S2

1

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (S1 臆 R1), (6a)

摇 摇 S2 = 2(茁 - 茁2 - 1 )R1 - 茁R1 + 茁2R2
1 - 2R1(2R1 - S1) + (2R1 - S1) 2

(S1 > R1) . (6b)

2. 1摇 压缩阶段

在压缩的开始阶段,右边的颗粒在碰撞点上以初速度 v0 接触到左边颗粒,初始位移变形 S
是 0. 在压缩过程中,由于 van der Waals 力和弹性变形力的作用,位移变形增加而相对速度 v
减少. 在压缩的最后一刻,相对速度为 0 而位移变形达到最大值 Smax . 压缩过程中的位移变形

可以描述为

摇 摇 dS
dt =

(2xv - 2茁R1v)(2R1 - 2x + 2茁R1) + 2v(x2 - 2茁R1x)
(2R1 - 2x + 2茁R1) 2 摇 摇 (S 臆 R1), (7a)

摇 摇 dS
dt =

2( - 2茁R1v + 4R1v 茁2 - 1 + 2xv)(R1 + 茁R1 - 2R1 茁2 - 1 - x)
4(R1 + 茁R1 - 2R1 茁2 - 1 - x) 2

+

摇 摇 摇 摇
2v( - 4茁R2

1 茁2 - 1 - 2x茁R1 + 4茁2R2
1 - 4R2

1 + 4xR1 茁2 - 1 + x2)
4(R1 + 茁R1 - 2R1 茁2 - 1 - x) 2

(S > R1), (7b)

摇 摇 dv
dt =

Fe1 - FvdW1

m1
+
Fe2 - FvdW2

m2
, (8)

式中, S = S1,x = S1 + S2 是2 个颗粒的相对位移,v = dx / dt是2 个颗粒的相对速度,Fe1 和 Fe2 以

及 FvdW1 和 FvdW2 分别是 2 个颗粒的弹性变形力和 van der Waals 力, m1 和 m2 分别是 2 个颗粒

的质量.
方程(8)和(9)的初始条件是

摇 摇 S t = 0 = 0, (9)
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摇 摇 v t = 0 = v0, (10)
式中 v0 是2 个颗粒的初始相对速度. 求解方程(7)~(10) 可以给出最大变形 Smax,该值是判断2
个颗粒是否凝并的主要依据. 此外,Smax 是连接压缩阶段和回弹阶段的转折值. 在 Smax 的基础

上,可以建立回弹阶段的控制方程.
2. 2摇 回弹阶段

在回弹阶段,变形开始消失,变形位移减少. 在本文假设的非完全弹性碰撞的情况下,压缩

阶段和回弹阶段的弹性力是不同的,这导致在碰撞过程中机械能的损失,当损失足够大时就发

生了凝并.
对于非完全弹性碰撞,回弹阶段的弹性变形力的表达式为

摇 摇 F忆
e1 =

仔k0 R1 Smax - 1
e (Smax - S( ))

2
- 1

3 Smax - 1
e (Smax - S( ))( )

3
,

S 沂 [(1 - e)Smax,Smax],
0, S 沂 [0,(1 - e)Smax

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ],

(11a)

摇 摇 F忆
e2 =

仔k0 R2 Smax2 - 1
e (Smax2 - S2( ))

2
- 1

3 Smax2 - 1
e (Smax2 - S2( ))( )

3
,

S2 沂 [(1 - e)Smax2,Smax2],
0, S2 沂 [0,(1 - e)Smax2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ],

(11b)

这里, e 为回弹系数,且

摇 摇 Smax2 =
茁R1 - 茁2R2

1 + S2
max - 2R1Smax ,摇 摇 摇 摇 摇 摇 Smax 臆 R1,

2(茁 - 茁2 - 1 )R1 - 茁R1 + 茁2R2
1 - 2R1(2R1 - Smax) + (2R1 - Smax) 2 ,

Smax > R1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

于是,方程(8)可以写成

摇 摇 dv
dt =

F忆
e1 - FvdW1

m1
+
F忆

e2 - FvdW2

m2
. (12)

初始条件可以表示为

摇 摇 S t = 0 = Smax, (13)
摇 摇 v t = 0 = 0. (14)
结合初始条件(13)和(14),由解方程(7)和(12)可以得到回弹最后时刻的参数,通过该

参数,可以判断颗粒的凝并是否发生. 在回弹时如果变形位移 S 已经为 0,而相对速度 v仍然大

于 0,则凝并不发生.

3摇 凝 并 效 率

在碰撞过程中,由于非完全弹性碰撞,颗粒的机械能将损失. 如果在回弹阶段结束前,相对

速度已经减少到 0,则颗粒将凝并,否则颗粒将分开. 我们可以采用 Maxwell 速度分布来发现相

应的概率以及确定凝并发生时的临界速度. 这一概率便是 Brown 凝并的碰撞效率.
由解方程(6) ~ (8)和(11) ~ (13),可以给出 S,v和 t的关系. 根据 v( t),可以得到 v( t) 为

最小值时的非零根 t10,然后搜寻 S( t10) . S( t10) 逸0,这意味着当相对速度为0时,2个颗粒仍保

持接触,即凝并发生. 否则,当 S( t10) < 0,凝并不发生. 根据以上给出的原理,可以获得凝并发

生时的临界速度 v0cr . 最后,将 v0cr 代入 Maxwell 速度分布式,可以得到碰撞效率 琢:
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摇 摇 琢 = 乙-v0cr

0
f(v)dv = 乙-v0cr

0
4仔 m2

2仔
æ
è
ç

ö
ø
÷

kT

3 / 2

e -m2v2 / (2kT) v2dv . (15)

4摇 结果与讨论

方程(6) ~ (8)和(11) ~ (13)由四阶 Runge鄄Kutta 法进行数值求解. 选择邻苯二甲酸二辛

酯纳米颗粒为研究对象,相关的参数如表 1 所示.
表 1摇 邻苯二甲酸二辛酯颗粒的相关参数

Table 1摇 Related parameters of dioctyl phthalate particles

A 滋 / (Pa·s) k0 籽 / (kg / m3) 姿 / nm e

6. 8伊10-20 17. 8伊10-6 f (dp) 0. 982 65 0. 7

摇 摇 表 1 中的 k0 可以根据 Devir[16鄄17]的实验数据表示为 dp 的函数:

摇 摇 ln k0

10
æ

è
ç

ö

ø
÷

7 = 15d3
p + 33d2

p - 29dp + 6. 3. (16)

4. 1摇 压缩过程中 Smax 与 v0 的关系

如图 3 所示,在压缩阶段通过解方程可以得到最大变形 Smax 和 2 颗粒间初始相对速度 v0
的关系,图中 v0 为负值是因为右边的颗粒沿着 x 轴的反方向运动. 由图可见,除了 茁 = 3 外,对
所有的 茁(茁 是 2 个颗粒的半径比),Smax 与 v0 成比例. 图中有 2 点值得关注,一是 茁 = 3 时,最大

值 Smax 出现在 v0 = - 0. 35处,这意味着2个颗粒的半径比对于最大变形与初始相对速度的关系

有影响;另一点是当 茁 = 1 时,曲线有最小的斜率,这意味着 2 两个颗粒有相同的直径时,最大

变形对于初始相对速度的变化最不敏感. 根据图 3 的 5 条曲线,可以给出多项式为

摇 摇 Smax = (1. 301 4茁3 - 3. 606 4茁2 + 4. 787 8茁 - 2. 463 9) 伊 10 -7v30 +

摇 摇 摇 摇 (0. 414 1茁3 - 1. 810 4茁2 + 5. 351 0茁 - 3. 695 3) 伊 10 -7v20 +

摇 摇 摇 摇 (0. 214 5茁3 - 1. 204 2茁2 + 2. 060 5茁 - 4. 224 0) 伊 10 -8v0 +

摇 摇 摇 摇 (1. 486 3茁3 - 8. 652 0茁2 + 12. 506 0茁 + 4. 737 0) 伊 10 -8 摇 摇 (v0 < 0) . (17)
由方程(17)可以根据 v0 和 茁 方便地得到 Smax .
4. 2摇 回弹过程中 Sf 与 Smax 的关系

回弹过程中 Sf 和 Smax 的关系如图 4 所示,图中 Sf 是当相对速度为 0 时颗粒的变形位移. 可
见对所有的 茁,Sf 随着 Smax 的增加而由正值减少为负值. 在 Sf = 0 处存在一临界点 Sf cr, 在临界

点上颗粒的凝并发生. 图中 5 条曲线的多项式为

摇 摇 Sf = (0. 237 9茁3 - 1. 607 6茁2 + 3. 467 3茁 - 2. 432 7) 伊 1016S3
max +

摇 摇 摇 摇 ( - 0. 837 4茁3 + 5. 685 5茁2 - 12. 452 0茁 + 8. 859 4) 伊 109S2
max +

摇 摇 摇 摇 (1. 020 3茁3 - 6. 973 2茁2 + 15. 415 0茁 - 11. 044 0) 伊 102Smax +

摇 摇 摇 摇 ( - 42. 341 0茁3 + 2. 906 7茁2 - 6. 459 7茁 + 4. 649 2) 伊 10 -5 . (18)
4. 3摇 碰撞效率的新表达式

如前所述,颗粒凝并发生时 Sf 为0,此时根据图4 或方程(18),可以得到 Smax cr(对应于 Sf =
0) . 然后,将 Smax cr 代入方程(17),可以获得临界相对速度 v0cr . 最后,可以根据方程(15),得到

碰撞效率 琢,例如,当 dp = 200 nm 和 茁 = 1. 5 时有
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图 3摇 在各种颗粒半径比下压缩阶段的 图 4摇 在各种颗粒半径比下回弹阶段的

Smax 与 v 的关系 Sf 与 Smax 的关系

Fig. 3摇 Relationship between Smax and v in compression Fig. 4摇 Relationship between Sf and Smax in spring鄄back

for various radius ratios of two particles for various radius ratios of two particles

图 5摇 在各种颗粒半径比下 琢 与 dp 的关系

Fig. 5摇 Relationship between 琢 and dp for

various radius ratios of two particles

琢 = 乙 0. 388 5

0
4仔 m2

2仔
æ
è
ç

ö
ø
÷

kT

3 / 2

em2v2 / (2kT) v2dv =

摇 摇 0. 364 9. (19)
对于不同的 dp 和 茁,可以计算 琢, 如图 5 所

示,由图可见,在 100 ~ 500 nm 颗粒直径的范围,
随着 dp 和 茁的增加,碰撞效率 琢减少. 有趣的是大

约在 dp = 550 nm处,存在一琢的小峰值,原因是随

着颗粒直径的增加,van der Waals 力对于颗粒凝

并的作用减弱,如果不考虑弹性力,则在仅考虑

van der Waals 力的情况下,随着颗粒直径的增加,
碰撞效率单调减少. 可见, 琢 峰值的出现显然归因

于弹性变形力的存在. 当 dp < 500 nm 时,随着颗

粒直径的增加,van der Waals 力起主要作用,碰撞

效率减小. 当 dp > 500 nm 时,弹性变形力起主要作用,而该力并非随颗粒的直径单调变化. 因
此,在 dp = 550 nm 处,存在一碰撞效率的最大值. 这也说明考虑与不考虑弹性变形力,碰撞效

率是不同的.
根据图 5,碰撞效率 琢 可以用一多项式表示:
摇 摇 琢 = (3. 238 9茁3 - 19. 547 6茁2 + 37. 864 1茁 - 36. 113 3)d3

p +

摇 摇 摇 摇 ( - 3. 467 9茁3 + 20. 855 9茁2 - 40. 203 9茁 + 38. 224 1)d2
p +

摇 摇 摇 摇 (1. 101 5茁3 - 6. 618 9茁2 + 12. 862 8茁 - 12. 897 3)dp +

摇 摇 摇 摇 ( - 0. 047 3茁3 + 0. 292 2茁2 - 0. 696 5茁 + 1. 458 9),
摇 摇 dp 沂 [0. 1 滋m, 0. 5 滋m], (20)

摇 摇 琢 = ( - 0. 030 2茁2 - 0. 188 3茁 + 1. 550 9)d2
p +

摇 摇 摇 摇 (0. 002 8茁2 + 0. 507 9茁 - 2. 810 8)dp +
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摇 摇 摇 摇 (0. 012 9茁2 - 0. 295 2茁 + 1. 472 6),摇 摇 dp 沂 [0. 55 滋m, 0. 75 滋m] . (21)
由方程(20)和(21),可以方便地根据颗粒直径和颗粒的半径比计算碰撞效率.

5摇 结摇 摇 论

本文对在 Brown 凝并中 2 个不同直径颗粒的碰撞效率进行了研究. 首先,推导了碰撞方

程,然后在考虑 van der Waals 力和弹性变形力作用下,用四阶 Runge鄄Kutta 法求解方程,获得

了直径在 100 nm 至 750 nm 范围内 2 个不同直径的邻苯二甲酸二辛酯纳米颗粒的碰撞系数.
结果说明,随着颗粒直径的增加,碰撞效率总体减少. 在颗粒直径为 550 nm 处,碰撞系数有一

个突然的增加. 不同直径颗粒的碰撞效率小于相同直径颗粒的碰撞效率,2 个颗粒半径比越

大,碰撞效率越小. 论文最后给出了 2 个不同直径颗粒碰撞效率的新的表达式,以此可以建立

碰撞效率与颗粒直径和 2 个颗粒半径比的关系.
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Collision Efficiency of Two Nanoparticles With Different
Diameters in the Brownian Coagulation

WANG Yu鄄ming1,摇 LIN Jian鄄zhong1,2

(1. Institute of Fluid Measurement and Simulation, China Jiliang University,
Hangzhou 310018, P. R. China;

2. State Key Laboratory of Fluid Power Transmission and Control,
Zhejiang University, Hangzhou 310027, P. R. China)

Abstract: Collision efficiency of two nanoparticles with different diameters in the Brownian co鄄
agulation was investigated. The collision equations were solved to obtain the collision efficiency
for the dioctyl phthalate nanoparticle with diameter changing from 100 nm to 750 nm in the
presence of van der Waals force and elastic deformation force. It is found that the collision effi鄄
ciency decreases as a whole with the increase of both the particle diameter and radius ratio of
two particles. There exists an abrupt increase in the collision efficiency when the particle diam鄄
eter is equal to 550 nm. Finally a new expression for the collision efficiency of two nanoparti鄄
cles with different diameters was presented.

Key words: nanoparticles; Brownian coagulation; collision efficiency; different diameter; van
der Waals force; elastic force
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