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精精确的磁流体动力学汇流解析解
*

章摇 骥1
,摇 方铁钢1

,摇 钟永芳2

(1. 北卡罗莱纳州立大学 力学与航天航空工程系,911 Oval Drive鄄3246 EBIII,校园信箱 7910,
罗利 NC 27695,美国;

2. 宾夕法尼亚州立大学 比兰德学院 工学院,伊利 PA 16563鄄1701,美国)

摘要:摇 就一个特殊的磁流体动力学(MHD)流动,即速度幂指数为-1 时的汇流,得到著名的 Falk鄄
ner鄄Skan 方程精确的解析解. 解析解是封闭的,并有多重解分支. 分析了磁场参数和壁面伸长参数

的影响. 发现了有趣的速度分布现象:即使壁面固定,回流区域依然出现. 在一个罕见的 Falkner鄄
Skan MHD 流动中,得到了一组解,以精确封闭的解析公式表示,极大地丰富了著名的 Falkner鄄Skan
方程的解析解,也加深了对这重要又有趣方程的理解.
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引摇 摇 言

首先给出沿流线方向压力梯度的边界层流动,即著名的 Falkner鄄Skan 方程[1鄄2]

摇 摇 f 苁 + f f 义 + 茁(1 - f 忆 2) = 0, (1)
相应的边界条件为

摇 摇 f(0) = 姿, f 忆(0) = 酌, f 忆(肄 ) = 1, (2)
其中, 姿 为壁面传质参数,反映壁面上传质的浓度,酌 为壁面的移动参数,标志壁面伸长的长

度,茁 为沿流线方向压力梯度的参数,茁 = 2m / (m + 1),其中 m 为自由流的幂指数. 该著名方程

在流体力学边界层流理论的发展中起着重要作用. 此后,该方程的不同条件下,发表了许多相

关的研究成果[3鄄8] . 考虑传质和壁面伸长,即 f(0) 屹 0 和 / 或 f 忆(0) 屹 0,同时研究在不同 茁 值

下 Falkner鄄Skan 方程的解,可以参看文献[9鄄23]. 最近,一个特殊的 Falkner鄄Skan 方程 (m =- 1),
即汇流,或者 茁 寅- 肄 收缩管道中的流动,得到了考虑壁面伸长时闭合形式的解析解,参看文

献[24].
磁流体动力学(MHD)流动在工程中的应用是一个令人感兴趣的课题. MHD 流动可以在

如下设备中出现:发电机、反应堆冷却、静电过滤器以及 MHD 加速器等等[25] . 通常,磁场有稳

定边界层流动的效应. Falkner鄄Skan MHD 流动的早期研究者可以在文献[26鄄30]中找到. Cob鄄
ble[26]可能是研究 MHD 对 Falkner鄄Skan 流动影响的第一人. 以后该问题被拓展为一个更宽的
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范围[27] . 近年来,应用一些最新的分析方法,求解与此相关问题的论文陆续发表[28鄄29] . 最新的

文献[30]是研究流过移动楔形体的 MHD 流动问题. 但是,在上述所有的研究中,或是用级数

给出的数值解,或是用级数给出的近似解. 关于 Falkner鄄Skan MHD 流动闭合形式的解析解,即
使有也十分罕见. 本文的目的是,在 m =- 1 (茁寅-肄) 的汇流结构下,对 Falkner鄄Skan MHD 流

动,提出了一个闭合形式的解析解,也是将 Magyari 的结果推广至 MHD 流动[24] .

1摇 数 学 公 式

在自由流速度 U(x) 的导电流体中,考虑流体流过连续移动壁面时稳定的二维层流. 壁面

的移动速度为 Uw = 酌U(x),其中 酌 为常数,壁面的传质速度为 vw = 0,假定壁面不可渗透. 由于

本文仅研究汇流结构,取 x鄄 轴沿着壁面的移动方向,与自由流方向相反,y鄄 轴垂直于 x鄄 轴. 流
动结构的示意图如图 1 所示. 边界层的连续方程和动量方程分别为

图 1摇 流动结构的示意图

Fig. 1摇 Schematic of the flow configuration

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (3)

摇 摇 u 鄣u
鄣x + v 鄣u鄣y = 淄 鄣2u

鄣y2 + U(x) dU(x)
dx +

摇 摇 摇 摇 滓B2(x)
籽 [U(x) - u], (4)

对应的边界条件为

摇 摇
u(x,0) = 酌U(x),
v(x,0) = 0,
u(x,肄 ) = U(x

{
),

(5)

其中, u 和 v 分别为 x 方向和 y 方向的速度分量,淄 为运动学粘性系数,籽 为流体密度,滓 为流体

的导电率. x鄄 方向作用着强度为 B(x) 的磁场,诱导磁场忽略不计. 对于小 Reynolds 数磁场,这
组边界层方程是有效的. 根据流函数 追 的定义,有 u = 鄣追 / 鄣y, v = - 鄣追 / 鄣x . 对于 m =- 1 的特

殊情况,即汇流,设 U(x) = - kx -1 . 通过转换得到的相似方程,有着如下的流函数和相似变量:

摇 摇 追 =- k淄 f(浊), (6)

摇 摇 浊 = y
x

k
淄 . (7)

根据上述定义,得到 u = U(x) f 忆(浊), v = - k淄 f 忆(浊)浊 / x . 为了得到一个完整的相似方程,要
求磁场满足 B(x) = B0x -1,其中 B0 为常数. 因此,方程(4)简化为如下的相似方程:

摇 摇 f 苁 - f 忆 2 + 1 + M(1 - f 忆) = 0, (8)
对应的边界条件为

摇 摇 f(0) = 0, f 忆(0) = 酌, f 忆(肄 ) = 1, (9)
其中, M =滓B2

0 / (籽k) 为磁场参数,M > 0,反映磁场对流动的影响. M = 0 时,问题简化为流过移

动边界的流动,参看 Magyari 的文献[24,31].
为了求解方程(8),需要进一步作变换处理. 首先,将方程(8)改写为

摇 摇 f 苁 + (1 + M + M 2 / 4) - ( f 忆 2 + Mf 忆 + M 2 / 4) = 0. (10)
定义 F忆 = f 忆 + M / 2, 方程(10)变为

摇 摇 F苁 + (1 + M + M 2 / 4) - F忆 2 = 0. (11)
与之相对应的边界条件成为
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摇 摇 F(0) = 0, F忆(0) = 酌 + M / 2 , F忆(肄 ) = 1 + M / 2. (12)
方程(11)还可以作如下更进一步的变换:定义 H(着) = F(浊) / a, 着 = b浊,其中 a 和 b 都是正实

数,得到 F忆 = aH忆b, F义 = ab2H忆, F苁= ab3H忆, 方程(11)变为

摇 摇 H 苁 + 1 + M + M 2 / 4
ab3 - a

b H
忆 2 = 0. (13)

设 (1 + M + M 2 / 4) / (ab3) = 1 且 a / b = 1, 得到

摇 摇 a = b = 1 + M( )2
1 / 2

. (14)

于是,方程(11)成为经典的 Falkner鄄Skan 汇流方程:
摇 摇 H 苁 + 1 - H忆 2 = 0, (15)

相应的边界条件为

摇 摇 H(0) = 0, H忆(0) = 酌 + M( )2 1 + M( )2
, H忆(肄 ) = 1. (16)

基于上述变换,函数 H 和 f 间有着如下关系:

摇 摇 f 忆 = F忆 - M
2 = abH忆 - M

2 = 1 + M( )2
H忆 - M

2 , (17)

摇 摇 f 义(0) = ab2H义(0) = 1 + M( )2
3 / 2
H义(0) . (18)

2摇 解析解及其讨论

2. 1摇 壁面剪切应力 f 义(0)
为了求得壁面剪切应力,容易得到

摇 摇 H义(0) = 依 2
3 酌 + 3

2 M +( )2 (酌 - 1)[ ]2
1 / 2

1 + M( )2
-3 / 2

, (19)

图 2摇 壁面应力 f 义(0) 随着壁面伸长参数 (酌)
和磁场参数 (M) 的变化曲线

Fig. 2摇 The wall stress as a function of the wall
stretching parameter (酌) and magnetic
parameter (M)

则壁面剪切应力 f 义(0) 如下给出:
f 义(0) =

摇 摇 依 2
3 酌 + 3

2 M +( )2 (酌 - 1)[ ]2
1 / 2

.

(20)
为了更好地描绘出解域,图 2 在不同的磁场参

数下,给出了 f 义(0) ~ 酌 的曲线. 当 M = 0 时,结果简

化为 Magyari[24]所得到的结果. M > 0时的解域,明显

不同于M = 0时的解域. 图2显示出多重的解分支. 当
壁面伸长参数为负,酌 < 0,实际壁面移动速度为正,
与自由流速度正相反. 壁面与汇之间物理上已分离.
酌 值在一个特定的范围内,解才存在. 根据方程(20),
存在解的条件为 酌 + 3M / 2 + 2 逸 0, 那么

摇 摇 酌 逸- 3
2 M - 2. (21)

当 1 > 酌 > - 3M / 2 - 2 时,有分支 A 和 B 两个解(见图 2). 分支 A 的壁面应力为正,分支 B 的

壁面应力为负. 当 酌 = - 3M / 2 - 2 时,仅有 1 个解,壁面没有剪切应力,边界层处于流动分离的
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临界条件. 当 酌 < - 3M / 2 - 2 时,无解. 当 0 臆 酌 < 1 时,依然有 2 个解,在该 酌 区域内,壁面不

是伸向汇(0 < 酌 < 1),就是固定不动(酌 = 0) . 随着磁场参数 M 的增大,解域向负 酌 值方向扩

大. 当 酌 = 1 时,没有剪应力,是一个无效解 f(浊) = 浊 . 当 酌 > 1 时,数学上方程(20)有两个解.
但是,方程(20)中取“+冶的分支,无法找到有限的流动速度,与自由流速度相匹配,实际上只好

放弃[24] . 只有“-冶分支才有物理意义. 当 酌 > 1, 壁面快于自由流向汇移动,壁面剪应力为负

值,且其绝对值随着磁场参数和壁面伸长参数的增大而增大.
对于各个给定的 M 值, 酌 存在一个负的临界值, 使得壁面应力 | f 义(0) | 达到局部的最大

值. 酌 的临界值可以通过令 鄣[2 (酌 + 3M / 2 + 2)(酌 - 1) 2 / 3 ] / 鄣酌 = 0, 由方程(20)解得

摇 摇 酌cr = - M - 1. (22)
2. 2摇 速度分布曲线 f 忆(浊)

解方程(15),得到速度分布曲线

摇 摇 f 忆(浊) = 1 + M( )2
- 2 + 3tanh2 1 + M / 2

2
浊æ

è
ç

é

ë
ê
ê +

摇 摇 摇 摇 artanh 1
3

酌 + M / 2
1 + M / 2 + 2 ö

ø
÷

ù

û
úú3
- M

2 摇 摇 (分支 A 和 C), (23)

摇 摇 f 忆(浊) = 1 + M( )2
- 2 + 3tanh2 1 + M / 2

2
浊æ

è
ç

é

ë
ê
ê -

摇 摇 摇 摇 artanh 1
3

酌 + M / 2
1 + M / 2 + 2 ö

ø
÷

ù

û
úú3
- M

2 摇 摇 (分支 B). (24)

为了显示流动特征,图 3 至图 6 在壁面伸长参数和磁场参数的不同组合下,描绘出一些典型的

速度分布曲线. 图 3 显示, 酌取最低值(酌 = - 3M / 2 - 2) 时,两个解分支与壁面剪切自由速度分

布曲线相一致. 随着 M 的增大, | 酌 | 值也增大. 由于伸长参数是负数,壁面附近边界层的流动

出现逆转. 注意到这里的负速度,意味着壁面附近的流体沿着 x鄄轴的正方向移动. 随着 M 的增

大,壁面附近的逆向流动变得越发强劲. 酌 = - 3M / 2 - 2 处的流动速度变为

摇 摇 f 忆(浊) = - 2 + 3M( )2
+ 3 1 + M( )2

tanh2 1 + M / 2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷浊 . (25)

当 - 2 - 3M / 2 < 酌 < 1 时,有两个解. 图 4( f 义(0) < 0) 和图 5( f 义(0) > 0) 分别绘出了

酌 = 0 的两个特例. 当 酌 = 0 时,壁面固定,没有伸长. 对于壁面应力为正值的上面一个解分支

(图 2 中的分支 A),其解与正规的 Falkan鄄Skan 解 (m屹- 1) 非常类似. 随着 浊的增大,速度单

调地增加并逼近于自由流速度. 随着 M 的增大,边界层的厚度在变薄. 但是,对于壁面应力为

负值的下面一个解分支(图 2 中的分支 B),出现了重要的回流现象. 最大的回流速度随着磁场

参数的增大而增大,但是, M 值越大,速度逼近自由流速度越快,边界层厚度也越薄. 分支 B 的

最大回流速度为

摇 摇 f 忆(浊min) = - 2 - 3
2 M, (26)

其中

摇 摇 浊min = artanh 1
3

酌 + M / 2
1 + M / 2 + 2æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

1 + M / 2
.

有趣的是,方程(26)并不依赖于壁面伸长参数,正如图 6 所示. 图 6 还给出了当 酌寅1 时,速度

分布曲线另外一些有趣的特性. 壁面附近的流动看起来像一个倒立的“钟冶 . 随着 酌 值的增大,
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图 3摇 磁场参数 M 取不同数值, 酌 = - 2 - 1. 5M 图 4摇 磁场参数 M 取不同数值, 酌 = 0,

时的速度分布曲线 f 义(0) < 0 时的速度分布曲线

Fig. 3摇 The velocity profiles at the lower limit of Fig. 4摇 The velocity profiles for different values
酌( = - 2 - 1. 5M) for different values of the magnetic parameter at

of the magnetic parameter M 酌 = 0, f 义(0) < 0

图 5摇 磁场参数 M 取不同数值, 酌 = 0, 图 6摇 壁面伸长参数 酌 取不同数值, M = 2,

f 义(0) > 0 时的速度分布曲线 f 义(0) < 0 时的速度分布曲线

Fig. 5摇 The velocity profiles for different values of the Fig. 6摇 The velocity profiles for different values of the wall

magnetic parameter at 酌 = 0, f 义(0) > 0 stretching parameter at M = 2, f 义(0) < 0

速度分布曲线简单地移位,或者越发偏离壁面的距离. 所有的速度分布曲线有着相似的外形.
对于分支 B 来说,当 - 2 - 3M / 2 < 酌 臆0 时,回流区域出现在下面的不等式中:

摇 摇 0 < 浊 < artanh 3M + 4 + 2酌
3M + 6 + artanh 3M + 4

3M +
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
2

1 + M / 2
, (27)

当 0 < 酌 < 1 时,回流区域出现在下面的不等式中:

摇 摇 artanh 3M + 4 + 2酌
3M + 6 - artanh 3M + 4

3M +
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
2

1 + M / 2
< 浊 <

摇 摇 摇 摇 artanh 3M + 4 + 2酌
3M + 6 + artanh 3M + 4

3M +
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
2

1 + M / 2
. (28)

事实上,对于分支 B 来说,在 0 < 酌 < 1 范围内,由式(28)给出的区间中,速度分布曲线是关系

摇 摇 浊min = artanh 3M + 4 + 2酌
3M +

æ

è
ç

ö

ø
÷

6
2

1 + M / 2
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对称的,该位置正是最小的流动速度,或者是出现最大回流速度的地方. 图 7 在不同的 M 值

下,给出了 浊min 和壁面伸长参数 酌 之间的关系. 上面讨论了分支 B 的变化. 分支 A 的回流仅出

现在下面区间中:

摇 摇 0 < 浊 < artanh 3M + 4 + 2酌
3M + 6 - artanh 3M + 4

3M +
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
2

1 + M / 2
, (29)

当 - 2 - 3M / 2 < 酌 < 0,酌 出现在壁面上,回流速度达到最大.

图 7摇 在不同 M 值下, 浊min 和壁面 图 8摇 M 取不同数值, 酌 = 2. 5, f 义(0) < 0

伸长参数 酌 之间的关系曲线 时的速度分布曲线

Fig. 7摇 The relationship of 浊min to the wall stretching Fig. 8摇 The velocity profiles for different values of the

parameter for different values of M magnetic parameter at 酌 = 2. 5, f 义(0) < 0

当 酌 > 1 时,正如文献[24] 所述的理由,上面一个解成物理上的奇异解. 当 f 义(0) < 0 时,
仅有一个解, 即图 2 中的分支 C . 图 8 显示, 随着 M 的增大, 速度逼近自由流. 当 酌 > 1, 且

f 义(0) > 0 时,解不存在,也可以如下通过解的数学表达式来阐述. 从方程解(23) 和(24) 可以

看出,当 酌 > 1 时,由于辐角函数值大于1,项 artanh ((酌 + M / 2) / (1 + M / 2)) / 3 + 2 / 3 变成

复数. 假设

摇 摇 artanh 1
3

酌 + M / 2
1 + M / 2 + 2

3 = A + Bi,摇 摇 i = - 1 .

当辐角函数 artanh(子)(子 > 1) 为正值时,得到 A = (1 / 2)ln((1 + 子) / (子 - 1))(其中 子 =

((酌 + M / 2) / (1 + M / 2)) / 3 + 2 / 3 ),B = 仔 / 2 . 可以发现,A 是一个正值. 那么, 函数

tanh2( 1 + M / 2 浊 / 2 + artanh ((酌 + M / 2) / (1 + M / 2)) / 3 + 2 / 3 ) 的辐角为C + 仔i / 2,其中

C = 1 + M / 2 浊 / 2 + A 为正,则函数值为实数,且没有任何奇异点. 但是,方程(24) 中函数

tanh2( 1 + M / 2 浊 / 2 - artanh ((酌 + M / 2) / (1 + M / 2)) / 3 + 2 / 3 ) 的辐角为D - 仔i / 2,其中

D = 1 + M / 2 浊 / 2 - A . 当 D = 0 时,存在一个奇异点,出现在 浊s = (1 / 2)ln[(1 + 子) / (子 -

1)]( 2 / 1 + M / 2 ) 处.
对于 酌 = 0 的特例情况,相当于条件:壁面没有移动. 对收缩管道中MHD 流动,或者具有固

定壁面的汇流来说,这时候的解是对文献[32]给出的解的扩充. 对固定壁面的 MHD 汇流来

说,壁面应力为

摇 摇 f 义(0) = 依 M + 4
3 . (30)
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对一个大数值的磁场参数,当 M 寅 肄 时, f 义(0) 寅 依 M . 因此,速度分布曲线变为

摇 摇 f 忆(浊) = 1 + M( )2
- 2 + 3tanh2 1 + M / 2

2
浊æ

è
ç

é

ë
ê
ê +

摇 摇 摇 摇 artanh 1
3

M
2 + M + 2 ö

ø
÷

ù

û
úú3
- M

2 , (31)

摇 摇 f 忆(浊) = 1 + M( )2
- 2 + 3tanh2 1 + M / 2
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ê
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摇 摇 摇 摇 artanh 1
3

M
2 + M + 2 ö

ø
÷

ù

û
úú3
- M

2 . (32)

对于大数值的 M, 带“+冶号的分支(即方程(31)), 速度分布曲线近似地逼近于 Heaviside 阶梯

函数.
总之,本文解析地求解了 MHD 汇流问题,是在非常罕见的情况下,得到了 Falkner鄄Skan

MHD 流动的闭合解. 本文所得到的解,不仅为边界层流动的数值计算,提供了一个验证的基

准,而且从物理上丰富了边界层流动理论.

3摇 结摇 摇 论

本文就 MHD 流动的一个特殊情况,即幂指数等于-1 的汇流问题,得到了著名的 Falkner鄄
Skan 方程精确的解析解. 封闭形式的解析解,有着多重的解分支. 分析了磁场参数和壁面伸长

参数的影响. 无论壁面伸长参数为正值还是负值,解都存在. 随着磁场参数的增大,壁面伸长参

数向着负值范围扩大. 此外,壁面应力的绝对值也随着磁场参数的增大而增大. 得到了壁面伸

长参数负值范围处壁面剪切自由解. 壁面应力的数值,首先随着壁面伸长参数的增大而增大,
达到局部峰值之后,开始随着壁面伸长参数的增大而减小,然后延伸到另一个剪切自由的无效

解,最后随着壁面伸长参数的增大而增大. 速度分布曲线结果中出现了一些有趣的现象:对于

一个确定的解分支,发生回流,并且壁面附近速度的负值奇高(速度值远大于 1). 在一个罕有

的 Falkner鄄Skan MHD 流动中得到了这一组解,以精确的解析公式表示,极大地丰富了著名的

Falkner鄄Skan 方程的解析解,加深了对这些重要又有趣的流体流动类型的理解.
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Exact Analytical Solution of the
Magnetohydrodynamic Sink Flow

ZHANG Ji1,摇 FANG Tie鄄gang1,摇 ZHONG Yong鄄fang2

(1. Mechanical and Aerospace Engineering Department,North Carolina State University,
911 Oval Drive鄄3246 EBIII,Campus Box 7910,Raleigh, NC 27695, USA;

2. School of Engineering, Penn State Erie, the Behrend College Erie, PA, 16563鄄1701, USA)

Abstract: An exact analytical solution of the famous Falkner鄄Skan equation for magneto鄄hydro鄄
dynamic (MHD) flow was obtained for a special case, namely the sink flow with a velocity
power index of -1. The solution was given in a closed form. Multiple solution branches were
observed. The effects of the magnetic parameter and the wall stretching parameter were ana鄄
lyzed. Interesting velocity profiles were observed with reversal flow regions even for a stationa鄄
ry wall. These solutions provide a rare case of the Falkner鄄Skan MHD flow with exact analytical
closed form formula and greatly enrich the analytical solution to the celebrated Falkner鄄Skan
equation and the understanding of this important and interesting equation.

Key words: similarity solution; Falkner鄄Skan equation; stretching surface; magnetohydrody鄄
namics; analytical solution; sink flow
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