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摘要:摇 层流到湍流的转捩是自然界和各项工程实践中广泛存在的现象,层流和湍流的性质大不

相同. 因此,预测转捩位置是流体力学中的重要理论和实际问题. 针对不可压缩边界层,入口加入

展向等幅值型和展向波包型两类扰动,展向等幅值型扰动是由一个二维波(2鄄D)和两个三维波(3鄄
D)组成,使用抛物化稳定性方程(PSE)的方法来研究扰动的演化和预测转捩位置,并且与数值模

拟的结果相比较. 结果表明,PSE 可以研究扰动的演化和预测转捩位置,同时其计算比数值模拟快

得多.
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引摇 摇 言

预测转捩位置是流体力学的重要研究课题之一,边界层中存在层流和湍流两种流态,层流

时物体所受的摩擦阻力、传热能力及边界层厚度增长比湍流时小得多. 因此,在某些飞行器的

设计中,确定层流到湍流的转捩位置显得非常重要.
目前可用的转捩位置预测方法较少,常用的方法有 eN 方法和转捩模式. eN 方法基于线性

稳定性理论,并且 N 值的选取需要很多经验. 转捩模式中的许多系数需要根据实验结果进行

调整.
Herbert[1鄄2],Bertolotti 等[3],Chang 等[4]提出了利用抛物化稳定性方程来分析扰动的演化,

此法考虑了非平行性和非线性的扰动演化,在预测转捩位置时不依赖于经验,另外还有减少计

算存储和计算时间[5]的优点. 因此,PSE 被广泛地用于扰动演化的研究中.
对于 PSE 在不可压缩流动中的应用,前人做了大量的工作. Joslin 等[6]阐述了用 PSE 能准

确预测二维 T鄄S 波演化、亚谐不稳定波转捩和斜波的转捩. Esfahanian 等[7]使用 PSE 方法对不

可压缩平板进行了稳定性分析并预测了转捩的位置,计算域入口的扰动是一个二维波和一对

三维波,得到了 PSE 可以研究扰动的演化以及预测转捩位置的结论. 但是在他们的研究中,入
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口加的扰动都是几个扰动的组合,情况相对简单一些.
在自然界中扰动的形式是复杂的,波包型扰动是自然界中常见的扰动形式之一,比简单几

个扰动相加复杂一些. 因此,研究波包型扰动的演化具有一定的实际意义. 本文使用 PSE 计算

扰动的演化,当非线性演化非常强烈时,PSE 计算发散,壁面摩擦因数曲线开始抬升,则认为此

位置是转捩位置,将结果和数值模拟所得进行比较.

1摇 计算模型和基本流

1. 1摇 计算模型

考虑直角坐标系下的平板边界层,如图 1 所示模型,流体沿平板的方向流动. 设流动的方

向为 x,平板法向为 y,流动展向为 z,3 个方向的速度分别为 u,v,w . 如图 1 所示,坐标的原点 O
取在 x = x0 处. U肄 为自由来流的速度.

图 1摇 平板边界层模型

Fig. 1摇 Flat plate boundary layer model sketch

1. 2摇 基本流

基本流通过求解 Blasius 方程得到,Blasius 方程的形式和边界条件为

摇 摇
f 苁(浊) +

c20
2·f(浊)·f 义(浊) = 0,

浊 = 0: f 忆(0) = f(0) = 0,
浊 = 肄: f 忆(肄 ) = 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(1)

其中, 浊 = y / 啄,啄 表示当地边界层的排移厚度,其定义为

摇 摇 啄 = c0
淄(x0 + x)

U肄
, 啄0 = c0

淄x0

U肄
, (2)

其中, 淄 表示运动粘性系数,c0 = 1. 720 8. 定义 Reynolds 数为

摇 摇 Re =
U肄 啄0
淄 . (3)

利用 Runge Kutta 的方法可以求出 f(浊), f 忆(浊), f 义(浊),速度 u 和 v 与 f(浊) 的关系如下:

摇 摇
u = U肄·f 忆(浊),

v =
c20U肄 啄0
2Re啄* [浊 f 忆(浊) - f(浊)]

ì

î

í

ïï

ïï .
(4)

2摇 控制方程及数值方法

本文从完全 Navier鄄Stokes(N鄄S)方程出发,推导出扰动方程,再针对扰动特点推出稳定性

方程,最后将其抛物化得到抛物化稳定性方程.
用自由来流速度 U肄 ,计算域入口的边界层排移厚度 啄0, 对方程无量纲化. 将瞬时量分解

为基本流与扰动量之和
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摇 摇 ui = Ui + u忆
i, p = P + p忆, (5)

其中, Ui 和P表示基本流项,u忆
i 和 p忆 表示扰动量,将瞬时量式(5)带入无量纲的 N鄄S 方程,再减

去基本流满足的方程就可以得到扰动方程,为

摇 摇

鄣u j

鄣x j
= 0,

鄣ui

鄣t + U j
鄣ui

鄣x j
+ u j

鄣Ui

鄣x j
+ u j

鄣ui

鄣x j
= - 鄣p

鄣xi
+ 1
Re

鄣
鄣x j

鄣
鄣x( )

j
ui 摇 摇 ( i = 1,2,3)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(6)

考虑到扰动沿着空间的演化,将扰动设为如下形式[8]:

摇 摇 准(x,y,z,t) = 移
M

m = -M
移
N

n = -N
准mn(x,y)ei 乙 x

x0
琢mn(x)dx+n茁0z-m棕0( )t + c. c. , (7)

其中, 准mn = [u,v,w,p] T 为扰动的形状函数, 琢mn 为流向波数, n茁0 为展向波数, m棕0 为频率,
c. c. 表示复共轭,形状函数 准mn 和波数 琢mn 都是 x 的缓变函数.

将方程(7)带入扰动方程(6),忽略形状函数沿着流向的二阶导数,我们就得到了非线性

的抛物化稳定性方程,形式为

摇 摇 L0[u,v,w,p] T + L1
鄣
鄣x [u,v,w,p] T = f, (8)

其中 f 为非线性项. L0,L1 和 f 的表达式为

摇 摇 L0 =

i琢 鄣
鄣y in茁 0

K3 + K2 - 鄣U
鄣( )x

- 鄣U
鄣y - 鄣U

鄣z - i琢

- 鄣V
鄣x K3 + K2 - 鄣V

鄣( )y
- 鄣V

鄣z - 鄣
鄣y

- 鄣W
鄣x - 鄣W

鄣y K3 + K2 - 鄣W
鄣( )z

- in

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú茁

,

摇 摇 L1 =

1 0 0 0
K1 0 0 - 1
0 K1 0 0
0 0 K1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0

, f =

0

u 鄣u
鄣x + v 鄣u

鄣y + w 鄣u
鄣z

u 鄣v
鄣x + v 鄣v

鄣y + w 鄣v
鄣z

u 鄣w
鄣x + v 鄣w

鄣y + w 鄣w
鄣

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úz

,

其中

摇 摇 K1 = 2i琢
Re - U,

摇 摇 K2 = 1
Re i d琢dx - 琢( )2 - 1

Ren
2茁2

0 - i琢U - in茁0W + im棕0,

摇 摇 K3 = 1
Re

鄣2

鄣y2 - V 鄣
鄣y .

对方程进行求解时,流向导数第 1 步采用一阶精度的差分格式,第 2 步采用二阶精度的差

分格式,以后采用三阶精度的差分格式. 方程形式为
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摇 摇 L1
酌0

驻x u
n+1 + L0un+1 = 移

2

k = 0
L1

1
驻x 滓 kun-k + 灼 k f( )n-k , (9)

其中, 酌0,滓 k 和 灼 k 随着要求的精度不同而取不同的值,具体数值如表 1 所示.
表 1摇 不同精度下的系数

Table 1摇 The coefficients of different orders

摇 酌0 滓0 滓1 滓2 灼0 灼1 灼2

first鄄order 1 1 0 0 1 0 0

second鄄order 3 / 2 2 -1 / 2 0 2 -1 0

third鄄order 11 / 6 3 -3 / 2 1 / 3 3 -3 1

摇 摇 法向采用 Malik 提出的四阶紧致差分格式[9] .
壁面满足无滑移边界条件 y = 0,u = v = w = 0,边界层外使用自由流条件 y 寅 肄,u = v = w

= 0.
y 方向采用的是变间距网格分布,坐标变化的形式为

摇 摇 y j =
Ly·R j

1 + Cb·(1 - R2
j )

, (10)

其中, Ly 为法向的计算域长度,计算坐标R j = ( j - 1) / ( jn - 1), jn 为法向网格数,Cb 为常数,表

达式为 Cb = ( 1 + 8k2 - 3) / 4, k2 = (y jn - y jn-1) / (y2 - y1) 为两端坐标网格间距的比.

3摇 计算结果和分析

本文对两类不同的扰动情况进行了计算. 一类是入口加 1 个二维波和 2 个三维波,扰动沿

展向都是等幅值的,对不同的二维波幅值进行了计算;另一类是入口加入经 Gauss 分布调制的

T鄄S 波,扰动幅值沿展向是波包型的. 两类计算都给出了 PSE 和数值模拟的结果,并对结果进

行比较和分析.
3. 1摇 展向等幅值扰动的计算结果

入口扰动是 1 个二维波和 2 个三维波,针对不同的二维波幅值进行了 3 种计算. 选取的

Reynolds 数 Re = 732,基本频率 棕0 = 0. 045 45,基本展向波数 茁0 = 0. 241 8. 扰动形式为

摇 摇 A2u2(y)ei(琢2x-棕2t) + A3(u +
3 (y)ei(琢3x+茁3z-棕3t) + u -

3 (y)ei(琢3x-茁3z-棕3t)) + c. c. , (11)
其中, 棕2 和 棕3 分别为二维扰动波、三维扰动波的频率,茁3 为三维扰动的展向波数;琢2 和 琢3 为

二维扰动和三维扰动的流向波数. u2(y) 和 u 依
3 (y) 为稳定性方程的解,A2 和 A3 为扰动幅值. 棕2

= 2棕0,棕3 = 2棕0,茁3 = 茁0, 根据稳定性分析得

摇 摇 琢2 = (0. 249 105 3, - 0. 003 496 5), 琢3 = (0. 110 322 9,0. 006 511 5) .
A3 = 0. 000 1,A2 分别取 0. 01,0. 006,0. 004.

图 2 给出 3 种情况的 PSE 计算结果,同时也给出了数值模拟的结果. 图 2(a)给出二维扰

动基本波随 x 的演化,图 2(b)给出了壁面摩擦因数 C f 沿流向的分布,图 2(c)给出了 PSE 得到

的二维波和三维基本波幅值沿流向的演化.
从图 2(a)中可以看出在转捩前的扰动演化阶段,PSE 和 DNS 的计算结果一致,说明可以

用 PSE 研究扰动的演化. 图 2(b)表明 DNS 和 PSE 计算的壁面摩擦因数 C f 有很小的差别,曲
线开始抬升的位置为转捩位置,对于情况 A2 = 0. 01,转捩位置为 x = 340;情况 A2 = 0. 006,转捩

位置为 x = 440;情况 A2 = 0. 004,转捩位置为 x = 560. 因此对于展向等幅值型扰动来说,PSE 是

可以用于研究扰动的演化和预测转捩位置的. 从图 2(c)中可以看到,转捩之前二维基本波幅
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(a) 二维波的演化

(a) Evolution of 2鄄D wave

(b) 壁面摩擦因数 Cf

(b) Skin鄄friction coefficient Cf

(c) 二维和三维基本波幅值

(c) Amplitudes of 2鄄D and 3鄄D basic waves
图 2摇 不同二维波幅值的计算结果

Fig. 2摇 Results of the different 2鄄D wave amplitudes

值达到最大值,之后开始下降,三维波快速的增长起来,导致转捩.
3. 2摇 展向波包型扰动的计算结果

为了研究更复杂的情况,本文计算了入口波包型的扰动. 使用 PSE 方法对不同 Reynolds
数,不同扰动频率情况进行了计算,并将结果与相应的数值模拟结果比较,以确定其有效性.

在入口加入波包型扰动,波包型扰动由 Gauss 分布调制 T鄄S 波得到. 扰动形式为

摇 摇 e -a( z-Lz / 2)2[A2u2(y)ei(琢2x-棕2t) + A3(u +
3 (y)ei(琢3x+茁3z-棕3t) +

摇 摇 摇 摇 u -
3 (y)ei(琢3x-茁3z-棕3t)) + c. c. ], (12)

其中, A2 和 A3 为二维波和三维波的扰动幅值,u2 和 u3 为对应于特征值 琢,茁,棕 的特征函数. 计
算中选取 a = 0. 002,A2 = 0. 01,茁0 = 0. 048 36, 分 4 种情况进行计算,4 种情况下的参数分别为

摇 摇 A:摇 Re = 732, 棕2 = 0. 090 90, A3 = 0;
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图 3摇 中性曲线和最大增长率曲线

Fig. 3摇 Neutral curve and maximum growth curve

B:摇 Re = 800, 棕2 = 0. 084 90, A3 = 0;
C:摇 Re = 932, 棕2 = 0. 080 90, A3 = 0;
D:摇 Re = 732, 棕2 = 0. 090 90, A3 = 0. 000 1.
图 3 给出了二维波的中性曲线和扰动最大增长

率曲线,图中还表示了 3 种计算情况的位置. 从图 3
中可以看出,选取参数的增长率均小于最大增长率,
这样就保证了扰动能充分增长,可以发生转捩.

图 4 给出了扰动速度 u 随 x 的演化和壁面摩擦

因数 C f 的演化结果.
从这 4 种情况我们可以看到,在转捩前 PSE 计

算的二维波幅值的演化曲线和数值模拟结果基本吻

合,说明 PSE 可以研究扰动的演化. 在转捩位置附

近,非线性作用很强,扰动幅值演化很快的阶段,PSE 计算发散. 从 C f 曲线来看,PSE 的结果和

直接数值模拟结果比较符合,说明了 PSE 可以预测波包型入口扰动的转捩位置.

蚵 情况 A
蚵 Case A

蛎 情况 B
蛎 Case B
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蚰 情况 C
蚰 Case C

蚺 情况 D
蚺 Case D

(a)二维波的扰动速度 (b)壁面摩擦因数 Cf 曲线

(a) Disturbance velocity of 2鄄D wave (b) Skin鄄friction coefficient Cf

图 4摇 不同情况下的扰动速度和 Cf 曲线

Fig. 4摇 Disturbance velocity and skin鄄friction coefficient Cf of different cases

4摇 结摇 摇 论

本文以三维不可压缩边界层为研究对象,基本流为二维的平板层流 Blasius 相似性解,采
用非线性 PSE 方法和直接数值模拟分别研究了展向等幅值型扰动及展向波包型扰动的演化

和转捩,比较两种方法得到的二维波的幅值演化和壁面摩擦因数曲线,得出以下结论:
蚵 在扰动演化的线性阶段,PSE 的计算结果和 DNS 结果相符合,说明可以用 PSE 代替直

接数值模拟来研究扰动演化的线性阶段.
蛎 结合 DNS 的计算结果分析发现,在扰动演化的非线性作用很强或壁面摩擦因数曲线

开始抬升,或者 PSE 计算发散的位置,可作为转捩位置.
蚰 PSE 计算的结果表明,转捩之前二维波幅值先增大后减小,在减小的同时三维波快速

地增长起来,导致转捩. 因此,与转捩直接相关的是三维波的快速增长,二维波起着辅助、促进

的作用.
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Applications of PSE to Predict the Transition
Position in Boundary Layers

LI Jia,摇 LUO Ji鄄sheng
(Department of Mechanics,Tianjin University, Tianjin 300072, P. R. China)

Abstract: The phenomenon of laminar鄄turbulent transition exists universally in nature and vari鄄
ous engineering practices. The prediction of transition position was one of crucial theories and
practical problems in fluid mechanics due to different natures of laminar flow and turbulent
flow. Two types of disturbances imposed at the entrance were identical amplitude and wave鄄
packet disturbances along the spanwise in incompressible boundary layers. The disturbances of
identical amplitude consist of a two鄄dimensional (2鄄D) wave and two three鄄dimensional (3鄄D)
waves. The parabolized stability equation (PSE) was used to research the evolution of disturb鄄
ances and predict the transition position, and the results were compared with those obtained by
numerical simulation. It爷s revealed that the PSE method could investigate the evolution of dis鄄
turbances and predict the transition position. At the same time, the speed of calculation was
much faster than numerical simulation.

Key words: transition position; incompressible boundary layers; parabolized stability equa鄄
tions; numerical simulation
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