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蠕变损伤材料中缺口尖端稳定扩展的应力场
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摘要:摇 研究了在拉伸载荷和反平面载荷作用下蠕变损伤材料缺口尖端稳定扩展的应力场. 假设

材料的应力及位移势函数,得到了缺口尖端场的各参数分量,进而在小范围蠕变条件下,建立了缺

口尖端稳定扩展的蠕变损伤控制方程,并考虑缺口尖端蠕变钝化作用和问题的边界条件,对控制

方程进行了数值分析,得到了缺口尖端的应力场,并讨论了缺口尖端应力场随各影响参数的变化规

律. 结果表明,缺口尖端的应力具有 r1 / (1-n) 的奇异性,应力率具有 rn / (1-n) 的奇异性,n 是蠕变指数.

关摇 键摇 词:摇 稳定扩展;摇 蠕变损伤;摇 缺口尖端;摇 控制方程;摇 应力场

中图分类号:摇 O346摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2013. 03. 002

引摇 摇 言

在航空航天、能源及石油化工等工业装置中,许多构件的工作温度都超过了其材料蠕变温

度的阀值,对于大多数金属材料,当环境温度高于其 0. 3 倍的熔点温度时就会产生明显的蠕变

变形. 在许多的构件中又会经常会出现 V 型缺口,而这些构件的失效绝大多数是由于缺口的

蠕变断裂造成的,因此,研究缺口尖端的蠕变损伤机理具有十分重要的现实意义.
为了预测多晶体金属在拉伸载荷作用下的蠕变断裂寿命,Kachanov[1] 提出了连续度的概

念来描述材料的损失程度,并以此预测材料的蠕变断裂寿命. 后来,Robotnov[2] 拓展了连续度

的概念,并且引入了新的损失变量. Lemaitre[3],Ridel[4] 和 Murakami[5] 又进一步的发展并完善

了蠕变损伤理论.
对于缺口的损伤断裂问题,国内外的学者已经做了大量的研究. Williams[6] 运用解特征函

数的方法研究了线弹性体的 V 型缺口问题,得到了应力奇异性场. 理论分析表明,由于应力的

奇异性,缺口尖端的弹性应力趋向于无穷大. Bassani[7] 应用双曲正弦蠕变模型研究了反平面

剪切载荷作用下的缺口问题. Kuang 和 Xu[8]对 V 型缺口拉伸板进行了渐近分析,得到了随缺

口角度变化的应力和应变奇异性原则. Yang 和 Chao[9] 给出了弹塑性材料缺口尖端的渐近变
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形和应力场. Chao 和 Yang[10]研究了平面应变条件下线性硬化材料玉型缺口尖端问题. Xia 和

Wang[11]讨论了幂律硬化材料在对称和反对称载荷条件下 V 型缺口尖端的奇异性行为. Chen
和 Ushijima[12]提出了一种新的方法分析了 V 形缺口尖端的塑形应力奇异性. Zhu 等[13]研究了

平面应变条件下幂律蠕变材料 V 型缺口附近的奇异性场. Ayatollahi 等[14] 研究了对称的几何

形状和加载条件下缺口结构的断裂行为的第一非奇异应力项.
对于绝大多数的缺口尖端的渐近分析,并没有考虑到缺口的扩展问题. 鉴于此,本文将应

用多轴应力条件下的蠕变损伤理论对拉伸载荷和反平面载荷作用下的缺口尖端稳定扩展问题

进行研究. 在小范围蠕变条件下,建立缺口尖端稳定扩展的控制方程,并考虑缺口尖端蠕变钝

化作用和问题的边界条件,对控制方程进行数值分析,得到缺口尖端的应力场,并对结果进行

讨论.

1摇 基 本 方 程

图 1 给出了拉伸载荷或反平面载荷作用下开口角度为 2茁 的缺口尖端示意图. (x,y) 表示

直角坐标系,( r,兹) 表示与缺口尖端同时运动的极坐标系. 假设缺口尖端以恒定的速度沿着 x
方向扩展.

图 1摇 拉伸或反平面载荷作用下

缺口尖端示意图

Fig. 1摇 Schematic of the notch tip under
tensile or shear load

应力分量可以由应力函数 椎 = 椎( r,兹) 导出,表示如

下:
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对于准静态问题,时间导数可以表示为

摇 摇 d
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这里 V 表示缺口尖端的扩展速度. 应力率为
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位移分量可以由位移函数 赘 导出,表达式为
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1
r
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鄣r . (4)
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应变率分量为
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多轴应力条件下的稳态蠕变本构方程具有如下形式:
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摇 摇 着ij =
3
2 B滓n-1

e sij, (7)

式中, B 和 n 都是与温度有关的材料常数,滓e 是等效应力,着ij 是蠕变应变分量,sij 是应力偏量.
假设材料是不可压缩的, 如果同时考虑弹性变形和蠕变变形, 极坐标系下的本构方程可以表

示为
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其中 G 是剪切模量. 等效应力表示为

摇 摇 滓e = 3 1
4 (滓rr - 滓兹兹) 2 + 滓2

r[ ]兹

1 / 2
, (9)

蠕变失效条件为

摇 摇 1
4 (滓rr - 滓兹兹) 2 + 滓2

r兹 = 滓2, (10)

式中 滓 表示蠕变失效应力.

2摇 渐 近 方 程

对于小范围蠕变情况,考虑缺口尖端场具有指数奇异性,假设应力函数有如下形式:
摇 摇 椎 = 滓r啄+2 f(兹) . (11)

将式(11)代入式(2),得到

摇 摇 椎 = V滓r啄+1灼, (12)
式中

摇 摇 灼 = f 忆sin 兹 - (2 + 啄) fcos 兹 . (13)
将式(11)代入式(1),应力分量可以表示为

摇 摇
滓rr = 滓r啄[ f 义 + (2 + 啄) f ], 滓兹兹 = 滓r啄(2 + 啄)(1 + 啄) f,

滓r兹 = - 滓r啄(1 + 啄) f 忆{ .
(14)

由式(9),等效应力可以表示为

摇 摇 滓e = 3滓r {啄 1
4 [ f 义 - (2 + 啄)啄f ] 2 + [(1 + 啄) f 忆] }2

1 / 2
. (15)

式(12)代入式(3)得到

摇 摇
滓rr = V滓r啄-1[灼义 + (1 + 啄)灼], 滓兹兹 = V滓r啄-1(1 + 啄)啄灼,

滓r兹 = - V滓r啄-1啄灼忆{ .
(16)

考虑应变协调性,假设位移函数为

摇 摇 赘 = 滓
2G r啄+2g(兹), (17)

则

摇 摇 赘 = V 滓
2G r啄+1浊, (18)

其中

摇 摇 浊 = g忆sin 兹 - (2 + 啄)gcos 兹 . (19)
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位移分量为

摇 摇 urr = -
滓
2G r啄+1g忆, u兹兹 =

滓
2G(啄 + 2) r啄+1g . (20)

将式(17)代入式(5),应变分量表示为

摇 摇 着rr = - 着兹兹 = -
滓
2G r啄(1 + 啄)g忆, 着r兹 =

滓
4G r啄[(2 + 啄)啄g - g义] . (21)

由式(6),应变率分量为

摇 摇 着rr = - 着兹兹 = - V 滓
2G r啄-1啄浊忆, 着r兹 = V 滓

4G r啄-1[(啄2 - 1)浊 - 浊义] . (22)

通过以上分析,将式(14)、(15)、(16)和式(22)代入蠕变本构方程(8),并比较 r 的奇异

性,可以得到下列两个方程:

摇 摇 灼义 + (1 - 啄2)灼 + 2啄浊忆 + KFn-1[ f 义 - (2 + 啄)啄f ] = 0,
浊义 + (1 - 啄2)浊 - 2啄灼忆 - 2KFn-1[(1 + 啄) f 忆] = 0{ ,

(23)

式中

摇 摇 K = 3(n+1) / 2BG滓n-1 / V, {F = 1
4 [ f 义 - (2 + 啄)啄f ] 2 + [(1 + 啄) f 忆] }2

1 / 2
,

啄 = 1 / (1 - n)
{

.
(24)

式(23)即为缺口尖端场的控制方程.

3摇 边界条件及数值分析

在蠕变缺口扩展过程中,由于蠕变变形造成了缺口尖端钝化,从而使缺口尖端呈半圆形.
缺口尖端附近钝化边界 丐如图2 所示. 钝化边界的位置在 兹 = 依仔 / 2 处,由钝化缺口表面应力自

由的条件可以得到

摇 摇 f(仔 / 2) = f 忆(仔 / 2) = 0. (25)
考虑问题的对称性,则

摇 摇 f 忆(0) = f 苁(0) = g(0) = 0. (26)

图 2摇 缺口尖端附近钝化边界 祝 示意图

Fig. 2摇 Schematic of blunting boundary
祝 near the notch tip

将控制方程(23)代入边界条件(25)和(26)可以

通过数值方法求解. 本文采用 MATLAB 隐式微分

方程组的求解函数求解此方程,求解过程中,除了

初始条件(26), f(0) 和 g忆(0) 的初始条件需要指

定以满足缺口表面应力自由的条件式(25). 计算

结果对初始条件非常敏感. 由于材料参数给定以

后,式(24)中 K 的值为常数,为了简化计算,考虑

K = 1 的情况求解.
角度函数 f(兹) 和 g(兹) 随着角度的变化如图

3 和图 4 所示. 考虑 n = 6, 10, 20 和 100 的情况,
从图中可以看出,函数 f(兹) 随着角度 兹 的增大而

逐渐减小为 0,而 g(兹) 随着角度 兹的增大而从0逐渐增大. 当 n取值较小时,兹到达仔 / 4后 g(兹)
开始下降. 同时,随着 n 的增大, f(兹) 和 g(兹) 的值逐渐减小. n = 20 和 100 时, f(兹) 的值变化

很小,因此,取 n = 100 的结果来代替 n = 肄 的情况.
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应力分量可以通过应力函数导出,通过式(14)可以看出,应力具有 r1 / (1-n) 的奇异性. 当 兹
= 0时,等效应力随 r的变化曲线如图5所示. 等效应力的最大值出现在缺口尖端( r = 0,兹 = 0),
并且随着 r的增大,等效应力的值逐渐减小. 考虑应力的分布随角度 兹的变化规律时,为了减小

r 的变化产生的影响,取 r = 1 的情况. 当 n = 6,10,20 和 100 时,等效应力随角度的变化如图 6
所示,等效应力随着角度的增大而增大. 同时,由式(16) 可以看出,应力率分量具有 rn / (1-n) 的

奇异性.

图 3摇 函数 f(兹) 随角度的变化曲线 图 4摇 函数 g(兹) 随角度变化的曲线

Fig. 3摇 Angular variation of function f(兹) Fig. 4摇 Angular variation of function g(兹)

图 5摇 等效应力 滓e 随位移变化的曲线 图 6摇 等效应力 滓e 随角度变化的曲线

Fig. 5摇 Distance variation of the equivalent stress 滓e Fig. 6摇 Angular distribution of the equivalent stress 滓e

4摇 反平面剪切问题的解答

对于反平面问题,在极坐标系中,应力分量和应变分量分别为 子r,子兹 和 酌r,酌兹 . 多轴应力条

件下的本构方程可以表示为

摇 摇 酌i =
子i

G + 3
n+1

A子n-1
e 子i,摇 摇 i = r 或 兹, (27)

式中, A 为与温度有关的材料常数. 等效应力表示为

摇 摇 子e = (子2
r + 子2

兹) 1 / 2 . (28)
蠕变失效条件为

摇 摇 (子2
r + 子2

兹) 1 / 2 = 子, (29)
其中, 子 表示蠕变剪切失效应力.
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假设应力函数 渍 表示如下:
摇 摇 渍 = 子r1+姿 f(兹), (30)

则,应力分量为

摇 摇 子r = -
1
r

鄣渍
鄣兹 = - 子r姿 f 忆, 子兹 =

鄣渍
鄣r = 子(1 + 姿) r姿 f . (31)

等效应力为

摇 摇 子e = 子r姿[ f 忆2 + (1 + 姿) 2 f 2] 1 / 2 . (32)
应力率分量为

摇 摇 子r = -
1
r

鄣渍
鄣兹 = - V子r姿-1灼忆, 子兹 =

鄣渍
鄣r = V子姿r姿-1灼, (33)

式中

摇 摇 灼 = f 忆sin 兹 - (1 + 姿) fcos 兹 . (34)
假设位移函数 w 为

摇 摇 w = 子
G r1+姿g . (35)

应变分量

摇 摇 酌r =
鄣w
鄣r = 子

G (1 + 姿) r姿g, 酌兹 =
1
r

鄣w
鄣兹 = 子

G r姿g忆 . (36)

应变率分量

摇 摇 酌r =
鄣w
鄣r = V 子

G 姿r姿-1浊, 酌兹 =
1
r

鄣w
鄣兹 = V 子

G r姿-1浊忆, (37)

图 7摇 反平面载荷作用下函数 f(兹) 图 8摇 反平面载荷作用下函数 g(兹)

随角度的变化曲线 随角度变化的曲线

Fig. 7摇 Angular variation of function Fig. 8摇 Angular variation of function

f(兹) under antiplane g(兹) under antiplane

其中

摇 摇 浊 = g忆sin 兹 - (1 + 姿)gcos 兹 . (38)
将式(31)、(32)、(33)和式(37)代入蠕变方程(27),并考虑到 r 的奇异性,可以得到以下

方程:

摇 摇
sin 兹[ f 义 + (1 + 姿) f + 姿g忆] - 姿cos 兹[ f 忆 + (1 + 姿)g] + NSn-1 f 忆 = 0,
sin 兹[g义 + (1 + 姿)g - 姿f 忆] - 姿cos 兹[g忆 - (1 + 姿) f] - NSn-1(1 + 姿) f = 0{ ,

(39)
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式中

摇 摇 N = 3(n+1) / 2AG子n-1 / V, S = [ f 忆2 + (1 + 姿) 2 f 2] 1 / 2,
姿 = 1 / (1 - n){ .

(40)

式(39)即为反平面载荷作用下缺口尖端场的控制方程.

图 9摇 反平面载荷下等效应力 子e

随位移变化的曲线

Fig. 9摇 Distance variation of the equivalent stress 子e

反平面载荷作用下缺口尖端附近钝化边界与拉伸载荷下的相同(如图 2). 缺口表面应力

自由,则
摇 摇 f(仔 / 2) = 0. (41)

由问题的对称条件得

摇 摇 f 忆(0) = 0, g(0) = 0. (42)

图 10摇 反平面载荷下等效应力 子e 随角度变化的曲线

Fig. 10摇 Angular distribution of the equivalent stress 子e

将控制方程(39)代入边界条件(41)和(42)可以得到数值解答. 求解过程与拉伸载荷情
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况下相同. 图 7 和图 8 中给出了角度函数 f(兹) 和 g(兹) 的变化曲线. 从图中可以看出, 在 n =
100 和 n = 200 的情况下, f(兹) 和 g(兹) 的值基本相同, 所以, 考虑 n = 100 的情况来代替 n =
肄 . 由式(31) 和式(33) 可以看出,应力具有 r1 / (1-n) 的奇异性,应力率具有 rn / (1-n) 的奇异性. 等
效应力随 兹 变化的分布和随 r 变化的分布如图 9 和图 10 所示.

5摇 结摇 摇 论

1) 通过假设应力势函数和位移势函数可以得到缺口尖端场的各个参数,将各参数代入材

料的蠕变本构方程可以求得缺口尖端场的控制方程,进而通过边界条件可以得到其数值解答.
2) 从求解的结果可以看出,在拉伸载荷或反平面载荷作用下,蠕变指数 n = 100 时的缺口

尖端场能够替代 n = 肄 的情况.
3) 从应力及应力率的表达式可以看出,拉伸载荷或反平面载荷作用下,蠕变缺口尖端的

应力具有 r1 / (1-n) 的奇异性,应力率具有 rn / (1-n) 的奇异性.
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Stress Fields of Creep Damage Notch
Tip in Steady Propagation

MENG Qing鄄hua,摇 LIANG Wen鄄yan,摇 WANG Zhen鄄qing
(College of Aerospace and Civil Engineering, Harbin Engineering University,

Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: The stress fields of the steady propagation notch tip in creep damage materials under
tensile loading and antiplane shear loading were investigated. The stress potential function and
the displacement potential function were adopted. The governing equations of the steady propa鄄
gation notch tip were obtained under small scale creep conditions. The governing equations
were solved numerically considering the effect of notch tip blunting and the boundary condition
of problems. The stress fields of the notch tip were obtained. Variations of the stress fields near
the notch tip as the parameter were discussed. The results show that the stress has an r1 / (1鄄n)

singularity and the rates of stress posses the rn / (1鄄n) singularity near the notch tip, where n is the
creep exponent.

Key words: steady propagation; creep damage; notch tip; governing equation; stress field
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