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摘要:摇 过去,对拉伸平板考虑应力集中的工程设计多借鉴弹性力学平面问题分析求解结果,例如

弹性力学 Kirsch 问题的解或弹性动力学平面问题的解. 基于厚板拉伸振动精确化方程,对含圆孔

平板中弹性波散射与动应力集中问题进行了研究. 研究结果表明:1) 两种模型得到的开孔附近的

应力是不同的;2) 当入射波波数变大或者说入射波频率变高时,动应力集中系数最大值趋于单位

1. 含孔平板拉伸振动的动应力集中系数最大值达到 3. 30,以及基于弹性动力学平面问题模型得到

的结果为 2. 77. 对数值计算结果做了分析讨论, 可以看到,当孔径厚度比是 a / h = 0. 10 时,基于平

板拉伸振动精确化方程得到的动应力集中系数可以达到最大值,超出基于弹性动力学平面问题所

得到结果的 19% . 分析方法和数值计算结果可望能在工程平板结构的动力学分析和强度设计中得

到应用.
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引摇 摇 言

平板是航空航天、土木建筑和机械工程中广泛采用的典型结构. 为满足工程设计需要不可

避免地要在平板上开孔. 开孔将降低结构的承载能力和减少结构的使用寿命. 因此,国内外许

多专家和学者对平板开孔静 /动应力集中问题进行了研究[1鄄8] .
过去,对拉伸平板考虑应力集中的工程设计多借鉴弹性力学平面问题分析求解结果,例如

弹性力学 Kirsch 问题的解,或弹性动力学平面问题即二维区域弹性波散射与动应力集中结

果. 显然,利用弹性动力学二维模型求解应力集中问题与平板实际结构特点有很大的差异. 有
必要建立更为精化的平板拉伸振动模型,并基于此模型对结构内的动应力集中问题进行研究.
随着现代科学技术的发展,工程结构设计趋于轻型化,而实现轻型化的途径是采用先进材料和

完善结构设计理论.
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直到目前,基于平板拉伸振动支配方程分析求解开孔动应力集中的工作尚未见文献报道.
本文将基于文献[9]给出的厚板拉伸振动精确化方程,对含圆孔平板中弹性波散射与动应力

集中问题进行研究,并给出可供工程应用的分析方法和数值结果.

1摇 平板拉伸振动方程及其求解

根据文献[9],平板拉伸自由振动的精确化方程为
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式中, E, F, f 是平板拉伸振动的 3 个广义位移函数;
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为 Laplace 算子;

摇 摇 T 2
j = 1

c2j
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摇 摇 ( j = 1,2);

c1,c2 分别为弹性纵波和横波速度:

摇 摇 c21 = 姿 + 2滋
籽 , c22 = 滋

籽 ; 资 = 1 - 2淄
2(1 - 淄);

姿,滋 是材料的 Lam佴 常数; 淄,籽 分别表示平板材料的 Poisson 比和密度; h 表示平板的厚度.
不失一般性,研究问题的谐和振动解,设

摇 摇 E = Ee - i棕t, F = Fe - i棕t, f = f
摇
e - i棕t, (2)

其中, 棕 是平板拉伸振动的圆频率;i 是虚数单位.
在以下分析中略去时间因子和广义位移函数上的符号 ~ . 将式(2)代入到式(1)可得方程

摇 摇 仪
2

j = 1
(Ñ

2 + 琢2
j )E = 0, (3a)

摇 摇 Ñ
2 f + k2

2 f = 0, (3b)
式中, 琢 j( j = 1,2) 是弹性波波数,满足方程
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方程(3)描述的散射波一般解可描述为
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式中, 啄 j( j = 1,2) 是散射波函数的比例系数,
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,

H(1)
n (·) 是 Hankel 函数; Kn(·) 是虚宗量 Bessel 函数; Amn(m = 1,2) 和 Bn 是散射波模式系数,

可由开孔边界条件确定.
基于平板拉伸振动精确化理论,平板结构中广义内力的表达式为[9]
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2摇 入射波的激发与总波场

设在平板结构端部有一拉压弹性波沿 x 轴正方向入射,其表达式为

摇 摇 E(I) = E0ei琢1x = E0移
¥

n = -¥

(i) nJn(琢1 r)ein兹, (6a)

摇 摇 F(I) = 啄1E(I), (6b)
摇 摇 f (I) = 0, (6c)

式中, 琢1 是入射波波数,E0 是入射波的幅值.
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平板中拉压弹性波总波场可描述为
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3摇 满足开孔边界条件确定模式系数

设平板结构拉压振动时开孔为自由边界条件,厚板理论可以满足 3 个边界条件

摇 摇 Nr r = a = 0, Nr兹 r = a = 0, Qr r = a = 0, (8)
其中, a 为平板开孔的半径.

由于剪应力(零阶矩)边界条件自动满足,因此需要补充一个考虑剪应力一阶消失矩的方

程,其表达式为
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式中, D 是平板结构的抗弯刚度,
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将式(7)和(5)代入到式(8)和(9)中,可得到确定模式系数 A1n,A2n,Bn 的无穷代数方程
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开孔边界处动应力集中系数可描述为
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其中,开孔边界处入射波对应的环向应力为
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开孔边界处散射波对应的环向应力表达式为
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而 滓0 是弹性波入射波沿 x 方向正应力的幅值,
摇 摇 滓0 = [姿M(1 - 啄1琢2

1) - 2滋M啄1琢2
1]E0 .

4摇 数 值 算 例

基于本文提出的平板结构拉伸振动精确化理论及其相应的分析计算公式,编制了计算程

序,并绘出了动应力分布曲线. 在作数值计算时,Poisson 比取为 淄 = 0. 30,无量纲波数为 琢1a =
0. 1 ~ 5. 0.

(琢1a = 0. 1, a / h = 1. 0) (琢1a = 0. 2, a / h = 0. 1)

图 1摇 拉伸平板孔边动应力分布 图 2摇 拉伸平板孔边动应力分布

Fig. 1摇 Dynamic stress in stretching plates Fig. 2摇 Dynamic stress in stretching plates
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(琢1a = 0. 5, a / h = 0. 1) (琢1a = 1. 0, a / h = 1. 0)

图 3摇 拉伸平板孔边动应力分布 图 4摇 拉伸平板孔边动应力分布

Fig. 3摇 Dynamic stress in stretching plates Fig. 4摇 Dynamic stress in stretching plates

(琢1a = 2. 0, a / h = 0. 1) (琢1a = 2. 0, a / h = 1. 0)

图 5摇 拉伸平板孔边动应力分布 图 6摇 拉伸平板孔边动应力分布

Fig. 5摇 Dynamic stress in stretching plates Fig. 6摇 Dynamic stress in stretching plates

(琢1a = 2. 0, a / h = 5. 0) (琢1a = 5. 0, a / h = 1. 0)

图 7摇 拉伸平板孔边动应力分布 图 8摇 拉伸平板孔边动应力分布

Fig. 7摇 Dynamic stress in stretching plates Fig. 8摇 Dynamic stress in stretching plates
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根据平板拉伸振动的精确化方程计算得到的动应力集中系数沿圆孔的分布如图 1 ~ 8 所

示. 对于每张图来说,图的上半部分为 t = 0 时动应力的分布,而下半部分为 t = T / 4 时动应力的

分布. 图 9 是基于平板拉伸的精确化理论分析计算得到的动应力集中系数随无量纲波数 琢1a
的变化曲线. 图 10 是基于弹性动力学平面问题得到的开孔孔边动应力集中系数随无量纲波数

琢1a 的变化曲线.

(淄 = 0. 3, 兹 = 仔 / 2)

图 9摇 含圆孔厚板拉伸动应力集中系数随波数变化规律

Fig. 9摇 Dynamic stress in plate stretching vs dimensionless wave numbers

(淄 = 0. 3, 兹 = 仔 / 2)

图 10摇 平面问题孔边动应力集中系数随波数变化规律

Fig. 10摇 Dynamic stress in plane vs dimensionless wave numbers

5摇 结摇 摇 论

通过分析计算可以看到:1) 基于平板拉伸振动精确化方程计算得到的动应力结果与基

于弹性动力学平面问题的动应力结果其差别还是比较大的;2) 含孔平板拉压波动时的动应

力集中系数最大值为 3. 30,而基于弹性动力学平面问题[10] 得到的解为 2. 77,前者超出后者

19%之多;3) 当入射波波数变大或者说入射波频率变高时,基于精确化理论得到的动应力集
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中系数最大值趋于单位 1,这充分反映了高频动态应力集中的特点.
根据文献[9]的分析与推导可知,平板拉伸振动精确化方程是在没有基于任何假设下推

导得到的,其分析计算结果更精确,可用于求解厚壁结构振动和精确化确定结构振动高阶模

态. 本文理论与数值计算结果可望能在工程厚壁结构的动力学分析与强度设计、结构精确化设

计与结构轻量化中得到应用.
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Abstract: In the past, the solution of elasticity plane problems is often used to investigate
stress concentrations for the engineering design instead of solution of stretching plates. For ex鄄
ample, Kirsch爷s solution and the solution of elastodynamics plane problems. Based on the re鄄
fined dynamic equation of stretching plates, elastic wave scattering and dynamic stress concen鄄
trations in stretching plates with a circular cutout were studied. Numerical results demonstrated
that dynamic stress concentration factors in stretching plates were different from the one ob鄄
tained by elasticity plane problems and dynamic stress concentration factors trended to unit 1 at
the high frequency of incident waves. The dynamic stress concentration factor of stretching
plates with cutouts is up to a maximum of 3. 30, and the one got by using plane problem of elas鄄
tic dynamics is 2. 77. The comparison of the numerical results was made and discussed. It is
showed that as the cutout radius ratio to the thickness is a / h = 0. 10, using the refined equation
the dynamic moment factor may approach the maximum value, which is 19% more than the re鄄
sult from the solution of plane problems of elastic dynamics. The results are more accurate be鄄
cause the refined equation of plate stretching is derivative without using any engineering hypoth鄄
eses. The numerical results and the method can be used to analyze the dynamics and strength
of plate鄄like structures.

Key words: refined vibration equation of plate stretching; elastic wave scattering and dynamic鄄
stress concentrations; dynamics of thick鄄walled structures; first moment of shear
stresses
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