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摘要:摇 采用以 Shan鄄Chen 多组分模型为基础的格子 Boltzmann鄄伪固体模型对两颗粒间的浮体和浸

润横向毛细力展开数值模拟研究,其中流体鄄固体间的相互作用及颗粒润湿性质在介观层次上采用

简单形式得以充分考虑. 三维测试表明,与已有理论解相比,成功再现了横向毛细力与颗粒间距的

“1 / L冶 关系,并确认了浸润横向毛细力与表面张力间的线性关系. 这表明可进一步应用该模型研

究横向毛细力作用下的颗粒自聚集等现象.
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引摇 摇 言

毛细力作用下颗粒自聚集形成的结构在实验和实际中有重要的应用[1],从而吸引了大批

学者进行研究[2鄄4] . 自聚集现象可以发生在各个尺度上,已有研究表明[5鄄6],当粒子的尺度在微

米级以上时,Brown 力、静电力或 van der Waals 力均不起主导作用,相反,除了水动力学相互作

用力外,粒子间相互吸引的横向毛细力将起主导作用. 因此,研究横向毛细力对研究自聚集过

程有着重要意义. Kralchevsky 和 Nagayama[5]在液面变形不是很大假设下求解关于毛细现象的

Laplace 方程,在理论上给出两静止粒子间的浮体和浸润横向毛细力. Dushkin 等[7]通过测量两

直径为 600 滋m 玻璃球间的横向毛细力,证实了该理论解的正确性. 最近 Leonardo 等[8],采用

静态、无侵入手段测量了液膜内微米级大小粒子间的横向毛细力,确认该理论解中,当颗粒间

距远小于毛细长度,而大于两颗粒上三相线的接触线半径时,横向毛细力与颗粒间距 L 的倒数

关系.
数值模拟是研究横向毛细力和自聚集现象的重要手段. 模型需要能够捕捉流体界面现象、
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动态接触线,以及考虑流体鄄固体间的相互作用. Nishikawa 等[9]以离散元法为基础建立二维模

型模拟了胶体颗粒的自聚集过程. Rabideau 等[10] 以二维 Monte Carlo 方法为基础建立模型考

虑蒸发作用下的胶体颗粒自聚集现象. 在他们的模型中,横向毛细力是一静态理论近似结果,
且难于考虑各个尺度上物体间的横向毛细力.

格子 Boltzmann 方法(lattice Boltzmann method,LBM)以其程序设计简单,天然的并行性,
易于处理任何复杂边界及介观特性容易考虑粒子间的微观作用,在颗粒悬浮流,多相多组分流

等领域取得了重要成就[11鄄13] . Ladd 和 Aidun 等[14鄄15]首先利用 LBM 对颗粒悬浮流进行了研究.
近年来,一些学者将 Ladd 的方法和格子 Boltzmann 多相多组分模型结合起来,可以模拟复杂的

流鄄固耦合现象[16鄄17]等. Shinto 等[18]则将 Ladd 的模型与格子 Boltzmann 中的自由能模型结合起

来,研究了二维情况下两圆柱和方柱间的横向毛细力,但三维情况下两球间横向毛细力还未研

究与分析. 在流体颗粒动力学模型( fluid particle dynamics, FPD)中[19],悬浮在流体中的颗粒

被处理为具有高粘性,不可变形的流体颗粒. 这样在充分考虑流体动力学相互作用时,无需处

理无滑移边界条件. Onishi 等[20] 首先在二维 Shan鄄Chen(SC)两组分格子 Boltzmann 模型[21] 基

础上实现了 FPD,最近 Liang 等[22] 将该模型进行了完善并推广到三维,且命名为格子 Boltz鄄
mann鄄伪固体模型(lattice Boltzmann pseudo鄄solid model, LB鄄PSM). 这里使用三维 LB鄄PSM 研究

两球间的横向毛细力.

1摇 D3Q19 格子 Boltzmann鄄伪固体模型

1. 1摇 SC 两组分格子 Boltzmann模型

在 SC 模型中,每种组分的状态通过微观粒子的离散速度分布函数 n滓
i (x,t) 来描述. n滓

i (x,
t) 表示 t 时 滓 组分在 x 处的分布函数. 这里用 滓 = R,B 来标识红蓝两种流体. 在单位格子长度

和时间步长下,n滓
i (x,t) 的演化方程为[21,23]

摇 摇 n滓
i (x + ei,t + 1) - n滓

i (x,t) = -
n滓
i (x,t) - n滓,eq

i (x,t)
子滓

+ F 滓
i . (1)

在式(1)中,左边代表粒子的迁移过程,右边第 1 项代表单松弛类型的松弛过程,粒子在时间

子滓 内将松弛到局部平衡态分布函数 n滓,eq
i . F 滓

i 用以考虑作用于滓组分上的外力 f滓 的影响. 每种

组分的质量密度 籽滓 和速度 u滓 为

摇 摇 籽滓 = m滓n滓 = m滓移 i
n滓
i , 籽滓u滓 = m滓移 i

n滓
i ei, (2)

其中, m滓 是一个微粒子的质量,n滓 是 滓 组分的数密度. D3Q19 模型中, n滓,eq
i 为

摇 摇 n滓,eq
i = 棕 in滓 1 + 3(ei·vf) + 9

2 (ei·vf) 2( -

摇 摇 摇 3
2 vf

2 + 3
2

1
m滓

-( )1 ( ei
2 - 1 )) , (3)

其中,权系数 棕0 = 1 / 3;棕 i = 1 / 18,i = 1,2,…,6;棕 i = 1 / 36,i = 7,8,…,18;ei 为离散速度. 共同

速度 vf 为各组分速度的质量加权平均:

摇 摇 vf = 移 滓

m滓n滓u滓

子
æ
è
ç

ö
ø
÷

滓
移 滓

m滓n滓

子
æ
è
ç

ö
ø
÷

滓

. (4)

同时,引入了组分 滓 和 滓- 粒子间的远程流体鄄流体相互作用力

摇 摇 f滓 = 移 滓-
f滓滓- = - 鬃滓(x)移 滓-移 i

棕 iG滓滓-鬃滓-(x + ei)ei . (5)
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这里势函数 鬃滓 = n滓,通过设定正或负的 G滓滓- 值可实现组分微粒子间的相互排斥或吸引. 给定

G滓滓- 后可利用 Laplace 定理测出流体表面张力. 为保证二阶精度,式(1)中 F 滓
i 为[23鄄24]

摇 摇 F 滓
i = 3棕 i(ei - vf + 3eiei·vf)·f滓 / m滓 . (6)

1. 2摇 格子 Boltzmann鄄伪固体模型

图 1摇 流体中球形伪固体模型示意图

Fig. 1摇 A schematic representation of the pseudo鄄solid
model for a spherical colloidal particle
suspended in a solvent fluid

LB鄄PSM 基本思想如下[20,22]:将悬浮颗粒处

理为一个伪固体颗粒,即它同时具有固体和流体

性质. 在伪固体颗粒的演化过程中,存在相互交替

的运动和相互作用两个阶段. 在运动阶段,它是一

个刚体;在相互作用阶段,保持不变形情况下将瞬

间溶解到流体中. 溶解后的流体颗粒如同另外一

种流体组分与周围流体相互作用.
假设溶解后的伪固体颗粒也由许多固体微粒

子组成,且这些固体微粒子也在流体粒子所在的

格点上. 流体粒子可以在任意格点上存在,包括固

体颗粒内部,这与 Ladd 的颗粒模型类似. 固体微

粒子和流体粒子的共同格点在图 1 中显示,并用

灰色标度表示其数密度 nS(x) 的大小. 对半径为

R 的球型胶体颗粒,假定 nS(x) 为到几何中心 XC

距离的函数:

摇 摇 nS(x) =
1. 0, r < R - 0. 5孜,
0. 0, r > R + 0. 5孜,
1. 0 - ( r - R + 0. 5孜) / 孜, R - 0. 5孜 臆 r 臆 R + 0. 5孜

{
,

(7)

这里 孜 用来刻画流鄄固界面的厚度, 本文设定 孜 = 1. 0. r = x - XC 为相对距离. 固体微粒子的

局部质量密度为 籽 S(x) = mSnS(x),其中 mS 是一个固体微粒子的质量. 固体颗粒总质量近似为

M = 4仔R3mS / 3. 在运动过程中,固体微粒子不能自由运动. 且在 x处的速度是平动速度VT 与旋

转速度 VR = 赘 伊 r(赘 是固体颗粒的旋转角速度)之和:
摇 摇 VS(x) = VT + VR . (8)
当运动阶段结束时,固体颗粒的几何中心、平动速度和旋转角速度通过如下方程进行迭代

求解:

摇 摇
dXC

dt = VT,
MdVT

dt = F, Id赘
dt = T . (9)

转动惯量为 I = MR2 / 2,F 和 T 是施加在其上的总力和力矩:
摇 摇 F = F G + F H + F C, T = T H + T C, (10)

其中, F G 代表重力, F H 和 T H 分别是水动力和相应的力矩,F C 和 T C 分别是毛细力和对应的

力矩.
在相互作用阶段,固体微粒子与流体粒子相互作用,式(4)中的共同速度需修正为

摇 摇 v = mSnSVS

子 S
+ 移 滓

m滓n滓u滓

子
æ
è
ç

ö
ø
÷

滓

mSnS

子 S
+ 移 滓

m滓n滓

子
æ
è
ç

ö
ø
÷

滓

. (11)

方程(1)乘以 ei 和 m滓, 并对所有离散速度方向进行求和,可以得到每种组分在相互作用

时的动量变化量:
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摇 摇
啄(籽滓u滓(x,t))

啄 t = -
籽滓u滓(x,t) - 籽滓v(x,t)

子滓
+ f total

滓 . (12)

这里总的外力包括流体鄄流体间和固体鄄流体间的相互作用力:

摇 摇 f total
滓 = 移 滓-

f滓滓- + f滓S . (13)

固体微粒子的动量变化量也有同样的松弛形式:

摇 摇
啄(籽 SVS(x,t))

啄 t = -
籽 SVS(x,t) - 籽 Sv(x,t)

子 S
+ f total

S . (14)

可以证明方程(14)所定义的共同速度能够保证流体组分的动量变化量 驻P F(x) 与固体微

粒子的动量变化量 驻PS(x) 大小相同,符号相反[23]:

摇 摇 驻P F(x) = - 移 滓

籽滓u滓(x,t) - 籽滓v(x,t)
子滓

=

摇 摇 摇 摇
籽 SVS(x,t) - 籽 Sv(x,t)

子 S
= - 驻P S(x) . (15)

因此,当不考虑微粒子间的相互作用 f total
滓 和 f total

S 时局部动量可以守恒,反之在全局上守恒.
假定伪固体颗粒始终处于热动力学平衡状态下,从而设定松弛时间 子 S = 1. 0. 流体鄄固体微粒子

间远程相互作用力 f total
S 也采用 SC 模型中流体鄄流体粒子间相互作用力的形式:

摇 摇 f total
S (x) = 移 滓

fS滓 = - 鬃 S(x)移 滓移 i
棕 iGS滓鬃滓(x + ei)ei . (16a)

相应的,施加在流体组分 滓 上的作用力为

摇 摇 f滓S(x) = - 鬃滓(x)移 i
棕 iG滓S鬃 S(x + ei)ei . (16b)

固体颗粒的润湿性质,也就是对 滓 组分的亲水性还是疏水性,可通过设定负或正的 G滓S 来

控制. 在相互作用阶段最后,固体微粒子重新凝结为一个刚体颗粒,从而 FC,T C,FH 和 TH 可在

nS(x) 屹 0 的区域上求和得到:

摇 摇 F C = 移 x
f total
S (x), T C = 移 x

r 伊 f total
S (x), (17a)

摇 摇 F H = 移 x
驻P S(x), T H = 移 x

r 伊 驻P S(x) . (17b)

已经考虑多个算例证明了 LB鄄PSM 的正确可靠性,可以用来模拟流体界面现象和流鄄固相

互作用[22] .

2摇 横向毛细力的研究

2. 1摇 横向毛细力的理论公式

如图 2(a)和(b)所示,颗粒周围液面在重力或壁面作用形成弯月面. 当周围存在其它颗

粒时,弯月面发生形变,其水平方向不平衡的表面张力即为横向毛细力. 在液面变形不是很大

时,通过求解关于毛细现象的 Laplace 方程,并利用叠加原理,可得处于流体界面上两颗粒间

的横向毛细力 F [5]:
摇 摇 F 抑- 2仔酌Q1Q2qK1(qL),摇 摇 ri 垲 L, i = 1,2. (18)
方程(18)中, Qi = risin(鬃 i),i = 1,2是毛细管电荷,且几乎不随两颗粒间距 L而变化. Qi 用

来刻画弯月面偏离三相线平面的程度,ri 和鬃 i 是两颗粒上三相线的接触线半径和倾斜角. 毛细

管长度 q -1 = (籽R - 籽B)g / 酌 + 装 / 酌 ,其中装 是关于液膜厚度而产生的分离压(disjoining pres鄄
sure),当液膜足够厚时, 装 / 酌 可忽略不计;转1 是一阶修正 Bessel 函数. 此外 ri 臆 L 垲 q -1 条件
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下,方程(18)进一步简化为

摇 摇 F 抑- 2仔酌Q1Q2 / L,摇 摇 ri 垲 L 垲 q -1, i = 1,2. (19)
式(19)意味着在给定表面张力下, F 与颗粒间距 L 成反比,这就是两颗粒间横向毛细力的

“1 / L冶 公式.

(a) 浮体横向毛细力 (b) 浸润横向毛细力

(a) Floating LCF (b) Immersion LCF

(c) 测试几何示意图

(c) Geometry configuration for measuring the LCFs
图 2摇 两颗粒间横向毛细力及测试时的几何示意图

Fig. 2摇 LCFs between two particles and geometry configuration for measuring them

2. 2摇 浮体横向毛细力的模拟研究

首先对漂浮在流体界面上两颗粒间的横向毛细力进行测试. 考虑到常用的聚苯乙烯颗粒

有 85毅左右的接触角,简单起见,设定 GRS = GBS = 1. 2 以形成 90毅接触角(中性润湿). 如图 2(c)
所示,沿 X,Y和 Z方向的格子数为240 伊 80 伊 80. Z方向上下为静止壁面,X方向和 Y方向为周

期边界. 颗粒中心间距为 L,半径均为 R . 测试过程中颗粒的 X 和 Z 向位置固定不动. 上半部为

蓝流体,下半部为红流体,且高度为 40 格子. mR = mB = 1. 0,mS = 1. 1. 设定 GRB = 1. 8(表面张

力 酌RB = 0. 072) . 达到稳定状态的 FH
X + FC

X 即为横向毛细力 F . 以连续 1 000 步内 FH
X + FC

X 的

相对变化小于 0. 005%为收敛判据, 一般需要 4 万到 5 万个时间步. 程序采用 OpenMP 进行并

行, 在 Xeon X5690 CPU 上以六线程进行记算, 性能在 5 ~ 6 MLUPS(每秒所能迭代的百万格

子数).
由于红蓝流体密度相等,毛细管长度 q -1 为无穷大,因此在小颗粒半径下可以确保满足条
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件 ri 垲 L垲 q -1 . 这里设定 R = 6,L / R 从 3 到 14. 在理论公式(18)中,使用了流体界面变形不是

很大的前提假设,因此这里设定 Bond (驻籽gR2 / 酌RB,重力与表面张力之比) 数为0. 3. 在图3 中,
实心圆点是 F随 L / R 变化的测试结果,直线则为对应的双对数坐标系下的线性拟合,且斜率为

-1. 02. 直线拟合中,决定系数 adjusted R鄄square 为 0. 981 4,因此,所测结果呈很强的线性,证
实了式(19)中的 “1 / L冶 公式,且这一结果在使用 LBM 中迄今还未见报道. 进一步设定 Bond
数为 0. 4,所测结果和对应的线性拟合如图 3 中的空心圆点和虚线所示. 此时液面变形较大,
所得虚线斜率为-1. 16,偏离-1. 0 很大. 因此,在以离散元法或 Monte Carlo 方法为基础的模

型[9鄄10]中,使用的近似理论难以正确考虑大变形时颗粒间的横向毛细力.

图 3摇 两颗粒间浮体横向毛细力与颗粒间距关系

Fig. 3摇 The relationship between LCFs and normalized interparticle distance

2. 3摇 浸润横向毛细力的模拟研究

2. 3. 1摇 “1 / L冶 定理的验证

在目前的格子 Boltzmann 模型中难以确定分离压. 为不考虑颗粒鄄基板间的相互作用,这里

采用 Dushkin 等[7]在实验中使用的方法. 类似于图 2(c)中测试浮体横向毛细力时的方法,一
对胶体颗粒处于红蓝流体界面上,且 Z 向和 X 向位置固定. 初始时,当颗粒均不亲红流体和蓝

流体时,流体界面的高度高于几何中心线 R / 2;当颗粒仅亲红流体时,则低于 R / 3.
模拟中使用 200伊100伊100 的格子,颗粒半径 R也均为6,从而颗粒中心位置为(100 依L / 2,

50,47)(同时疏红、蓝流体) 或(100 依 L / 2,50,52)(仅亲红流体) . 为消除周围颗粒的影响,所
有边界均设置为静止壁面. 流体的物理参数设置为 mR = 1. 05,mB = 1. 0, 子R = 子B = 1. 0, GRB =
1. 5. 重力忽略不计, mS = 1. 1. 对于中性润湿颗粒,GRS = GBS = 1. 2; 对于完全润湿颗粒,GRS =
- 0. 05. 同样通过测试达到稳定状态的 F H

X + F C
X 得到横向毛细力.

图 4 是浸润横向毛细力与颗粒间距的双对数关系,其中圆点为测试结果,线条为 c / L,c 为

常值. 由于不考虑重力作用,毛细管长度同样均为无限长,从而确保了小颗粒半径下“1 / L冶 定

律的适用条件. 图 4 再现了浸润横向毛细力的“1 / L冶 定律,尽管稍有误差.
2. 3. 2摇 表面张力与横向毛细力关系的验证

进一步固定颗粒间距以研究横向毛细力 F与表面张力 酌RB 的关系. 通过调整GRB 可实现不

同的表面张力. 图5为 L / R = 4时F与 酌RB 的关系,其中颗粒均疏红蓝流体,圆点为测试结果,实
线为线性拟合. 根据式(19) 可知,F与 酌RB 成正比,而图 5 中线性拟合时的 adjusted R鄄square 为

0. 988,因此可认为 LB鄄PSM 模拟结果中的线性关系成立.
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图 4摇 浸润横向毛细力与颗粒间距关系(实心、空心 图 5摇 两颗粒(均疏红蓝流体)间横向毛细力与

圆点分别为颗粒疏、亲红蓝流体时的测试结果, 流体表面张力 酌RB 的关系(其中颗粒

虚线和实线为对应的 “1 / L冶 拟合函数) 间距固定为 4R)
Fig. 4摇 Relationship between immersion LCF and normalized Fig. 5摇 Relationship between fluid interfacial tension

interparticle distance((荫:particles are equally 酌RB and LCF between two hydrophobic

hydrophobic to both the red and blue fluid; particles ( the center鄄to鄄center distance
茵:hydrophilic to the red fluid) are simulation results is fixed as 4R)
while the solid and dashed lines exhibit the “1 / L Law冶)

3摇 结摇 摇 论

三维 LB鄄PSM 模拟为研究横向毛细力现象提供了一个重要可选择手段. 在本论文的研究

中,关于浮体和浸润横向毛细力的 “1 / L冶 定理,以及浸润横向毛细力与表面张力间的线性关

系得到验证. 这表明 LB鄄PSM 中通过引入流鄄固微粒子间的相互作用这一简单形式,可以正确

考虑流体鄄固体间相互作用,并再次证明 LBM 的基本思想,即,构造简化的动力学模型,通过引

入粒子间微观或介观层次上的物理作用,可以正确描述流体运动的宏观规律[11鄄12] .
在实际多颗粒系统中,施加在一个颗粒上的有效横向毛细力是多体相互作用的结果,另外

颗粒形状对横向毛细力的影响也很大. 因此,将进一步对多体效应、非球形颗粒间的横向毛细

力,以及胶体颗粒自聚集过程展开研究.
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Lateral Capillary Forces Between Two Spherical
Particles: a Lattice Boltzmann Study
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Chongqing 400044, P. R. China;

3. Department of Human and Engineered Environmental Studies, Graduate School of
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Abstract: A three鄄dimensional simulation study on the lateral capillary forces (LCFs) between
two floating and immersion spherical particles was carried out, using a modeling approach in鄄
troduced in the framework of Shan鄄Chen lattice Boltzmann model for multi鄄component fluids.
Solid鄄fluid interactions and wetting property of a colloidal particle could be taken into account
at the mesoscopic level using a simple manner. Results show good agreement with theoretical
results, and the so called “1 / L冶 theory is demonstrated. At the same time, the linear relation鄄
ship between immersion LCF and fluid interfacial tension for fixed interparticle distance is well
achieved. These demonstrate that the model is a promising tool for the simulation of phenome鄄
non such as self鄄assemblies of colloidal particles.

Key words: lattice Boltzmann method; solid鄄liquid two鄄phase flow; lateral capillary forces;
hydrodynamic interactions
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