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摘要:摇 Trefftz 有限元法(Trefftz finite element method, TFEM)因其独特的优良品质而备受关注. 针
对正交各向异性轴对称位势问题,提出了一种 4 节点四边形环状单元. 在该单元模型中,首先假设

两套独立的位势插值模式:即单元域内场和网线场,然后代入修正变分泛函并利用 Gauss 散度定理

消除区域积分,最后根据驻值原理导得只含边界积分的单元刚度方程. 数值算例表明了该单元的

准确性、稳定性以及对网格畸变的不敏感性.
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引摇 摇 言

Trefftz 有限元法[1](Trefftz finite element method,TFEM)是基于 Trefftz 方法[2] 发展起来的

一种新型数值计算方法,它融合了传统有限元法和边界元法的诸多优点,同时摒弃了它们的一

些缺点[3鄄5] . 1977 年,Jirousek 和 Leon[1]在研究薄板弯曲问题时提出了 Trefftz 有限元模型,其基

本思想是利用辅助网线位移场或面力场,在一种杂交意义上将单元域内位移场关联起来. 单元

域内位移场精确满足问题的控制方程,它可表达为控制方程的特解、截断完备解(即 Trefftz 插

值函数)与待定参数三者乘积之和. 而单元间连续性通过网线位移场在一种近似意义上得到

满足. 在实际应用过程中,TFEM 显示出了与众不同的独特品质[3鄄5],比如对网格畸变不敏感、
多边形单元构造便捷、单元列式只含边界积分、局部效应或奇异性问题处理简单等.

力学和物理中的许多现象如热传导、渗流、柱体扭转、腐蚀场及电磁场,最终均可归结为位

势问题. Wang 等[6]基于 Trefftz 有限元模型和相似方程法,对极小曲面问题进行了分析. Fu
等[7]提出了非线性功能梯度材料热传导问题的 Trefftz 有限元法. Cao 等[8] 利用基本解构造单

元域内位势场,研究了功能梯度材料的稳态热传导问题. 针对轴对称位势问题,Wang 等[9] 首

先基于准调和多项式求得问题的完备解,然后利用修正变分泛函,构造了一种 4 节点四边形环

状单元,并讨论了网格畸变对计算结果的影响. 复合材料在航空航天、汽车、船舶等领域的广泛
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应用,使得非各向同性材料的有限元分析愈来愈受重视. 赵新娟等[10] 推导了基于基本解的

Trefftz 有限元列式,并用于分析各向异性位势问题. 王克用等[11]引入坐标变换,将正交各向异

性位势问题转化为各向同性问题,从而直接利用 Laplace 方程的完备解构造单元域内位势场,
并基于各向同性问题的杂交泛函导得 Trefftz 有限元列式. 文献[11]是在新求解域内求解位

势,再经逆变换获得原问题的势流等其他场变量,处理过程简单直观. 然而,当原始边界条件较

为复杂,尤其是多相问题的界面协调条件经过转化后,会给求解带来很大困难[12] .
本文在文献[9]和文献[11]的基础上,将各向同性化寻求完备解的手段和 TFEM 进一步

应用于正交各向异性轴对称位势问题. 为避免边界条件的转化,引入的坐标变换关系仅用于获

得问题的完备解. 基于正交各向异性位势问题的修正变分泛函,导得只含边界积分的单元刚度

方程,求解在原始区域内进行.

1摇 基本方程及其完备解

对于无内源的稳态正交各向异性轴对称位势问题,在区域 赘 内的控制微分方程可写成

摇 摇 kr
鄣2u(籽)

鄣r2
+ 1

r
鄣u(籽)

鄣( )r + kz
鄣2u(籽)

鄣z2
= 0摇 摇 (在 赘 内), (1)

其边界条件为

摇 摇 u(籽) = u-(籽)摇 摇 (在 祝u 上), (2)

摇 摇 q(籽) = kr
鄣u(籽)

鄣r nr + kz
鄣u(籽)

鄣z nz = q-(籽)摇 摇 (在 祝q 上), (3)

式中, u(籽) 为位势函数, 籽 {= r, }z T,q(籽) 为外法向位势梯度(或势流),kr,kz 为介质沿径向

和轴向的特性系数,nr,nz 为边界 鄣赘上的外法线方向余弦,u- 和 q- 为已知的位势和外法向势流,
鄣赘 = 祝u 胰 祝q 为求解域 赘 围成的边界.

为了寻求控制方程(1)的完备解,引入简单的坐标变换关系

摇 摇 r

倚
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将式(4)代入式(1),简化整理,可得

摇 摇 鄣2u(籽

倚

)
鄣 r

倚

2
+ 1

r

倚

鄣u(籽

倚

)
鄣 r

倚 + 鄣2u(籽

倚

)
鄣 z

倚

2
= 0摇 摇 (在 赘

倚

内) . (5)

这样就将原问题映射为新求解域 赘

倚

内的各向同性问题. 根据文献[9],方程(5) 的完备解

可表达成 n 阶准调和多项式的形式

摇 摇 T(籽

倚

) = 移
n

i = 0
ai r

倚

n-i z

倚

i 摇 摇 (n = 1,2,…,¥) . (6)

显然地,方程(1)的完备解就可写成

摇 摇 T(籽) = 移
n

i = 0
aik( i -n) / 2

r k -i / 2
z rn-izi 摇 摇 (n = 1,2,…,¥), (7)

式中, ai 为待定系数.
对式(7)关于 r 或 z 求导,可得

摇 摇
鄣Tn(籽)

鄣r = 移
n-1

i = 0
aik( i -n) / 2

r k -i / 2
z (n - i) rn-i-1 zi, (8)
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摇 摇
鄣2Tn(籽)

鄣z2
= 移

n-2

i = 0
ai +2k( i -n) / 2

r k -i / 2
z ( i + 1)( i + 2) rn-i-2 zi . (10)

将式(8) ~ (10)代入式(1),导得下列递推公式:

摇 摇 ai +2 = - 鬃 (n - i) 2

( i + 1)( i + 2) ai, (11)

式中, 鬃 = kr / kz,并且当 n 为偶数时,有 a0 = 1 和 a2i +1 = 0;当 n 为奇数时,有 a2i = 0.

2摇 Trefftz 有限元列式

如图 1 所示,Trefftz 有限元模型分别在单元域内和边界上假定两套独立的插值模式:单元

域内场和网线场,单元域内插值函数(即 Trefftz 函数)精确满足控制方程,可采用问题的截断

完备解构建,而单元边界插值函数(常称为网线函数)确保单元间的位势协调,一般采用传统

有限元法的形函数构建.
单元域内位势场可表达为

摇 摇 ue(籽) = 移
m

j = 1
Nejcej = Ne(籽)ce 摇 摇 (在 赘e 内) . (12)

单元边界网线位势场为

摇 摇 ue(籽) = Ne(籽)de 摇 摇 (在 鄣赘e 上), (13)
式中, Ne(籽) 为 Trefftz 函数矩阵,由 m 个截断完备解组成,ce 为待定参数,Ne 为传统有限元法

的形函数矩阵,de 为单元节点自由度向量. 变量上方的“ ~ 冶用于区分单元域内和边界. 为了避

免出现零能模式并使单元性能稳定,用来构建 Ne(籽) 的截断完备解数目(即 Trefftz 项数)满足

下列关系式:
摇 摇 m > md - mr, (14)

式中, md,mr 分别代表单元节点自由度和刚体运动模式的数目. 对于轴对称位势问题,mr = 1.

图 1摇 轴对称环状单元及其位势场

Fig. 1摇 Axisymmetric annular element and its potential fields

利用式(12),单元边界 鄣赘e 上的外法向势流 qe 可写成

摇 摇 qe(籽) = 移
m

j = 1
Qejcej = ATe(籽)ce = Qe(籽)ce, (15)
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式中
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与正交各向异性轴对称位势问题等价的修正变分泛函为

摇 摇 装me = 仔乙乙
赘e

(krq2
er + kzq2

ez) rd赘 - 2仔乙
祝eu
qeu- erd祝 +

摇 摇 摇 摇 2仔乙
祝eq
(q- e - qe)uerd祝 - 2仔乙

祝eI
qeuerd祝, (17)

式中, qer = 鄣ue / 鄣r,qez = 鄣ue / 鄣z,祝eI 为单元的公共边界,鄣赘e = 祝eu 胰祝eq 胰祝eI,祝eu = 鄣赘e 疑祝u,
祝eq = 鄣赘e 疑 祝q . 对泛函(17)第 1 项应用 Gauss 散度定理,并注意到在边界 鄣赘e 上有 u-(籽) =
u(籽), 可消去区域积分,从而得到下列只含边界积分的泛函形式:

摇 摇 装me = 仔乙
鄣赘e

qeuerd祝 - 2仔乙
鄣赘e

qeuerd祝 + 2仔乙
祝eq
q- euerd祝 . (18)

将式(12)、(13)和(15)代入式(18),有

摇 摇 装me =
1
2 cT

eHece - cT
eGede + dT

e pe + 不含 ce 或 de 的项, (19)

式中

摇 摇 He = 仔乙
鄣赘e

QT
eNerd祝, Ge = 2仔乙

鄣赘e

QT
eNerd祝, pe = 2仔乙

祝eq
NT

e q- erd祝 . (20)

对泛函式(20)分别关于 ce 和 de 取驻值,得

摇 摇
鄣装me

鄣cT
e

= 0圯ce = H -1
e Gede, (21)

摇 摇
鄣装me

鄣dT
e

= 0圯Kede = pe, (22)

其中,式(21)确保单元间公共边界位势的连续性,而式(22)为单元刚度方程, Ke =GT
eH -1

e Ge 为

对称的单元刚度矩阵.
至此,将单元刚度方程(22)组装成总体刚度方程 Kd = p, 引入位势边界条件(2)并求解,

即可获得所有节点的位势值. 值得注意的是,由于式(12)中的 Trefftz 函数矩阵 Ne(籽) 不包含

刚体运动模式,为求单元域内任一点的位势,需要采用文献[9]所述的最小二乘法恢复刚体位

势.

3摇 数 值 算 例

3. 1摇 实体圆柱内稳态轴向热流问题

图 2 为半径 R = 2 的实体圆柱,介质导热系数为 kr = 1 和 kz = 4, 几何尺寸和边界条件示于

图中. 圆柱上、下表面施加第一类边界条件,圆柱侧面施加第二类边界条件(即视为绝热面),
热流只能沿着轴向流动. 本例的温度场解析解为

摇 摇 u =
u2 - u1

h z + u1, (23)

式中, h 为圆柱高度,u2 和 u1 分别为圆柱上、下表面给定的温度值.
考虑两种不同形式的网格划分,均包括 4 个 4 节点四边形环状单元(记为 AXPT4),如图 2

所示:图 2(b)是规则网格划分;图 2(c)是畸变网格划分. 其中, 驻 = w / W = h / H 为网格畸变参
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数. 选取求解域内若干点进行分析,沿 AXPT4 单元的每条边设置 3 个 Gauss 点,算例结果列于

表 1 和表 2 中. 由表可以看出,无论采用网格 A(规则网格)还是网格 B(畸变网格)(驻<0. 25),
TFEM 和 ABAQUS 计算得到的温度 u,温度梯度 鄣u / 鄣z 均精确收敛于解析解,几乎不受网格畸

变的影响. 但当网格畸变参数 驻逸0. 25 时,网格 B 右上角单元退化为 4 节点三角形单元或内

凹四边形单元,TFEM 计算结果仍与解析解非常吻合,而 ABAQUS 却无法求解. 究其原因,主要

是因为 Trefftz 单元列式只涉及边界积分,其 Gauss 点沿单元边界布置,而 ABAQUS 采用面积积

分,其 Gauss 点在单元内部布置. 由等参变换的条件可知,在传统有限元法(ABAQUS)中,当单

元两邻边内角 琢 逸180毅 时,将出现 Jacobi 行列式 J = 0 的情况,从而导致局部坐标和整体坐

标系之间的变换不是一一对应的. 同时,若 J = 0, J 将不可逆,则两个坐标系之间的偏导

数变换也难以实现. 此外,我们注意到,表 1 和表 2 给出的 TFEM 计算结果与精确解相比有稍

许差别,若 AXPT4 单元的每条边设置 4 个 Gauss 点,则其计算结果将与解析解完全一致.

(a) 问题描述 (b) 网格 A (c) 网格 B
(a) Problem description (b) Mesh A (c) Mesh B

图 2摇 实体圆柱内稳态轴向热流

Fig. 2摇 Steady axial flow of heat through a solid cylinder

表 1摇 温度 u 的计算结果

Table1摇 Results for the temperature u

( r,z)
TFEM(ABAQUS)

驻=0. 2 驻=0. 25 驻=0. 3 驻=0. 45 驻=0. 499 5
analytical solution

(0. 5, 1. 0) -0. 999 61 (-1. 000 00) -1. 000 42 -0. 999 37 -0. 999 59 -0. 999 98 -1. 0
(1. 5, 1. 0) -0. 999 97 (-1. 000 00) -1. 000 14 -0. 999 98 -1. 000 05 -1. 000 08 -1. 0
(1. 5, 3. 0) 1. 000 03 (1. 000 00) 1. 000 27 1. 000 12 1. 000 41 1. 000 02 1. 0
(0. 5, 3. 0) 1. 000 53 (1. 000 00) 0. 996 96 1. 000 04 1. 001 71 1. 005 02 1. 0

摇 摇 注摇 括号内的数值为 ABAQUS 计算结果;当 驻逸0. 25 时,ABAQUS 无法获得解答.
表 2 温度梯度 鄣u / 鄣z 的计算结果

Table 2摇 Results for the temperature gradient 鄣u / 鄣z

( r,z)
TFEM(ABAQUS)

驻=0. 2 驻=0. 25 驻=0. 3 驻=0. 45 驻=0. 499 5
analytical solution

(0. 5, 1. 0) 1. 000 19 (1. 000 00) 1. 000 51 1. 000 31 1. 000 25 1. 000 02 1. 0
(1. 5, 1. 0) 1. 000 00 (1. 000 00) 0. 999 91 1. 000 00 1. 000 02 1. 000 10 1. 0
(1. 5, 3. 0) 1. 000 04 (1. 000 00) 0. 999 73 1. 000 15 1. 000 21 1. 000 00 1. 0
(0. 5, 3. 0) 0. 999 96 (1. 000 00) 0. 999 73 1. 000 04 1. 004 09 1. 005 01 1. 0

摇 摇 注摇 括号内的数值为 ABAQUS 计算结果;当 驻逸0. 25 时,ABAQUS 无法获得解答.

664 正交各向异性轴对称位势问题的 Trefftz 有限元分析



3. 2摇 含环形孔阶梯圆柱内稳态热传导问题

图 3 所示为阶梯形圆柱,内部含有半径为 R = 3 的环形孔,几何尺寸和边界条件示于图中.
圆柱侧面、阶梯面以及环形孔内表面施加第一类边界条件, 圆柱上、 下表面施加第二类边界

条件(即视为绝热面). 本例没有解析解, 为便于对比, 采用基于网格 A 的 ABAQUS 解作为参

考解. 计算时,我们采用两种网格划分:网格 B 是规则网格划分,网格 C 是畸变网格划分.

(a) 问题描述 (b) 网格 A (c) 网格 B (d) 网格 C
(a) Problem description (b) Mesh A (c) Mesh B (d) Mesh C

图 3摇 含环形孔阶梯圆柱内稳态热传导

Fig. 3摇 Steady鄄state heat conduction through a stepped cylinder with a ring鄄shaped hole

首先,我们分析介质导热系数为 kr = 1,kz = 4 的情形. 采用网格 B 离散求解域,共包括 127
个 AXPT4 单元,距环形孔中心 詛 = 4. 5 处的温度 u和温度梯度 鄣u / 鄣r,鄣u / 鄣z 的分布规律绘于图

4 中. 由图 4 的计算结果可以看出,在相同的网格划分下,TFEM 的精度优于 ABAQUS . 与参考

温度及温度梯度相比,TFEM 计算结果的最大偏差分别为 0. 51% ,4. 34% ,0. 54% ,而 ABAQUS
解的最大偏差分别为 1. 38% ,10. 19% ,1. 98% . 为了分析 TFEM 对网格畸变的敏感性,表 3 列

出了网格 B 和网格 C 两种网格划分下若干点的温度及偏差对比. 最后,我们还研究了计算结

果随导热系数比 kz / kr 的变化规律,图 5 给出了场点(15. 0,5. 0)处的计算结果.

(a) 温度 (b) 温度梯度

(a) Temperature (b) Temperature gradient
图 4摇 距环形孔中心 詛 = 4. 5 处的温度和温度梯度分布

Fig. 4摇 Distributions of temperature and its gradient at a distance of 詛 = 4. 5 from the center of ring鄄shaped hole
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表 3 两种网格划分下若干点温度 u 的计算结果对比

Table 3摇 Comparison of temperature u at several points under two mesh discretizations

( r,z)
mesh B

ABAQUS TFEM

mesh C

ABAQUS TFEM
reference solution

(2. 0, 2. 0) 2. 034 99(0. 00% ) 2. 037 68(0. 13% ) 2. 028 731(0. 31% ) 2. 030 14(0. 24% ) 2. 034 99

(9. 0, 9. 0) 3. 158 82(0. 00% ) 3. 144 67(0. 45% ) 3. 228 032(2. 19% ) 3. 152 47(0. 20% ) 3. 158 82

(15. 0, 5. 0) 4. 721 55(0. 00% ) 4. 722 84(0. 03% ) 4. 694 392(0. 58% ) 4. 703 49(0. 38% ) 4. 721 55

(5. 0, 19. 0) 3. 901 30(0. 00% ) 3. 874 74(0. 68% ) 3. 876 041(0. 69% ) 3. 899 85(0. 04% ) 3. 901 30

(a) 温度 (b) 温度梯度

(a) Temperature (b) Temperature gradient
图 5摇 不同导热系数比 kz / kr 下的场点(15. 0, 5. 0)处的温度和温度梯度

Fig. 5摇 Temperature and its gradient at field point(15. 0, 5. 0) for different radios of kz / kr

4摇 结摇 摇 论

1)Trefftz 有限元解与解析解或 ABAQUS 结果吻合度较高,这表明本文所建立的位势插值

模式及修正变分泛函是正确的.
2)所用坐标变换关系仅为寻求正交各向异性轴对称位势问题的完备解,而问题求解仍在

原始区域内进行,从而避免了边界条件的转化可能带来的困难.
3)Trefftz 有限元列式只涉及边界积分,Gauss 点布置在单元边界上,在畸变网格划分下也

能获得满意的解答.
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Trefftz Finite Element Analysis of Axisymmetric
Potential Problems in Orthotropic Media

WANG Ke鄄yong1,2,摇 HUANG Zheng鄄ming2,摇 LI Pei鄄chao1,摇 LIU Bo1

(1. School of Mechanical Engineering, Shanghai University of Engineering Science,
Shanghai 201620, P. R. China;

2. School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics,
Tongji University, Shanghai 200092, P. R. China)

Abstract: Trefftz finite element method (TFEM) has received considerable attention due to its
excellent feasures. A four鄄node quadrilateral annular element was proposed for analyzing axi鄄
symmetric potential problems in orthotropic media. In the element model, two independent po鄄
tential interpolation modes, namely intra鄄element field and frame field, were firstly assumed.
Then, they were both substituted into the modified variational functional and the domain inte鄄
gral involved was eliminated using the Gaussian divergence theorem. Finally, the element stiff鄄
ness equation including boundary integrals only was derived based on the stationary principle.
Numerical examples demonstrate that the developed element is accurate, stable and insensitive
to mesh distortion.

Key words: Trefftz finite element method; modified variational functional; potential problem;
axial symmetry; orthotropic medium
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