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左 wGF鄄 封闭环上的弱 Gorenstein 平坦模
*
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摘要:摇 利用同调代数的工具, 主要证明了弱 Gorenstein 平坦模类为投射预解的当且仅当它是扩

张封闭的,进一步的刻画了左 wGF鄄 封闭环上弱 Gorenstein 平坦模的一些性质,这些内容丰富了 D.
Bennis 等人的研究结果.
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1摇 引言及预备知识

同调代数在许多领域中都是新技术的根源,这其中就包括量子力学和拓扑动力系统等科

研领域. 近年来,Gorenstein 平坦模已成为非常活跃的研究对象,众多学者对这些模类做了大量

的研究工作,并积累了丰硕成果[1鄄8] . 1993 年,Enochs,Jenda 和 Torrecillas 在文献[9]中定义了

Goernstein 平坦模.
定义 1. 1[9] 摇 设M是左R鄄模.称M是Gorenstein 平坦的,若存在一个正合列F = …寅F1 寅

F0 寅 F 0寅 F 1寅…使得 M 艿 ker(F 0寅 F 1),其中 F i和 F i 都是平坦模,且对任意的内射右 R鄄
模 I,序列 F 在函子 I 塥R鄄 的作用下仍是正合的. 此时,正合列 F 叫做 M 的一个完备平坦分解

(complete flat resolution).
2013 年,文献[2]的作者定义了弱 Gorenstein 平坦模. 即设 M 是左 R鄄 模,则称 M 是弱

Gorenstein 平坦模,若存在一个平坦左 R鄄 模正合列F = …寅F1 寅F0 寅F 0寅F 1寅…使得M艿
ker(F 0寅F 1) . 此时,正合列F叫做M的一个完全平坦分解(perfect flat resolution). 显然,每个

Gorenstein 投射左 R鄄 模是弱 Gorenstein 平坦模,且所有 Gorenstein 平坦左 R鄄 模均是弱 Goren鄄
stein 平坦模. 本文将继续弱 Gorenstein 平坦模相关性质的研究,进一步丰富文献[1鄄2,6]的研

究内容.
定义 1. 2[1,5] 摇 设 R 是一个环且 X 表示左 R鄄 模类.
(1) 称 X 是扩张封闭的,如果对任意的 R鄄模短正合列 0 寅 L 寅 M 寅 N 寅0,若 L,N 沂 X,

则有 M 沂 X .
(2) 称 X 是满态射核下封闭的,如果对任意的 R鄄模短正合列 0 寅 L 寅 M 寅 N 寅0,若 M,
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N 沂 X,则有 L 沂 X .
(3) 称 X是单态射余核下封闭的,如果对任意的 R鄄模短正合列0 寅 L寅M寅N寅0,若 L,

M 沂 X,则有 N 沂 X .
(4) 称 X 是投射预解的, 如果它包含所有的投射 R鄄 模, 且同时在扩张和满态射核下封

闭; 也就是说,对任意的 R鄄模短正合列 0 寅 L寅M寅 N寅0, 其中 N沂 X, 则 L沂 X 当且仅当

M 沂 X .
全文中所有的环都是带有单位元的结合环,所有模都是酉模. 文中未说明的背景材料请参

见文献[1,9鄄11].

2摇 主 要 结 论

本节,将研究在下述环下的弱 Gorenstein 平坦模性质.
定义 2. 1摇 环 R称为左 wGF鄄封闭环,如果 wG F(R) 是扩张封闭的,其中 wG F(R) 表示所

有弱 Gorenstein 平坦左 R鄄 模组成的类. 我们可类似的定义右 wGF鄄 封闭环.
引理 2. 2(文献[3]的命题 3. 3)摇 设 M 是左 R鄄 模,下述各条等价:
(1) M 是弱 Gorenstein 平坦的.
(2) 存在一个左 R鄄 模正合列 0 寅 M 寅 F 0寅 F 1寅 …,其中每个 F i 都是平坦模.
(3) 存在一个左 R鄄 模短正合列 0 寅 M 寅 F 寅 N 寅0,其中 F 为平坦模,N 是弱 Gorenstein

平坦的.
定理 2. 3摇 对任意的环 R,F(R) 表示平坦左 R鄄 模类. 则下述条件等价:
(1) R 是左 wGF鄄 封闭的.
(2) wG F(R) 是投射预解的.
(3) 对于任意的左 R鄄模短正合列 0 寅 Q1 寅 Q0 寅M寅0,若 Q0 和 Q1 是弱 Gorenstein 平坦

左 R鄄 模且 F(R) 在单态射余核下封闭,则有 M 是弱 Gorenstein 平坦左 R鄄 模.
证明摇 (1)圯(2)要证明 wG F(R) 是投射预解的,由定义 1. 2,只需证明它在满态射核下

封闭. 考虑左 R鄄 模短正合列 0 寅 L寅M寅 N寅0,其中M和N是弱 Gorenstein 平坦的,下证 L 弱

Gorenstein 平坦的. 既然 M 是弱 Gorenstein 平坦的,则存在一个左 R鄄 模短正合列 0 寅 M 寅 F 寅
G 寅0,其中 F 为平坦模,G 是弱 Gorenstein 平坦的. M 寅 N 和 M 寅 F 的推出图如图 1 所示.

图 1摇 推出图 (M 寅 N, M 寅 F) 图 2摇 推出图 (B 寅 C, F 寅 C)
Fig. 1摇 The pullout diagram (M 寅 N, M 寅 F) Fig. 2摇 The pullout diagram (B 寅 C, F 寅 C)

由图 1 右侧垂直短正合列 0寅N寅D寅G寅0及R是左wGF鄄封闭可知,D是弱 Gorenstein
平坦的. 因此由图 1 中间水平短正合列和引理 2. 2 可得 L 是弱 Gorenstein 平坦的.
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(3)圯(1)考虑左 R鄄模短正合列0寅 A寅B 寅C寅0, 其中 A和C是弱Gorenstein平坦的,
下证 B 是弱 Gorenstein 平坦的. 既然 C 是弱 Gorenstein 平坦的, 则由弱 Gorenstein 平坦的定义

知, 存在一个左 R鄄模短正合列 0 寅 G寅 F寅 C寅0, 其中 F为平坦模, G 是弱 Gorenstein 平坦

的. B 寅 C 和 F 寅 C 的推出图如图 2 所示.
同时,既然 A 也是弱 Gorenstein 平坦的,则存在一个左 R鄄 模短正合列 0 寅 A 寅 F 忆寅 G忆 寅

0,其中 F 忆为平坦模,G忆 是弱 Gorenstein 平坦的. A 寅 D 和 A 寅 F 忆 的推出图如图 3 所示.

图 3摇 推出图 (A 寅 D, A 寅 F 忆) 图 4摇 推出图 (Q1 寅 F1, Q1 寅 Q0)

Fig. 3摇 The pullout diagram (A 寅 D, A 寅 F 忆) Fig. 4摇 The pullout diagram (Q1 寅 F1, Q1 寅 Q0)

在图 3 的左 R鄄 模短正合列 0 寅 F 忆寅 D忆 寅 F 寅0 中,由 F 忆和 F 的平坦性知,D忆 也是平坦

的. 则由图 3 的左 R鄄 模短正合列 0 寅 D 寅 D忆 寅 G忆 寅0 和引理 2. 2 知,D 是弱 Gorenstein 平坦

的. 最后考虑图2 的短正合列0 寅 G寅D寅 B寅0,已证 G和D都是弱Gorenstein平坦左 R鄄模,
则有(3) 的题设条件知 B 是弱 Gorenstein 平坦左 R鄄 模.

(1)圯(3)既然 Q1 是弱Gorenstein 平坦的,则存在一个左 R鄄模短正合列0寅Q1 寅F1 寅G寅
0,其中 F1 为平坦模,G 是弱 Gorenstein 平坦的. Q1 寅 F1 和 Q1 寅 Q0 的推出图如图 4 所示.

由图 4 右侧垂直短正合列 0寅Q0 寅D寅G寅0及R是左wGF鄄封闭可知,D是弱Gorenstein
平坦的. 则存在一个左 R鄄模短正合列 0 寅 D寅 F寅 H寅0,其中 F为平坦模,H是弱 Gorenstein
平坦的. D 寅 M 和 D 寅 G 的推出图如图 5 所示.

图 5摇 推出图 (D 寅 M, D 寅 G)
Fig. 5摇 The pullout diagram (D 寅 M, D 寅 G)

由图 5 的短正合列 0 寅 F1 寅 F 寅 F2 寅0 及

F(R) 在单态射余核下封闭知 F2 是平坦的. 则由

图 5 的左 R鄄模短正合列 0 寅 M 寅 F2 寅 H 寅0 及

引理 2. 2 知 M 是弱 Gorenstein 平坦左 R鄄 模.
对于整数 n 逸0,文献[11] 中称一个环 R 为

n鄄FC 环,若它是双侧凝聚环且满足正则模 R 的左

右 FP 自内射维数不大于 n . 结合文献[1鄄2]有下

述结论:
推论 2. 4摇 设 R 是 n鄄FC 环且 n 逸0, 下述条

件等价:
(1) R 是左 GF鄄 封闭的,即 Gorenstein 平坦左 R鄄 模类是扩张封闭的.
(2) G F(R) 是投射预解的.
(3) 对于任意的左 R鄄 模短正合列 0 寅 Q1 寅 Q0 寅 M 寅0,若 Q0 和 Q1 是 Gorenstein 平坦

左 R鄄 模且 F(R) 在单态射余核下封闭,则有 M 是 Gorenstein 平坦左 R鄄 模.
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(4) 对于任意的左 R鄄 模短正合列 0 寅 Q1 寅 Q0 寅M 寅0,其中 Q0 和 Q1 是 Gorenstein 平坦

左 R鄄 模,若 torR1(I,M) = 0 对任意的内射右 R鄄 模 I 都成立,则有 M 是 Gorenstein 平坦左 R鄄 模.
推论 2. 5摇 如果 R 是左 wGF鄄 封闭环,则 wG F(R) 在直和项下是封闭的.
证明摇 利用文献[6]的命题 1. 4 和文献[2]的注记 3. 2(3)以及本文定理 2. 3 即证.
定理 2. 6摇 如果 R 是左 wGF鄄 封闭环,则弱 Gorenstein 平坦模类在正向极限下是封闭的.
证明摇 依据文献[12]的命题 2. 3,我们仅需证明弱 Gorenstein 平坦模类在良序正向极限下

是封闭的,因此我们假设 (M琢) 琢 < 姿 是一个弱 Gorenstein 平坦模良序正向系统. 如果 姿 = n < 棕,
则lim

寅
M琢 = Mn-1 是弱 Gorenstein 平坦的,就证毕了.

下设 姿 = 棕 并着手证明lim
寅

Mn(n < 棕) 是弱 Gorenstein平坦的. 既然M0 是弱 Gorenstein 平

坦的,则存在一个正合列

摇 摇 A(0) 0 寅 M0 寅 F 0
0寅 F 1

0寅 F 2
0寅 …,

其中对每个 i 逸0,F i
0都是平坦的,同时由文献[2] 的注记 3. 2(3) 知,对于 i 逸0,每个模 K i

0 =
ker(F i

0寅 F i +1
0 ) 都是弱 Gorenstein 平坦的,其中 K 0

0 = M0 . 态射 M0 寅 F 0
0和 M0 寅 M1 的推出图

如图 6 所示.

图 6摇 推出图 (M0 寅 F 0
0, M0 寅 M1)

Fig. 6摇 The pullout diagram (M0 寅 F 0
0, M0 寅 M1)

图 7摇 推出图 (U 寅 F 0
1, U 寅 K1

0)

Fig. 7摇 The pullout diagram (U 寅 F 0
1, U 寅 K1

0)

则由 M1 和 K 1
0的弱 Gorenstein 平坦性以及 R

是左 wGF鄄封闭环知 U是弱 Gorenstein 平坦的,因
此存在短正合列 0 寅 U 寅 F 0

1寅 L 寅0,其中 F 0
1是

平坦的以及 L 是弱 Gorenstein 平坦的. 此时推出图

如图 7 所示.
既然 L和K 1

0是弱Gorenstein平坦的,可得K 1
1是

弱 Gorenstein 平坦的,则可通过态射 M0 寅 M1 诱

导正合列态射(如图 8 所示).
重复上述方法,则可通过态射 K 1

0寅 K 1
1 诱导

正合列态射(如图 9 所示).
这里 F 1

1是平坦的并且 K 2
1 是弱 Gorenstein 平

坦的. 继续使用上述证法可得正合列

图 8摇 由态射 M0 寅 M1 诱导的交换图 图 9摇 由态射 K 1
0寅 K 1

1 诱导的交换图

Fig. 8摇 The commutative diagram induced by M0 寅 M1 Fig. 9摇 The commutative diagram induced by K 1
0寅 K 1

1

摇 摇 A(1) 0 寅 M1 寅 F 0
1寅 F 1

1寅 F 2
1寅 …,

其中对每个 i逸0,F i
1是平坦的,而每个模 K i

0 = ker(F i
1寅 F i +1

1 ) 都是弱Gorenstein平坦的,其中
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K 0
1 = M1,并且态射 A(0) 寅 A(1) 是由M0 寅M1 诱导的. 如果继续重复上述过程,我们可得到一

个交换图(如图 10 所示).

图 10摇 交换图

Fig. 10摇 The commutative diagram

这里每一行都正合,对于任意的 i逸0 和 j逸0,每一个 F i
j平坦,并且每一个 K i

j = ker(F i
j寅

F i +1
j ) 都是弱 Gorenstein 平坦的(其中 K 0

j = M j) . 运用正合函子lim
寅

到上述交换图,我们可获得

一个正合列

摇 摇 lim
寅

A(n) 0 寅 lim
寅

Mn 寅 lim
寅

F 0
n寅 lim

寅
F 1

n寅 lim
寅

F 2
n寅 …,

其中每个 lim
寅

F i
n, i = 0,1,2,… 是平坦的. 因此由文献[2] 的命题 3. 3 知lim

寅
Mn 是弱 Gorenstein

平坦的.
现在我们重新标注 M0,M1,…,M棕,M棕+1,…,使得 M棕 = lim

寅
Mn 并且 M棕 +1 是原来的 M棕,以

此类推. 因此我们可以假设系统(M琢)琢 < 姿 是连续的,也就是说,如果 茁 是 茁 < 姿 的极限序,就有

M茁 = lim
寅

M琢(琢 < 茁) .利用超限归纳法,可证lim
寅

M琢(琢 < 姿) 是弱 Gorenstein 平坦的,结果即证.

摇 摇 一个环 R 称为 f鄄内射环是指对每一 f. g. 生成理想 I,任何 I到 R的同态均可扩张成 R的自

同态;R称为 FC环,是指 R为凝聚环且为 f鄄内射环. 下述两个结论给出了在一定条件下,FC 环

的几个等价刻画.
定理 2. 7摇 对于交换环 R, 考虑下述条件:
(1) 每个 R鄄 模都是弱 Gorenstein 平坦的.
(2) 每个内射 R鄄 模都是弱 Gorenstein 平坦的.
(3) 每个 FP鄄 内射 R鄄 模都是弱 Gorenstein 平坦的.
(4) 若 N1 奂 N 都是 FP鄄 内射的,则 N / N1 是弱 Gorenstein 平坦的.
(5) 每个 R鄄 模都是弱 Gorenstein 平坦 R鄄 模的子模.
(6) R 是 FC 环.

则有(1)圳(2)圳(3)圳(4)圳(6)圯(5). 如果 R 是 wG F(R) 封闭环,则有(5)圯(2),因此所

有 6 个条件等价.
证明摇 由文献[2]的推论 3. 9 即得(1)圳(2)圳(3)圳(6).
(3)圯(4)因为 N1 是 FP鄄内射的,所以正合列 0 寅 N1 寅 N 寅 N / N1 寅0 是纯正和列. 既然

N1 和 N 都是弱 Gorenstein 平坦的,由引理 2. 2 知存在正合列 0 寅 N 寅 F 寅 L 寅0,其中 F 是平

坦的,L 是弱 Gorenstein 平坦的. N 寅 N / N1 和 N 寅 F 的推出图,如图 11 所示.
因为 N1 是 FP鄄内射的,所以正合列 0 寅 N1 寅 F寅 D寅0 是纯正和列,对任意的 R鄄模 K 都

有长正合列
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图 11摇 推出图

Fig. 11摇 The pullout diagram

摇 摇 … 寅 torR1(F,K) 寅 torR1(D,K) 寅 N1 塥 K 寅
摇 摇 摇 摇 F 塥 K 寅 D 塥 K 寅0.

由纯正合列的定义得

摇 摇 0 寅 N1 塥 K 寅 F 塥 K 寅 D 塥 K 寅0.
又由 F是平坦的知 torR1(F,K) = 0,所以有 0 寅 torR1(D,K) 寅0,
即 torR1(D,K) = 0,因此D为平坦模. 所以由引理2. 2 知N / N1 是

弱 Gorenstein 平坦的.
(4)圯(2)因为任意内射模 E总是FP鄄内射的,又0模显然

是 FP鄄 内射的,所以 E = E / 0 是弱 Gorenstein 平坦的.
(2)圯(5)对于任意 R鄄模M,都有内射包E(M),使得M哿

E(M),从而由条件(2) 知 E(M) 是弱 Gorenstein 平坦的,即证.
(5)圯(2)对于任意内射 R鄄模M,由条件(5) 知存在弱Gorenstein平坦模Q,使得0寅M寅

Q,则由 M 的内射性知 M 是 Q 的直和项,又由推论 2. 5 知 M 是弱 Gorenstein 平坦的.
定理 2. 8摇 设 R 是交换环且为 GF鄄 封闭环和 wGF鄄 封闭环,则下述条件等价:
(1) 每个 R鄄 模是弱 Gorenstein 平坦的.
(2) 每个余扰 R鄄 模是弱 Gorenstein 平坦的.
(3) 每个 Gorenstein 余扰 R鄄 模是弱 Gorenstein 平坦的.
(4) 每个循环 R鄄 模是弱 Gorenstein 平坦的.
(5) 每个非零 R鄄 模包含一个非零弱 Gorenstein 平坦子模.
(6) R 是一个 FC 环.
证明摇 (1)圳(2)圳(6) 见文献[2]的推论 3. 9.
(2)圯(3) 显然.
(3)圯(1) 设M是任意R鄄模,由文献[13] 的定理3. 4知存在一个正合列0 寅M寅 C寅 N寅

0,其中C是Gorenstein余扰的,N是弱Gorenstein平坦的. 另一方面,由(3) 知C是弱Gorenstein
平坦的,既然 R 是左 wGF鄄 封闭的,由定理 2. 3 可得 M 是弱 Gorenstein 平坦的.

(1)圯(4)和(4)圯(5)显然.
(5)圯(1) 由定理 2. 7 结合文献[13]的命题 3. 11 的证明过程即证.

3摇 结 束 语

近些年来,在研究环与代数的模范畴时,(弱)Gorenstein 投射模、内射模和平坦模引起了

人们的关注,尤其是 L. W. Christensen 和 O. Veliche 把弱 Gorenstein 投射模称为“ infinite syzy鄄
gies冶,高增辉则系统地研究了弱 Gorenstein 投射模、内射模和平坦模[2] . 而本文给出了左 wGF鄄
封闭环上的一些性质刻画.
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Weak Gorenstein Flat Modules Under the
Left wGF鄄Closed Rings
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Abstract: Using homological methods, it is proved that the class of the weak Gorenstein flat
modules was projectively resolving if and only if it was closed under extensions. Furthermore,
some properties of weak Gorenstein flat modules under the wGF rings were also given, which
generalized the results of D. Bennis and so on.
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