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传递辛矩阵群收敛于辛 Lie 群
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摘要:摇 通过作用量变分原理,给出了 Hamilton 正则方程离散积分的传递辛矩阵表示,利用 Hamil鄄
ton 正则方程给出了其对应的 Lie 代数. 说明了当时间区段长度趋近于 0 时,离散系统积分的传递

辛矩阵群收敛于连续时间 Hamilton 系统微分方程分析积分得到的辛 Lie 群.
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引摇 摇 言

辛对称是 H. Weyl 在 1939 年从动力学提出的[1鄄2] . 纯数学家用微分几何给出公理体系,称
为辛几何. 动力学数值积分的收敛性不是严重问题,哪怕最简单的 Euler 差分格式,只要步长

足够小,也是收敛的. 问题是怎样能收敛得快些、好些. 冯康等提出,动力学差分格式应当保

辛[3],Hairer 等总结了保辛方法的发展[4鄄6] . 保辛与分析结构力学和有限元的关系见文献[7鄄
9]. 然而,辛几何高深的公理体系使读者应用发生困难. 差分在保辛同时,又产生了问题,能量

不能守恒. 其实,只要采用参变量方法,可达到既保辛又守恒的[10] .
数值求解将微分方程离散,文献[11]从结构力学角度给出了离散的辛代数表述,验证了

辛矩阵对应于对称矩阵,与有限元法相衔接,简单易懂,并给出了传递辛矩阵群. 根据单坐标结

构力学与动力学的模拟关系,单坐标结构力学也有分析理论,也适用 Hamilton 体系. 有结构力

学区段变形能对应于动力学的作用量等,同样的时间有限元法离散可用于动力学积分,并且达

到其数值积分保辛,也有时间离散后的传递辛矩阵群.
辛 Lie 群是根据连续时间系统微分方程分析积分得到的基本理论. 传递辛矩阵群是离散

系统积分的. 当区段长度非常小时,传递辛矩阵群在其离散的格点处将收敛于辛 Lie 群,这就

是本文要讲明白的.
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1摇 作用量,区段混合能和传递辛矩阵

设时间离散为 t0,t1,…,tk = k浊,…,区段长度 浊 很小. 离散后传递辛矩阵可从区段( ta,tb),

tb - ta = 浊,tb = k浊 的作用量得到,也就是经典力学的第一类生成函数(generating function) [1]

摇 摇 A(qa,qb) = 乙 tb

ta
L(q,q)dt, 啄A(qa,qb) = 0, (1)

其中 q是 n 维的位移向量. Lagrange 函数 L(q,q) = T - U, 动能减势能,积分则可采用有限元数

值方法. 有限元使用插值方法,在非线性问题时,积分给出的是在真实解附近状态的近似. 引入

两端位移的对偶向量

摇 摇 pa = - 鄣A / 鄣qa, pb = 鄣A / 鄣qb (2)
组成两端状态向量

摇 摇 va =
qa

p{ }
a

, vb =
qb

p{ }
b

. (3)

离散数值分析的作用量积分则只能根据两端位移 (qa,qb) 采用有限元数值方法得到. 于
是有

摇 摇 A(qa,qb) = 1
2

qa

q{ }
b

T

K
qa

q{ }
b

, K =
Kaa Kab

Kba K
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

bb

, K = KT, (4)

近似作用量是 (qa,qb) 的二次型,而(qa*,qb*) 是区段两端真实位移. 有限元法用于非线性问

题时,矩阵 K(qa*,qb*) = K* 当然指在真实解处的,但真实解不知道,K(qa,qb) 是有限元法近

似. 有限元法近似的收敛性是已经证明了的,而且其刚度阵的对称性也是保证的,因此其传递

矩阵保辛也是必然的.
动力学适用初值条件:给定 qa,pa,要寻求下一点的 qb,pb . 也就是说(qa,qb) 之中,只有 qa

给定,而 pa 应用于确定 qb . 将有限元法得到的 A(qa,qb) 代入式(2)进行偏微商有

摇 摇 pa = - Kaaqa - Kabqb, pb = Kbaqa + Kbbqb, (5)
于是有区段的状态传递

摇 摇

vb = Sva,

S =
S11 S12
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12 ,
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(6)

可验证 STJS = J 满足,表明 S 是辛矩阵,这是离散推导的. 因为区段作用量是用有限元法积分

得到的,故是离散近似的. 许多离散的传递辛矩阵在一起构成传递辛矩阵群,当然是有限元近

似的. 问题在于当区段长度 浊 寅0 时,该群会收敛于连续系统的辛 Lie 群,需要证明.
传递辛矩阵可用本征向量矩阵展开为[10]

摇 摇 S = 追De追-1, De = diag[diag(姿 i),diag(姿 -1
i )] . (7)

对应地有 Hamilton 矩阵的本征向量矩阵展开
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摇 摇 H = 追 Dp追-1, Dp = diag[diag(滋 i), - diag(滋 i)] . (8)
容易验证, (JH) T = JH满足. H与 S本征向量矩阵同是追,而 姿 i = exp(滋 i浊) . 容易验证有关系

摇 摇 exp(H·浊) = S, (9)
表明传递辛矩阵群的元素 S 所对应的 Lie 代数体是 H·浊 [10] .

2摇 Hamilton 体系和正则方程

Hamilton 体系的变分原理是

摇 摇 啄 乙 tb

ta
[pTq - H(q,p)]dt = 0, (10)

其中,引入了对偶向量

摇 摇 p = 鄣L(q,q) / 鄣q, (11)
并对 q 采用了 Legendre 变换,而 Hamilton 函数为

摇 摇 H(q,p) = pTq - L(q,q), (12)
式中 q 应从式(11) 解出而表达为对偶向量 q,p 的函数.

根据变分原理(10)推导的对偶方程是 Hamilton 正则方程

摇 摇 q = 鄣H
鄣p, p = - 鄣H

鄣q, (13)

或可用 Poisson 括号写成

摇 摇 q = [q,H], p = [p,H] 或 v = [v,H], (14)
其中, v = qT p{ }T T 是状态向量,文献[1]证明了 Poisson 括号是 Lie 代数体,认为 H 函数是多

次连续可微的. 将正则方程的解,看成为对于初始状态的变换,则在不同时间的许多变换,构成

辛 Lie 群. 按文献[3] 119,其对应的 Lie代数体可用 Hamilton 矩阵表征.
直接从变分原理(10)进行 q,p 的积分,做有限元法的保辛离散(可见文献[11]) . 在积分

区段的开始时间 ta,有给定的初始状态 qa,pa . 将 H 函数在 qa,pa 附近进行 Taylor 级数展开有

摇 摇 H(q,p) = Ha + (鄣H / 鄣q | a) T·dq + (鄣H / 鄣p | a) T·dp +
摇 摇 摇 摇 (dv) T(鄣2H / 鄣v鄣v) | a·dv + O[(dt) 3], (15)

下标 a 表示在 ta 处. 其中对 H 的二价偏微商是对称矩阵,即

摇 摇

鄣2H
鄣v鄣v a

=
Hqq Hqp

Hpq H
é
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ê
ê

ù

û
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,

(B =)Hqq = HT
qq, (D =)Hpp = HT

pp,

(A =)Hpq = HT
qp

ì

î

í
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ï
ï

ï
ïï .

(16)

既然要积分状态向量,从 ta 到 tb, 认为区段长度 tb - ta = 浊 很小, 则在式(15) 中将

O[(dt) 3] 忽略,代入正则方程得到

摇 摇 q = 鄣H / 鄣p a + A啄q + D啄p, p = - 鄣H / 鄣q a - B啄q - AT啄p . (17)

该方程组右侧第 1 项是常值,在状态空间是直线,近似太差;所以要有线性项,展开式对于直线

的偏离,为
摇 摇 啄q = q - 鄣H / 鄣p a, 啄p = p - 鄣H / 鄣q a . (18)
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当然希望有更多的项,但其差别在已经是高阶小量了,况且非线性难以分析. 下面引入 2n 伊 2n
的 Hamilton 矩阵:

摇 摇 H =
A D

- B - A
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úT
, D = DT, B = BT, (19)

显然它满足

摇 摇 (JH) T = JH, (20)
于是成为对微分方程

摇 摇 啄v = H啄v (21)
进行积分. 所以说 Hamilton 正则方程对应的 Lie 代数体就是 Hamilton 矩阵,其实文献[3] 119已

经说过. 这里的推导表明了从 Hamilton 正则方程到矩阵 H 的来路.
前面方程(6)给出的是差分形式,也推导了辛矩阵. 问题在于两种方法得到的 Hamilton 矩

阵 H 是否相差的是步长的高阶小量. 先看式(19)的 Hamilton 矩阵,在式(16)和(17)明确指

出,这是在 ta 时间的 Taylor 展开的二次项,根据 qa,pa 的确定性,式(19) 的H是确定的矩阵. 而
传递辛矩阵则相当于离散差分近似. 有限元法的差分近似的收敛性,即使不保辛,也是没有问

题的. 而本文的讲述却是在辛的范围内的.
传递辛矩阵既然是对应为 Hamilton 矩阵乘积分长度 H·浊,则当 浊 寅 0 时就会收敛到式

(21) 的 啄v =H啄v . 正则方程的变换给出辛 Lie 群,所以当 浊寅0 时传递辛矩阵群也必定收敛到

辛 Lie 群. 这就是本文要讲明白的.
前面讲的有限元离散是基于作用量的. 但基于变分原理(10)的离散方法也可进行有限元

法离散. 具体方法见文献[12].

3摇 结摇 摇 论

本文通过作用量变分原理,给出了 Hamilton 正则方程离散积分的传递辛矩阵表示. 另一

方面连续 Hamilton 正则方程的解构称辛 Lie 群. 本文说明当时间区段长度趋近于 0 时,离散系

统积分的传递辛矩阵群收敛于连续时间 Hamilton 系统微分方程分析积分得到的辛 Lie 群.
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Symplectic Group of the Transfer Matrix Converges
to the Symplectic Lie Group

ZHONG Wan鄄xie,摇 GAO Qiang
(State Key Laboratory of Structural Analysis of Industrial Equipment,

Department of Engineering Mechanics,Dalian University of Technology,

Dalian, Liaoning 116023, P. R. China)

Abstract: By using action variational principle, the transfer symplectic matrix for the discrete

integral of the Hamiltonian canonical equation was given. Then the Lie algebra corresponding to

the Hamiltonian canonical equation was given. When the time step tends to zero, that the sym鄄

plectic group of the transfer matrix for discrete integrator converges to the symplectic Lie group

of the continuous鄄time differential equation of the Hamiltonian system was proved.

Key words: discrete integration; symplectic group of the transfer matrix; Hamilton; symplec鄄
tic Lie group
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