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动动载下缝端应力强度因子
计算的扩展有限元法
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摘要:摇 在扩展有限元法(extended finite element methods, XFEM)的理论框架下,重点研究了动荷

载作用下稳定裂纹尖端动态应力强度因子(dynamic stress intensity factors, DSIFs)的求解方法. 根
据 XFEM 的位移模式,推导了动力 XFEM 的支配方程,采用 Newmark 隐式算法进行时间积分. 同
时,提出一种 XFEM 质量矩阵的集中策略,给出了求解 DSIFs 的相互作用积分方法,与静态问题的

相互作用积分方法相比,增加了惯性项的贡献. 最后,若干典型算例的计算结果表明:XFEM 可以准

确评价稳定裂纹尖端的 DSIFs,建议的质量矩阵集中策略是有效的,为得到正确的 DSIFs,惯性项的

贡献不可忽略.
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引摇 摇 言

扩展有限元法(extended finite element methods, XFEM)及其基本思想已被广泛地用于分

析工程领域中的各种不连续问题,如结构的断裂分析[1]、非均质材料的热分析[2] 等. 在结构的

断裂分析中,很多实际结构多是受动载条件,因此,动力 XFEM 的研究显得十分必要,而动应

力强度因子(dynamic stress intensity factors, DSIFs)是判断裂纹在动载下是否发展以及发展方

向的重要参数.
Belytschko 等[3] 和他的学生 Chen[4] 最早利用 XFEM 对动力开裂问题进行了研究;随后,

R佴thor佴 等[5鄄6]发展了时空扩展有限元法(STX鄄FEM)去处理动载下裂纹生长问题;Menouillard
等[7鄄9]基于显式时间积分算法研究了改进函数的不同形式对 DSIFs 及动力裂纹生长的影响,他
们提出通过纠正力(correction force)的方法释放裂尖单元,从而避免裂纹生长过程由于裂尖单

元的突然释放产生的伪应力波;针对显式积分算法的稳定性问题,Menouillard 等[10鄄11]研究了积

分步长的取值,同时指出常规有限元处理动力问题时的质量矩阵集中策略不适用于基于显式

算法的动力 XFEM,并给出了一种质量矩阵的集中方法;基于谱单元法和显式时间积分算法,
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Liu 等[12]发展了高阶的 XFEM 作为动力裂纹生长的模拟;Motamedi 等[13]将动力 XFEM 的研究

对象从各向同性介质发展到各向异性介质. 相比之下,国内动力 XFEM 的研究明显滞后,方修

君等[14]最早在 ABAQUS 程序中嵌入了动力 XFEM 的功能,并应用于重力坝地震开裂过程的

模拟,但不能提取缝端 DSIFs;王志勇等[15] 运用不含裂尖增强函数的 XFEM,研究了动态载荷

作用下颗粒增强复合材料的断裂行为;此外,清华大学庄茁教授等[16鄄17]长期致力于动力 XFEM
的理论和应用研究,在动力 XFEM 的研究方面做出了较大的贡献,但文献[17]对于 DSIFs 的

求解仍然基于静力条件下的相互作用积分法.
本文基于 XFEM 的理论,采用 Newmark 隐式动力学算法进行时间积分,重点研究了稳定

裂纹缝端 DSIFs 的求解方法,并提出一种 XFEM 质量矩阵的集中策略,给出了求解 DSIFs 的相

互作用积分方法. 最后,通过若干典型算例验证了 XFEM 可以准确评价稳定裂纹缝端的

DSIFs,也验证了建议的质量矩阵集中策略的有效性,同时也表明惯性项对 DSIFs 的贡献是不

可忽略的.

1摇 动力问题的扩展有限元法

对于外荷载随时间变化但裂纹是稳定情形,这时的裂纹尖端解析场与静态情形完全类

似[18],因此,静力 XFEM 的裂尖改进函数仍然适用于动力 XFEM . 动力 XFEM 的位移模式可表

达为

摇 摇 uh(x) = 移
i沂I

Ni(x)ui + 移
i沂I*abs

N*
i (x)[H(x) - H(xi)]ai +

摇 摇 摇 摇 移
i沂I*br

N*
i (x)移

4

j = 1
[F j(x) - F j(xi)]b j

i , (1)

图 1摇 改进结点的选取

Fig. 1摇 Selection of enriched nodes

式中, I 为求解域中所有结点的集合;Ni(x) 为结点 i
处的常规有限元插值形函数;ui 为常规有限元部分

在结点 i 处的未知量;N*
i (x) 为单位分解函数,其形

式可以和 Ni(x) 相同,也可不同,文中取二者相同;
H(x) 为 Heaviside 改进函数; I*abs 为 Heaviside 改进结

点集合; ai 为与 Heaviside 改进相关的结点未知量;
I*br 为裂尖改进结点集合;b j

i 为与裂尖改进相关的结

点未知量.
如图 1 所示,对于裂尖改进单元,其改进函数形

式为

摇 摇

F1( r,兹) = r sin(兹 / 2),

F2( r,兹) = r cos(兹 / 2),

F3( r,兹) = r sin 兹 sin(兹 / 2),

F4( r,兹) = r sin 兹 cos(兹 / 2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(2)

式中, r 和 兹 为裂尖局部坐标系. 对于裂纹完全贯穿单元的结点采用 Heaviside 函数进行改进,
即

摇 摇 H(x) = + 1,摇 摇 (x - x*)·n > 0,
- 1,摇 摇 (x - x*)·n < 0{ ,

(3)

其中, x 为考察点,x* 为考察点在裂纹面上的投影点,n 为 x* 处裂纹面的单位外法向.
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文中单元类型为平面四结点等参元. 不考虑阻尼的影响,由弹性动力学的基本方程[19] 及

式(1)给出的动力 XFEM 的位移模式,运用虚功原理,可得动力 XFEM 的支配方程为

摇 摇
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, (4)

式中

摇 摇

M uu = 乙
赘 e

籽(N) TNd赘,

M ua = [M au] T = 乙
赘 e

籽(N) T(N渍)d赘,

M ub
j = [M bu

j ] T = 乙
赘 e

籽(N) T(N鬃 j)d赘,

M aa = 乙
赘 e

籽 (N渍) T(N渍)d赘,

M ab
j = [M ba

j ] T = 乙
赘 e

籽(N渍) T(N鬃 j)d赘,

M bb
jk = 乙

赘 e
籽(N鬃 j) T(N鬃 k)d赘
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ï ,

摇 摇 j,k = 1,2,3,4, (5)

其中

摇 摇
N = N1 N2 N3 N[ ]4 ,

Ni =
Ni 0
0 N

é

ë
ê
ê

ù

û
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ú

i

,摇 摇 i = 1,2,3,4

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(6)

摇 摇 渍 = H(x) - H(xi), (7)
摇 摇 鬃 j = F j(x) - F j(xi),摇 摇 j = 1,2,3,4, (8)

籽 为材料的密度;劲度矩阵和荷载列阵的推导与静力 XFEM 完全一致,可参见文献[19].
由式(5)确定的质量矩阵为一致质量矩阵(consistent mass matrix, CM),与传统有限元类

似,为提高计算效率,在编程中往往采用集中质量矩阵,然而,与传统有限元不同的是,对于改

进单元,单元被裂纹分割,两边的材料分开,单元结点包含附加自由度,文中尝试采用如下的质

量矩阵集中策略,集中质量矩阵(lumped mass matrix, LM)可表示为

摇 摇 M e
ij =

2移
ne

j忆 = 1
乙
赘 e

籽Ni忆N j忆d赘

Tdof
( i = j),

0 ( i 屹 j, iedof = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ),

(9)

式中, i, j = 1,2,…,48,ne 为单元结点数,文中 ne = 4;i忆 为自由度 i 所属的结点号;Tdof 为单元

总的自由度数(常规自由度和改进自由度之和);iedof 为改进自由度 i . 式(9)确定的集中质量

矩阵满足单元的质量守恒.
采用 Newmark 隐式算法进行时间积分,即

摇 摇
Ut +驻t = Ut + (1 - 酌)Ut驻t + 酌Ut +驻t驻t,

Ut +驻t = Ut + Ut驻t +
1
2 -( )茁 Ut驻t2 + 茁Ut +驻t驻t2{ ,

(10)

式中, Ut,Ut 和 Ut 为 t 时刻的位移、速度和加速度向量,驻t 为时间步长,酌 = 0. 5, 茁 = 0. 25.
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2摇 相互作用积分

考虑两种应力状态,状态 1(滓 (1)
ij ,着 (1)

ij ,u(1)
i ) 为真实场,状态 2(滓 (2)

ij ,着 (2)
ij ,u(2)

i ) 为辅助场.
Song 等[20]推导了用于求解非均匀材料 DSIFs 的相互作用积分方法,忽略材料的非均匀性,相
互作用积分公式可退化为

摇 摇 M(1,2) = 乙
A
(滓 (1)

ij u(2)
i,1 + 滓 (2)

ij u(1)
i,1 - 滓 (2)

ik 着 (1)
ik 啄1j)

鄣q
鄣x j

dA + 乙
A
籽u(1)

i u(2)
i,1 qdA, (11)

式(11)中,第 1 项即为裂纹在静态条件下的相互作用积分,第 2 项为增加的惯性项贡献. A 为

以裂尖点为圆心且半径为 R 的圆形域;半径 R 为

摇 摇 R = rkhe, (12)
式中, he 为裂尖单元特征尺寸,rk 为自定义的常数;在积分区域 A内的结点 q = 1,在积分区域 A
外的结点 q = 0. 在单元任意位置,q 的值通过下式插值得到

摇 摇 q = 移
4

i = 1
Niqi . (13)

相互作用积分和 DSIFs 之间的关系为

摇 摇 M(1,2) = 2
E*[K玉K aux

玉 + K域K aux
域 ], (14)

式中, K aux
玉 和 K aux

域 为辅助场的 DSIFs, E* 的表达式为

摇 摇 E* =
E (平面应力),

E
1 - 淄2 (平面应变){ .

(15)

选择合适的辅助场 DSIFs 值,真实场的 DSIFs 可表示为

摇 摇
K玉 = E*

2 M(1,2) (K aux
玉 = 1, K aux

域 = 0),

K域 = E*

2 M(1,2) (K aux
玉 = 0, K aux

域 = 1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(16)

辅助应力场、位移场的形式可参见文献[18].

3摇 数 值 算 例

3. 1摇 算例 1:含半无限长裂纹的无限大板问题

如图 2(a)所示,含静止裂纹两端水平向约束板受到动态荷载作用. 数值计算时板的尺寸

为 l = 10 m, h = 4 m, 假设板处于平面应变状态,板被离散成 39伊99 的均匀网格(图 2(b)),裂
纹长度 a = 5 m, 材料的弹性模量 E = 210 GPa, Poisson 比 淄 = 0. 3, 密度 籽 = 8 000 kg / m3 . 在
t = 0时刻,板的上边缘受到突然施加的均布拉应力滓0 = 500 MPa的作用. 数值计算的总时间为

0. 001 s,时间步长取为 驻t = 5. 0 滋s .
Freund(1990) [21]给出了该问题的理论解,其 I 型 DSIFs 的表达式为

摇 摇 K玉( t) =
0, t < tc,

2滓0

1 - 淄
c1( t - tc)(1 - 2淄)

仔 , t 逸 tc

ì

î

í

ïï

ïï ,
(17)

式中, tc = h / 2c1,c1 = 5 944 m / s .

将计算得到的 DSIFs 除以 K0 = 滓0 h / 2 进行无量纲化处理,时间 t除以 tc 进行无量纲化处
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理,如图 3,分别给出了采用一致质量矩阵和集中质量矩阵得到的数值结果与解析解进行比

较,均与解析解吻合较好,数值计算时,式(12)中 rk = 2.

(a) 几何尺寸和边界条件 (b) XFEM 网格

(a) Geometric dimensions and boundary conditions (b) XFEM mesh
图 2摇 含半无限长裂纹的无限大板问题

Fig. 2摇 An infinite plate with a semi鄄infinite crack

(a) 一致质量矩阵计算结果 (b) 集中质量矩阵计算结果

(a) Result by using consistent mass matrix (b) Result by using lumping mass matrix
图 3摇 解析解和数值解的比较

Fig. 3摇 Comparisons of analytical and numerical results

为考察 DSIFs 中惯性项的贡献,图 4 给出了不同积分路径下 ( rk = 2,4,6) DSIFs 随时间的

变化曲线. 图 4 中 term1 为式(11)中第 1 项积分,与静力条件下的积分式相同,term2 为式(11)
中第 2 项积分,即为惯性项的贡献. 从图中可看出,相比 term1,惯性项的数值贡献较小,但是,

(a) 积分路径 1( rk = 2) (b) 积分路径 2( rk = 4)

(a) Integration path 1 ( rk = 2) (b) Integration path 2 ( rk = 4)
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(c) 积分路径 3 ( rk = 6)

(c) Integration path 3 ( rk = 6)

图 4摇 不同积分路径下 DSIFs 随时间的变化曲线

Fig. 4摇 DSIFs versus time curves with different contours

随着相互作用积分中积分区域的增大,惯性项的影响亦增大. 若动力问题中不考虑惯性项的贡

献,相互作用积分表现出很强的积分路径相关性. 因此,为得到正确的 DSIFs,惯性项的贡献不

可忽略.
3. 2摇 算例 2:中心断裂的拉伸试件

(a) 几何尺寸和边界条件 (b) XFEM 网格

(a) Geometric dimensions and boundary conditions (b) XFEM mesh
图 5摇 CCT 试件

Fig. 5摇 CCT specimen

图 6摇 荷载鄄时间曲线(阶跃函数)
Fig. 6摇 Applied load versus time (step function)

如图 5(a)所示, 一个中心断裂的拉伸(center cracked tension, CCT)试件两端受阶跃荷载

p( t) (图 6)作用, Chen[22]最早研究了该问题在阶跃荷载作用下 DSIFs 的变化趋势. 数值计算
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(a) 一致质量矩阵计算结果 (b) 集中质量矩阵计算结果

(a) Result by using consistent mass matrix (b) Result by using lumping mass matrix

图 7摇 本文数值解和文献结果(Song and Paulino[20] , 2006)的比较

Fig. 7摇 Comparisons of the present numerical results and the reference solution by Song and Paulino[20](2006)

(a) 积分路径 1( rk = 2) (b) 积分路径 2( rk = 4)

(a) Integration path 1 ( rk = 2) (b) Integration path 2 ( rk = 4)

(c) 积分路径 3 ( rk = 6)

(c) Integration path 3 ( rk = 6)

图 8摇 不同积分路径下 DSIFs 随时间的变化曲线

Fig. 8摇 DSIFs versus time curves with different contours

时,试件的尺寸 b = 20 mm,h = 40 mm,假设试件处于平面应变状态,试件被离散成49 伊 99的均

匀网格(图 5(b)),裂纹半长度 a = 2. 4 mm,材料的弹性模量 E = 199. 992 GPa,Poisson 比 淄 =
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0郾 3,密度 籽 = 5 000 kg / m3,纵波速度Cd = 7. 34 mm / 滋s . 数值计算的总时间为 13. 62 滋s,时间步

长取为 驻t = 0. 05 滋s . 将计算得到的 DSIFs 除以 K0 = 滓0 仔a 进行无量纲化处理,时间 t 乘以

2Cd / h 进行无量纲化处理. 如图 7 所示,分别给出了采用一致质量矩阵和集中质量矩阵得到的

数值解与文献结果[20]进行比较,均与文献结果吻合较好,数值计算时,式(12)中 rk = 2.
图 8 也给出了不同积分路径下 ( rk = 2,4,6) DSIFs 随时间的变化曲线. 本算例的计算结果

也揭示了与算例 1 同样的规律,表明求解 DSIFs 时,惯性项的贡献不可忽略.
3. 3摇 算例 3:含倾斜裂纹的矩形板问题

本算例的荷载条件与材料参数均与算例 2 相同,如图 9(a)所示. 板的尺寸 b = 30 mm,h =
60 mm,假设试件处于平面应变状态,试件也被离散成 49伊99 的均匀网格(图 9(b)),裂纹半长

度 a = 7. 07 mm,裂纹倾角 兹 = 45毅 . 数值计算的总时间为 20 滋s,时间步长取为 驻t = 0. 1 滋s .

(a) 几何尺寸和边界条件 (b) XFEM 网格

(a) Geometric dimensions and boundary conditions (b) XFEM mesh
图 9摇 含倾斜裂纹矩形板问题

Fig. 9摇 Rectangle plate with an inclined crack

(a) 一致质量矩阵计算结果 (b) 集中质量矩阵计算结果

(a) Result by using consistent mass matrix (b) Result by using lumping mass matrix

图 10摇 本文数值解 K玉 和文献结果(Song and Paulino[20] , 2006)的比较

Fig. 10摇 Comparisons of the present numerical results K玉 and the reference solution by Song and Paulino[20](2006)

本算例为复合型裂纹问题,将计算得到的 DSIFs 除以 K0 = 滓0 仔a 进行无量纲化处理,如
图 10、11 所示,分别给出了采用一致质量矩阵和集中质量矩阵得到的 K玉 和 K域 的数值解与文

献[20]的结果进行比较,均与文献结果吻合较好.

395江摇 摇 守摇 摇 燕摇 摇 摇 杜摇 摇 成摇 摇 斌



(a) 一致质量矩阵计算结果 (b) 集中质量矩阵计算结果

(a) Result by using consistent mass matrix (b) Result by using lumping mass matrix

图 11摇 本文数值解 K域 和文献结果(Song and Paulino[20] , 2006)的比较

Fig. 11摇 Comparisons of the present numerical results K域 and the reference solution by Song and Paulino[20](2006)

(a) 积分路径 1( rk = 2) (b) 积分路径 2( rk = 4)

(a) Integration path 1 ( rk = 2) (b) Integration path 2 ( rk = 4)

(c) 积分路径 3 ( rk = 6)

(c) Integration path 3 ( rk = 6)

图 12摇 不同积分路径下无量纲化 K玉 随时间的变化曲线

Fig. 12摇 Normalized K玉 versus time curves with different contours

与算例 1、算例 2 类似,图 12、13 也给出了不同积分路径下 ( rk = 2,4,6) DSIFs 随时间的变

化曲线,也揭示了同样的规律.
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(a) 积分路径 1( rk = 2) (b) 积分路径 2( rk = 4)

(a) Integration path 1 ( rk = 2) (b) Integration path 2 ( rk = 4)

(c) 积分路径 3 ( rk = 6)

(c) Integration path 3 ( rk = 6)

图 13摇 不同积分路径下无量纲化 K域 随时间的变化曲线

Fig. 13摇 Normalized K域 versus time curves with different contours

4摇 结摇 摇 论

对于外荷载随时间变化但裂纹是稳定的,此种情形的裂纹尖端渐进场与静态情形完全类

似,静力 XFEM 裂尖改进函数仍然适用. 根据 XFEM 的位移模式,推导了动力 XFEM 的支配方

程,采用 Newmark 隐式动力学算法进行时间积分,并提出了一种 XFEM 质量矩阵的集中策略.
与静态问题的相互作用积分方法相比,求解 DSIFs 的相互作用积分方法增加了惯性项的贡献.
最后, 若干典型算例的计算结果表明: XFEM 可以准确评价稳定裂纹尖端的 DSIFs, 本文建议

的集中质量矩阵也是十分有效的, 为得到正确的 DSIFs, 相互作用积分中惯性项的贡献不可

忽略.
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Evaluation on Stress Intensity Factors at the
Crack Tip Under Dynamic Loads Using

Extended Finite Element Methods

JIANG Shou鄄yan1,2,摇 DU Cheng鄄bin2

(1. College of Water Conservancy and Hydropower Engineering,
Hohai University, Nanjing 210098, P. R. China;

2. College of Mechanics and Materials, Hohai University,
Nanjing 210098, P. R. China)

Abstract: In the framework of the extended finite element methods (XFEM), the extraction of
dynamic stress intensity factors (DSIFs) for stationary cracks being subjected to dynamic loads
was detaily studied. Having constructed the approximation of dynamic XFEM, the derivation of
governing equation for dynamic XFEM was presented. The Newmark implicit algorithm was
used for time integration. Meanwhile, a mass lumping strategy for XFEM implicit dynamics was
proposed. In addition, the interaction integral method was given for evaluating DSIFs. Com鄄
pared with the interaction integral method for evaluating stress intensity factors ( SIFs) of
cracks under static conditions, the contribution of inertial effects was added to the interaction
integral method for evaluating DSIFs. The numerical illustrations show that the XFEM can eval鄄
uate accurately DSIFs and the proposed mass lumping strategy is also quite effective. To obtain
DSIFs correctly, the inertial effects on interaction integral cannot be ignored.

Key words: extended finite element methods; dynamic loads; cracks; dynamic stress intensity
factors; interaction integral
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