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摘要:摇 线性梁单元的形函数在单元大转动时会引起虚假应变,不适用于几何非线性分析. 传统的

几何非线性梁单元由于位移插值和转角插值的相干性,常常引起剪切闭锁等问题. 该文提出了一

种平面大变形梁单元,通过单元域内的曲率插值以及曲率与节点位移之间的函数关系,将单元节

点力和节点位移表示为节点曲率的函数. 由于曲率插值本质上是对梁的应变进行插值,保证了单

元任意刚体运动不会产生虚假的节点力;且将梁的截面形心位移表示为曲率的函数,避免了传统

单元中的剪切闭锁问题. 因而所提方法特别适用于梁的几何非线性分析. 数值算例说明了所提方

法的正确性和有效性.
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引摇 摇 言

梁的几何非线性问题一直是土木、机械及航空航天等领域的一个热点和难点[1鄄2] . 处理几

何非线性问题的传统方法是补充应变位移关系的二阶项,然后用全量 Lagrange 或更新 La鄄
grange 方法进行求解. 这些方法的有效性不仅仅与相关非线性方程的求解相关,还依赖于单元

域内物理量的离散方式.
被广泛采用的 Euler 梁理论是通过刚性截面假设使梁的模型从三维降为一维. 为了描述

截面的刚体转动需要在梁形心线上每一点定义一个转动矩阵. 因此,梁的位移场离散一般涉及

转动场的离散. 当截面转动不能看作小量时,转动场的离散将导致最终的节点力表达式非常复

杂. 另一种梁的几何非线性分析方法是对线性梁理论做适当的改造. 其核心思想是建立一个随

梁一起运动的单元坐标系,使梁相对于单元坐标系的运动是小位移小转动,从而简化了转动场

的离散(C. R. 法) [3鄄8] . 但它们都需要对截面形心位移和截面转角同时插值. 然而按 Euler 梁理

论,形心的切线应与截面法向平行. 对于这类单元,只有当位移及转角为小量时位移相容性要

求才能近似满足,否则就会引起较大的模型误差或剪切闭锁等困难[9] .
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针对上述问题,本文提出了一种平面大变形梁单元,将节点处曲率作为唯一插值参量;将
单元两端节点位移通过一组约束方程表示为节点曲率的函数;采用增广法[8] 建立了系统非线

性方程组,并给出了相应的 Jacobi 矩阵.
与传统梁单元相比,所提单元具有以下优势: 1) 由于单元应变能只是曲率的函数,采用

曲率插值可使节点力的表达式非常简单; 2) 由于曲率插值本质上属于对梁变形后的形状的

一种近似,与梁的刚体运动无关,因而适用于大位移和大转动情况; 3) 由于没有对梁形心位

移进行插值,避免了剪切闭锁问题.

1摇 精确几何模型梁理论

经典梁理论中的小位移小转动假设对于推导包含大转动的大变形梁单元不再成立. 由
Reissner[10],Simo 等[11]提出的“精确几何模型梁理论冶继承了平截面假定的同时对截面转动没

有任何近似,所以由其推导的梁单元自然满足大位移大转动情况. 梁微元体如图 1 所示.

图 1摇 梁的微元体

Fig. 1摇 Beam infinitesimal unit

弧长 s处截面质心矢径 r( s),截面转动角速度 棕( s),截面

内合力及合力矩分别为 n( s) 和 m( s) . 变形前梁截面坐标系

基矢量为 si 与瞬态基矢量 ti 通过正交矩阵 R 变换:ti = Rsi .
根据虚功率原理,弧长为 ds 的梁微元体上作用外力虚功

率减去惯性力虚功率等于变形虚功率. 沿弧长对变形虚功率积

分得到长度为 l 的梁的变形虚功率:

摇 摇 啄P = 乙 l

0
啄 鄣r

鄣s - 棕 伊 鄣r
鄣( )s

T
n + 啄 鄣棕

鄣( )s
T

[ ]m ds . (1)

精确几何模型梁理论定义了两种广义应变矢量 酌,资:

摇 摇 酌 = RT 鄣r
鄣s - t( )1 , 资 = RT 鄣R

鄣s , (2)

式中, 资 为 资 的反对称矩阵,则梁的变形虚功率式(1)可以表示为

摇 摇 啄P = 乙 l

0
(啄 酌TN + 啄 资 TM)ds, (3)

式中, N = RTn, M = RTm, 对于梁截面为简单的对称、闭合平面,由线弹性材料组成梁的本构

关系为

摇 摇
N = C酌酌, C酌 = diag(EA,GA,GA),

M = C资资, C资 = diag(G( Iy + Iz),EIy,EIz)
{ .

(4)

因此,由梁的变形虚功率式(3)可以给出虚应变能:

摇 摇 啄w = 乙 l

0
(啄 酌TC酌酌 + 啄 资 TC资资)ds . (5)

梁主要承受横向力和弯矩作用且具有很强的拉压刚度,相比于横向变形轴向变形可以忽

略. 平面梁的变形几何关系如图 2 所示.
在梁变形前构型上建立单元坐标系为 ei 其与截面坐标系为 si 一致. 平面梁截面转动为定

轴转动,正交矩阵
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摇 摇 R =
cos 兹 - sin 兹 0
sin 兹 cos 兹 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1
, (6)

图 2摇 梁单元变形几何关系

Fig. 2摇 Deformation geometric relations of beam

式中 兹 为截面转角. 单元坐标系下位移对弧长导

数为

摇 摇
u忆 = cos 兹 - 1,
v忆 = sin 兹{ ,

(7)

式中 (·) 忆 =驻 d(·) / ds . 变形后梁轴线矢径为

摇 摇 r( s) = r0 + se1 + u( s)e1 + v( s)e2, (8)
将其代入拉伸广义应变式(2)第 1 式:

摇 摇 酌 = RT(e1 + u忆e1 + v忆e2 - t1) = 0. (9)
平面情况下与弯曲广义应变可以表示为

摇 摇 资 = RT谆忆 . (10)
将梁截面转动矢量 谆( s) = 兹s3 代入,得到弯曲广义应变及其变分:
摇 摇 资 = 兹 忆e3, 啄资 = 啄兹 忆e3, (11)

式中 兹 忆 表示梁形心线曲率. 将式(4)、(9)、(11)代入式(5)可得梁单元虚应变能:

摇 摇 啄w = 乙 l

0
啄资·C资资ds = EIz 乙 l

0
啄兹 忆兹 忆ds . (12)

2摇 曲率离散及单元虚应变能

由平面梁单元虚应变能表达式(12),梁的曲率代表了一种应变,直接选取梁曲率进行离

散,可以方便地得到单元虚应变能. 以梁两节点曲率 兹 忆
1,兹 忆

2 为插值参数对 兹 忆 进行离散:
摇 摇 兹 忆( s) = 兹 忆

1(1 - 孜) + 孜兹 忆
2, (13)

其中归一化坐标 孜 = s / l . 将上式代入单元虚应变能式(12)得到

摇 摇 啄we = 啄兹 忆
1(EIz l兹 忆

1 / 3 + EIz l兹 忆
2 / 6) + 啄兹 忆

2(EIz l兹 忆
1 / 6 + EIz l兹 忆

2 / 3) . (14)
截面转角 兹 可以由曲率插值式(13)进行积分得到

摇 摇 兹( s) = 兹1 + s(1 - 孜 / 2)兹 忆
1 + s孜兹 忆

2 / 2. (15)
将 s = l 代入上式,得到单元两端截面转角满足关系:

摇 摇 兹2 = 兹1 + l兹 忆
1 / 2 + l兹 忆

2 / 2. (16)
由梁轴线位移 u,v 满足的微分方程(7)沿弧长积分,梁右端节点位移为

摇 摇
u2 = u1 + 乙 l

0
(cos 兹 - 1)ds,

v2 = v1 + 乙 l

0
sin 兹ds

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(17)

这两个积分函数 兹 包含弧长 s 的二次项,不存在有理形式的解析解,这里采用 Gauss 积分

给出其数值解. 记截面转角三角函数的 Gauss 积分:
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摇 摇
Yn = 乙 l

0
sncos 兹ds = l

2 移
n

i = 1
Aisni cos 兹 i,

zn = 乙 l

0
snsin 兹ds = l

2 移
n

i = 1
Aisni sin 兹 i

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(18)

式中, si = l / (2ti) + l / 2,兹 i = 兹( si),Ai,ti 分别为 Gauss 积分系数及节点. 将其代入式(17),得到

单元右端位移:

摇 摇
u2 = u1 + Y0 - l,

v2 = v1 + z0
{ .

(19)

由式(19)取变分,可以导出单元两端虚位移关系:

摇 摇
啄u2 = 啄u1 + Y0,兹1啄兹1 + Y0,兹 忆1啄兹

忆
1 + Y0,兹 忆2啄兹

忆
2,

啄v2 = 啄v1 + z0,兹1啄兹1 + z0,兹 忆1啄兹
忆
1 + z0,兹 忆2啄兹

忆
2

{
.

(20)

由式(18)可以得到 Gauss 积分式偏导数关系:

摇 摇

Yn,兹1 = - zn, zn,兹1 = Yn,

Yn,兹 忆1 = - ( zn+1 - zn+2 / (2l)), zn,兹 忆1 = Yn+1 - Yn+2 / (2l),

Yn,兹 忆2 = - zn+2 / (2l), zn,兹 忆2 = Yn+2 / (2l)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(21)

3摇 平面梁单元的坐标转换

选取线位移、转角及曲率为节点参数,则 1,2 号节点参数列阵记为

摇 摇 u1 = u1 v1 兹1 兹 忆( )1
T, u2 = u2 v2 兹2 兹 忆( )2

T . (22)

单元坐标系下的节点参数列阵: a = uT
1 uT( )2

T, 由式(14)单元虚应变能可以表示为

摇 摇 啄we = 啄 aTKea, (23)
单元刚度阵为

摇 摇 Ke =
K11 K12

K21 K
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

22

,
K11 = diag(0,0,0,EIz l / 3), K22 = K11,

K12 = diag(0,0,0,EIz l / 6), K21 = K12
{ .

(24)

单元坐标系第一根轴方向与总体坐标系第一根轴方向的夹角为 琢, 则单元坐标系与总体

坐标系下位移、转角及曲率的转换关系为

摇 摇
u = u-cos 琢 + v-sin 琢, 兹 = 兹

-
,

v = - u-sin 琢 + v-cos 琢, 兹 忆 = 兹
- 忆{
.

(25)

因此,单元坐标系下节点参数与总体坐标系下节点参数转换关系为

摇 摇 a = T
-
a-, T

-
= diag(撰琢,I,撰琢,I), (26)

摇 摇 撰琢 = cos 琢 sin 琢
- sin 琢 cos

é

ë
êê

ù

û
úú琢
, I = 1 0é

ë
êê

ù

û
úú0 1
. (27)

总体坐标系下的单元刚度矩阵及等效节点载荷为

摇 摇 K
- e = T

- TKeT
-
, F

- e = T
- TFe . (28)
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4摇 大变形平面梁有限元列式

由 n 个单元,m 个节点组成的平面梁结构,按节点标号顺序的总体节点参数组集为

摇 摇 q = u- T
1 u- T

2 … u- T( )
m

T . (29)

k 号单元节点编号为 i, j, 则单元节点参数与总体节点参数关系为

摇 摇 a- k = u- T
i u- T( )

j
T = Bkq, Bk = HT

i HT( )j
T, (30)

其中 Bk 为单元自由度定位矩阵. 弹性体虚功可以表述为外力虚功等于虚应变能:

摇 摇 啄qT(K
-
q - F

-
) = 0, (31)

其中总体刚度矩阵及广义节点载荷为

摇 摇 K
-
= 移

n

k = 1
BT

kK
- e
kBk, F

-
= 移

n

k = 1
BT

kF
- e
k . (32)

这里选取的总体节点参数 q 不独立,单元两端节点转角及位移受到由式(16)、(19) 给出

的单元内约束作用. 单元内约束方程记为:gk(ak) = 0, 其中

摇 摇 gk(ak) =

ui + Y0 - l - u j

vi + z0 - vj
兹 i + l兹 忆

i / 2 + l兹 忆
j / 2 - 兹

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
j

. (33)

另外,平面梁还受到至少 3 个独立的支座约束,约束方程记为追(u- c) = 0. 常见的支座约束

包括固定约束、铰支座约束:
1) 固定支座约束方程及其 Jacobi 矩阵:

摇 摇 追(u- c) =

u- c

v- c

兹
-

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

c

, 追u- c
=

1 0 0 0
0 1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1 0
; (34)

2) 铰支座约束方程及其 Jacobi 矩阵:

摇 摇 追(u- c) =
u- c

v-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

c

, 追u- c
= 1 0 0 0é

ë
êê

ù

û
úú0 1 0 0
. (35)

单元内约束和支座约束方程可以统一表示为

摇 摇 G(q) = gT
1 gT

2 … gT
n 追( )T T = 0. (36)

由约束方程可以导出关于虚位移的约束方程:
摇 摇 啄qTGT

q = 0. (37)
约束方程看作是位移空间中的超平面,虚位移约束方程的几何意义就是系统虚位移必须

位于这张超平面内,而超平面的法空间基底是由约束 Jacobi 矩阵 Gq 的行向量组成的. 这意味

着虚位移与系统约束系数矩阵的每一个行向量相互垂直,向量 K
-
q - F

-
是矩阵 GT

q 各列向量的

线性组合:

摇 摇 K
-
q - F

-
= GT

q姿, (38)
其中, 姿 为拉氏乘子列向量,其维数与约束个数相同. 上式联立约束方程就得到系统满足的控
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制方程及 Jacobi 矩阵为

摇 摇
K
-
q - GT

q姿 - F
-
= 0,

G(q) = 0{ ,
Jq,姿 = K

-
- 鄣(GT

q姿) / 鄣q - GT
q

Gq

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú0
, (39)

式中约束方程 Jacobi 矩阵为

摇 摇 Gq = gT
1,q gT

2,q … gT
n,q 追 T( )q

T, (40)

其中支座约束 Jacobi 矩阵为

摇 摇 追q = 追u- c
Hc, (41)

单元内约束 Jacobi 矩阵为

摇 摇 gk,q =
鄣gk

鄣ak

鄣ak

鄣a- k

鄣a- k

鄣q = gk,aDk, Dk = T
-
kBk, (42)

摇 摇 gk,a =
1 0 - z0 - z1 - 1 0 0 z1 - z2 / l

0 1 Y0 Y1 0 - 1 0 Y1

0 0 1 l / 2 0 0 - 1 Y2 / l - Y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1

. (43)

由式(40),拉式乘子项可以表示为

摇 摇 GT
q姿 = 移

n

i = 1
gT
i,q 姿g

i + 追 T
q 姿追, (44)

则其对总体节点参数的偏导数为

摇 摇
鄣(GT

q姿)
鄣q = 移

n

i = 1

鄣(gT
i,q 姿g

i )
鄣ai

Di = 移
n

i = 1
DT

i (g覮
i,a) T 姿g

i Di, (45)

其中

摇 摇 g覮
i,a = 移

8

j = 1

鄣gi,a

鄣a j
=

0 0 - z覮0 - z覮1 0 0 0 z覮1 - z覮2 / l

0 0 Y 覮
0 Y 覮

1 0 0 0 Y 覮
1

0 0 0 0 0 0 0 Y 覮
2 / l - Y 覮

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1

, (46)

摇 摇
z覮n = zn,兹1 + zn,兹 忆1 + zn,兹 忆2,

Y 覮
n = Yn,兹1 + Yn,兹 忆1 + Yn,兹 忆2

{
.

(47)

5摇 数 值 算 例

采用本文给出的有限元格式在 matlab 环境下编写了求解程序,非线性方程组采用 matlab
求解器 fsolve 进行求解. 选取了下面 3 个经典的平面梁几何非线性算例,并将结果与相关文

献[12鄄13]结果进行比较.
算例 1摇 悬臂梁受梁端集中横向力作用

悬臂梁如图 3(a)所示,长度为 L,材料弹性模量 E,截面惯性矩 I,梁端受竖直向下的集中

常力 P 作用,梁端线位移 u,v 如图 3(b)所示.
Mattiasson[12]采用椭圆积分给出了高精度数值解;Nanakorn 等[13] 采用基于位移非线性插

值的非线性梁单元求解了这道算例. 本文结果与Mattiasson 及 Nanakorn 的结果进行比较如图 3
所示. 从中可以看出,本文结果与 Mattiasson 结果高度吻合,并优于 Nanakorn 给出的结果. 另外
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需要指出的是本文结果是采用 3 个单元,而 Nanakorn 求解相同的例题采用的是 5 个单元.

(a) 悬臂梁端部受集中力 (b) 悬臂梁位移曲线

(a) Cantilever beam with an end point load (b) Displacement curves of the cantilever beam

图 3摇 悬臂梁端部集中力变形图及位移曲线

Fig. 3摇 Deformation and displacement curves of cantilever beam with an end point load

算例 2摇 悬臂梁受杆端集中横向弯矩

悬臂梁梁端受集中弯矩作用其解析解存在,这里采用本文算法把梁划分为 3 个单元进行

求解. 求得的梁端位移结果与解析解进行对比,如图 4 所示.
由图 4 梁端位移对比发现,本文采用 3 个单元给出的结果与解析解高度一致.

(a) 悬臂梁杆端受集中弯矩 (b) 悬臂梁位移曲线

(a) Cantilever beam with an end moment (b) Displacement curves of the cantilever beam

图 4摇 方形框架受压位移曲线

Fig. 4摇 Displacement curves of the square frame with tension force and the half structure

算例 3摇 铰接方形框架受拉压载荷

两个 L 形梁铰接形成的方形框架铰接点处受 2P 的拉力和压力分别作用. 由载荷和结构

的对称性,可以分别取半结构如图 5 所示.
这里将半结构 L 型梁划分为 6 个单元,框架受拉、压力作用时端部位移结果与 Mattiasson

的结果对比如图 6 所示.
由位移结果对比可以看出本文结果与 Mattiasson 的结果高度吻合.
通过以上 3 个平面梁大变形分析算例不难看出,本文所提方法在采用较少单元情况下所

得结果能够与高精度椭圆积分得到的数值解吻合非常好,由此表明了文中给出的单元列式的
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正确性和有效性.

图 5摇 方形框架受集中力及半结构

Fig. 5摇 Square frame with concentrated force and the half structure

(a) 方形框架受拉位移曲线 (b) 方形框架受压位移曲线

(a) Displacement curves of the (b) Displacement curves of the

square frame with tension square frame with press

图 6摇 方形框架位移曲线

Fig. 6摇 Displacement curves of the square frame

6摇 结摇 摇 论

本文从曲率插值出发,基于精确几何模型梁理论推导了一种平面 Euler 梁有限单元,这种

有限元列式有以下特点:
1) 采用曲率插值,节点力的表达形式简洁;
2) 曲率插值本质上属于对梁变形后的形状的一种近似,排除了梁的刚体运动因而适用于

大位移和大转动情况;
3) 曲率作为唯一插值变量,避免了剪切闭锁问题;
4) 采用增广法处理约束,得到了系统非线性方程组并给出了 Jacobi 矩阵,方便了非线性

方程组的求解.
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Large Deformation Beam Element
Based on Curvature Interpolation

ZHANG Zhi鄄gang1,摇 QI Zhao鄄hui1,摇 WU Zhi鄄gang1,2

(1. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116023, P. R. China;

2. School of Aeronautics and Astronautics, Dalian University of Technology,
Dalian, Liaoning 116023, P. R. China)

Abstract: The shape functions of linear beam element, which will cause the false strain when
large rotation occurs, does not apply to geometric nonlinear analysis. Because of the coherence
of the interpolation of the displacement and angle, traditional geometric nonlinear beam ele鄄
ment is often caused by problems such as shear locking. A plane large deformation beam ele鄄
ment was proposed, by use of the interpolation of curvature and the functional relationship be鄄
tween the curvature and nodal displacements. The element node forces and displacements were
expressed as a function of the curvature. Essentially the interpolation of the beam curvature is
strain interpolation,which ensures that the element rigid body motion does not produce false
node force; the shear locking in traditional element is avoided because the beam centroid dis鄄
placement is expressed as a function of curvature. Thus this method is especially suitable for
geometry nonlinear analysis of the beam. The numerical examples show the truth and validity of
the proposed method.

Key words: curvature interpolation; geometric nonlinear; plane beam element; large displace鄄
ment
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