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中厚度复合材料夹芯层板变分渐近精细模型
*
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摘要:摇 为准确预测对中厚度复合材料夹芯层板分层开裂至关重要的沿厚向应力 /应变分布,利用

板固有小参数将原三维板分析严格拆分为沿厚向的一维分析和二维板非线性分析,并将原三维能

量渐近扩展为系列二维近似能量泛函;通过对近似能量泛函中主导变分项(含翘曲项)的渐近修

正,得到与原三维模型尽可能接近的近似能量,从而构建无需任何场变量假设的精细模型,并转换

为工程常用的 Reissner 模型形式. 通过 4 层复合材料夹芯板柱形弯曲算例表明:基于所构建模型重

构的三维场精度较一阶剪切变形理论和经典层合理论更好,与精确解基本一致;由于所构建的变

分渐近模型为等效单层板模型,在保证足够精度的前提下,相比三维有限元计算可减少 2 ~ 3 阶计

算量,在精确性和有效性间取得较好的折衷.
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引摇 摇 言

近 20 年来,先进复合材料结构因其高强度、高刚性、高模量、可设计性、良好的抗疲劳性、
抗腐蚀性等优点已广泛应用于航天航空、机械、土木工程等领域,且大多以中厚度铺层夹芯板

形式出现. 铺层设计的灵活性为结构的应力计算、变形分析和强度预测带来了额外的复杂性,
尤其是在服役过程中沿厚度方向产生的应力大小及分布状况对分析板失效至关重要,成为制

约其性能充分发挥的主要因素.
三维有限元分析可在连续介质力学框架内得到板壳精确的三维场分布[1鄄2],但仍有必要对

夹芯层板结构进行简化分析. 原因在于: 淤 许多工程问题无法通过三维有限元进行分析,如
带软弱核心的旋翼转子叶片由 200 多层极薄的复合层构成,每一铺层至少需一个单元进行模

拟,整个模型的自由度很容易超过 109,无法在常规计算机上完成数值计算; 于 在不同层级上

对复合材料夹芯层板的局部应力、应变等细节进行分析时,有限元提供的后处理能力有限; 盂
计算需消耗大量资源,计算成本昂贵,难以在规定时间内完成预定目标. 因此迫切需要一种精

度好、效率快的复合材料夹芯层板分析模型和计算方法,以缩短设计时间,降低计算成本,在初
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步设计阶段可快速找出三维场分布的最不利位置,采取必要的措施避免真正的破坏.
在板壳分析理论方面,基于 Kirchhoff 薄板假设(忽略横向剪切效应)、由三维弹性理论推

导的经典层合理论(classical laminate theory, CLT)是最简便的分析理论,若计入板厚,其精度

下降很多[3];另一理论是适用于较厚板壳的一阶剪切变形理论( first鄄order shear deformation
theory, FOSDT) [4],但在模拟板沿厚向应力分布时产生“横剪自锁冶等严重失真现象,其原因在

于总应变能中包含横向剪切应变能的项在量级上不正确,沿厚度方向变化的剪切应变线性假

设与上下表面剪应力为 0 自相矛盾,需人为地引入剪切修正因子来解决这一矛盾;为改善

FOSDT,避免使用剪切修正因子,各国学者提出了几种新的板壳分析理论,如 Reddy 的高阶理

论[5]和 Layer鄄wise 理论[6]、Cho 等的 zig鄄zag 锯齿理论[7],此外分别假设位移场和应力场的混合

理论[8]、状态空间法[9]和整体鄄局部 1,2 ~ 3 高阶理论[10]也先后应用于复合材料夹芯层板力学

性能分析. 但大部分板壳简化分析理论都基于特定的位移基假设(如沿厚度方向的位移 /应变

分布假设等),无法较好地反映实际层合板三维效应和铺层间的相互作用.
为解决这些难题,文中基于变分渐近法(variational asymptotic method,VAM) [11鄄12],构建无

需任何场变量假设、与原三维模型尽可能接近的复合材料夹芯层板精细模型. 用以解决复合材

料夹芯层板各向异性带来的结构力学分析复杂性问题,为其力学性能分析提供一种新的思路

和有价值的参考.

1摇 三维能量方程

复合材料夹芯层板变形后几何构型如图 1 所示,取板中面为参考面. 变形参考面上任意一

点位置可由图 1 所示的直角坐标系 xi 表示,其中 x琢 是参考面上相互正交的坐标,x3 是与参考

面垂直的法向坐标(文中下标 i, j = 1,2,3;下标 琢,茁 = 1,2,下标重复时表示求和) . 引入一组

沿 xi 方向的单位向量 Bi,板上任一点的位置可由固定点 O 到 x琢 确定点的位置向量 R 描述为

图 1摇 板变形简图

Fig. 1摇 Schematic of plate deformation

摇 摇 R(x1,x2,x3) = R(x1,x2) +
摇 摇 摇 摇 x3B3(x1,x2) +
摇 摇 摇 摇 w i(x1,x2,x3)Bi(x1,x2), (1)

式中, w i 是含所有可能变形的翘曲变形分量,在
这里视为未知函数求解. 翘曲的引入使式(1)有 6
次冗余,需 6 个约束来求解. 如翘曲函数须满足如

下 3 个约束:
摇 摇 掖w i(x1,x2,x3)业 = 0, (2)

式中,尖括号表示沿板厚度的积分, 乙 h / 2

-h / 2
(·)dx3 =

掖·业 下同.
另外两个约束可通过将 B3 取为变形参考面

的法线方向来确定. 最后一个约束条件可由 着12 =
着21(着琢茁,K琢茁 分别为二维广义拉伸和弯曲应变量)

确定为

摇 摇 B1·R,2 = B2·R,1 . (3)
式(1)的 Lagrange 变分形式为

摇 摇 啄R = 啄qiBi + x3 啄鬃 iBi 伊 B3 + 啄w iBi + 啄鬃 iBi 伊 w jB j, (4)
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式中,虚拟位移 啄qi 和虚拟旋转啄鬃 i 可定义为

摇 摇
啄qi = 啄R·Bi,

啄Bi = ( - 啄鬃 茁B茁 伊 B3 + 啄鬃3B3) 伊 Bi

{
.

(5)

外荷载主要考虑板顶面荷载 子 iBi、底面荷载 茁 iBi 和体力 准iBi,若定义广义力 f i 和弯矩 m琢 为

摇 摇 f i = 子 i + 茁 i + 掖准i业, m琢 = h(子 琢 - 茁 琢) / 2 + 掖x3准琢业, (6)
则外荷载产生的虚位移沿板厚度方向所做虚功可表示为

摇 摇 啄W = f i 啄qi + 啄鬃琢m琢 + 啄(子 iw +
i + 茁 iw -

i + 掖准iw i业), (7)
式中, (摇 ) + = (摇 ) x3 = +h / 2 和(摇 ) - = (摇 ) x3 = -h / 2 表示作用在板顶、底面上的物理量.

在小应力条件下,可完全忽略翘曲函数和广义二维应变的乘积项,将三维应变场表示为

摇 摇 祝e = 缀 + x3资 + I琢w椰,琢, 2祝s = w椰,3 + e琢w3,琢, 祝 t = w3,3, (8)
式中

摇 摇
( 摇 ) ,i = 鄣(摇 ) / 鄣xi, (摇 )椰 = [(摇 ) 1 (摇 ) 2] T;

祝e = [祝11 2祝12 祝22] T, 2祝s = [2祝13 2祝23] T, 祝 t = 祝33,

缀 = [着11 2着12 着22] T, 资 = [K11 K12 + K21 K22] T

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(9)

摇 摇 I1 =
1 0
0 1
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ê
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ê
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ù
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úú0
, e2 = 0é

ë
êê

ù

û
úú1
. (10)

式(8)的显式为

摇 摇

祝11 = 着11 + x3K11 + w1,1,
2祝12 = 2着12 + x3(K12 + K21) + w2,1 + w1,2,
祝22 = 着22 + x3K22 + w2,2,
2祝13 = w1,3 + w3,1,
2祝23 = w2,3 + w3,2,
祝33 = w3,3

ì
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í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(11)

由式(8),应变能密度可写为

摇 摇 U = 1
2

祝e

2祝s

祝

ì
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í
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ï

ïï
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ï
ï

ïï
t
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, (12)

式中,De,Des,Det,Ds,Dst 和Dt 是材料三维弹性系数矩阵D相应的分割矩阵. 通常情况下,D中

所有元素都是非 0 的,但若复合材料夹芯层板各层相对自身中面单斜对称,且绕局部法线旋

转,则无论各层倾角如何变化,Des 和 Dst 始终为零矩阵,式(12)可简化为

摇 摇 2U = 掖祝T
e De祝e + 2祝T

e Det祝 t + 2祝T
s Ds2祝s + 祝 tDt祝 t业 . (13)

根据虚功原理,总能量泛函为

摇 摇 装 = U - W
-
. (14)

至此,建立了由二维广义应变量 着琢茁,K琢茁 和三维翘曲函数 w i 表示的三维板弹性问题. 若直

接求解,将遇到与原三维弹性问题相同的困难,主要难点来自于未知翘曲函数求解. 现有文献

通常预先假设 w i 的变化形式,将原三维模型直接降维为二维板模型. 但在各向异性显著的复
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合材料夹芯层板力学性能分析中引入这种假设会产生明显的误差. 文中借助变分渐近法渐近

计算 w i, 在保证足够精度的前提下使计算得到简化.

2摇 变分渐近分析

为将原有三维问题严格降维为二维板模型,须用二维方程表达三维结构能量. 与现有文献

中的降维方法大多基于特定位移基假设不同,文中基于变分渐近法,利用板固有小参数 h / l 垲
1(h 为板的厚度,l 为变形参考面的特征波长)将三维问题降维成系列二维模型. 首先评估各变

量阶数为

摇 摇 着琢茁 ~ hK琢茁 ~ n, f3 ~ 滋 (h / l) 2n, f琢 ~ 滋(h / l)n, m琢 ~ 滋h(h / l)n, (15)
式中, n 为板最大应变的阶数, 滋 是材料常数的阶数(所有材料常数假定为同阶的).
2. 1摇 零阶近似

变分渐近法要求根据不同的阶数找出式中的主导项. 总势能中包含翘曲、广义应变和翘曲

与其它量的乘积项(如广义应变和载荷). 由于只有翘曲是变化的,主导项只需考虑仅含翘曲

项和翘曲与其它量的乘积项.
根据渐近分析和式(15),可将式(8)代入式(14),并去掉对 x琢 的偏导数(小量)求得零阶

近似的主导项为

摇 摇 2装*
0 = 掖(缀 + x3资) TDe(缀 + x3资) + 2(缀 + x3资) TDetw3,3业 +

摇 摇 摇 摇 掖wT
椰,3Dsw椰,3 + Dtw2

3,3业 - 2(掖wT
椰准椰业 + w +T

椰 子椰 + w -T
椰 茁椰) . (16)

根据最小总势能原理,式(2)约束下使能量泛函式(16)最小化的翘曲函数 w i 可通过求解

如下变分得到

摇 摇 啄装*
0 = 0. (17)

式(16)相应的 Euler鄄Lagrange 方程为

摇 摇
[wT

椰,3Ds] ,3 = 姿椰,

[(缀 + x3资) TDet + Dtw3,3] ,3 = 姿3
{ ,

(18)

式中, 姿椰,姿3 为与式(2)面内和面外约束相对应的 Lagrange 乘子;[·]为层间界面上的封闭

参数跃迁.
由于翘曲函数 w i 在板顶、底面可自由变化,式(18) 中方括号内的表达式在板顶、底面处

应为 0,在层间界面间连续. 由这些条件可得 姿椰 = 姿3 = w椰 = 0,w3 可通过下式求解:
摇 摇 w3 = D彝1缀 + D彝2资 = D彝 着, (19)

式中

摇 摇 D彝 = [D彝1 摇 D彝2], 着 = [缀 资] T;
摇 摇 D彝1,3 = - DT

et / Dt, D彝2,3 = - x3DT
et / Dt . (20)

为产生连续位移场,需维持 D彝琢 的层间连续性. 将式(19) 代回式(16),可得到渐近修正

到 滋n2 阶的总能量泛函为

摇 摇 2装0 = 着TA着, (21)
式中

摇 摇 A =
掖D*

e 业 掖x3D*
e 业

掖x3D*
e 业 T 掖x2

3D*
e

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú业
, D*

e = De - DetDT
et / Dt . (22)

式(21)表达式尽管与经典层合板理论相似,但存在以下两点不同: 1) 变形板的法线沿与
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板垂直方向是可变形的,并与 缀和 资 二维应变相协调; 2) 由式(19) 可知,推导的各层零阶翘

曲 w3 是一元二次多项式,横法向应变并不为 0.
2. 2摇 一阶近似

零阶近似模型可较好地预测薄板结构的全局和面内变量分布,但对中厚板的面外变量分

布(二阶量),还需利用板固有小参数 h / l 进行更高阶近似. 此外,根据变分渐近法,需检查更高

阶近似翘曲阶数是否大于零阶近似翘曲阶数 n .
为求解一阶近似,将零阶翘曲函数简单摄动为

摇 摇 w椰 = v椰, w3 = v3 + D彝 着 . (23)
将式(23)代回式(8)与(13),可得到一阶近似主导项为

摇 摇 2装*
1 = 掖2vT

椰C琢,3着,琢 + 2vT
椰,3Dse琢D彝 着,琢 + vT

椰,3Dsv椰,3 + Dtv23,3业 -
摇 摇 摇 摇 2(掖vT

椰准椰业 + v +T
椰 子椰 + v -T

椰 茁椰), (24)
式中

摇 摇 C琢,3 = - IT琢[D
*
e x3D*

e ] .
由于 v3 和 v椰 相互独立,式(2) 约束下 v3 只有平凡解. 为求解 v椰, 建立式(34)的 Euler鄄La鄄

grange 方程和边界方程:

摇 摇
(Dsv椰,3 + Dse琢D彝 着,琢) ,3 = C琢,3着,琢 + g,3 + 撰,

(Dsv椰,3 + Dse琢D彝 着,琢) + = 子椰,

(Dsv椰,3 + Dse琢D彝 着,琢) - = - 茁椰

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

(25)

式中, g,3 = - 准椰;撰 为将约束作用于翘曲场式(2)的 Lagrange 乘子.
求解方程组(25),得到翘曲场为

摇 摇 v椰 = C
-

琢着,琢 + g-, (26)
式中

摇 摇

C
-

琢,3 = D -1
s C*

琢 , 掖C
-

琢业 = 0, g- ,3 = D -1
s g*, 掖g-业 = 0,

C*
琢 = C琢 +

x3

h C芎
琢 - 1

2 C 依
琢 - Dse琢D彝,

g* = g +
x3

h g芎 - 1
2 g 依 + x3

h + 1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
子椰 + x3

h - 1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
茁椰,

C琢 = - 掖IT琢[D
*
e x3D*

e ]业, g = - 掖准椰

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï 业,

(27)

式中,(摇 ) 依 =(摇 ) ++(摇 ) -和(摇 )芎 = (摇 ) --(摇 ) + . 式(26)近似翘曲的阶数为 (h / l)n,明显

高于零阶近似翘曲的阶数 n . 渐近修正 滋 (h / l) 2n 阶的总能量表达式为

摇 摇 2装1 = 着TA着 + 着T
,琢B琢茁着,茁 - 2着TF - P, (28)

式中

摇 摇

B琢茁 = 掖Ds(琢茁)D
T
彝 D彝 + C

- T
琢C茁,3 + C*T

琢 e茁D彝业,

F = 子3D +T
彝 + 茁3D -T

彝 + 掖准3DT
彝业 +

摇 摇 1
2 (掖DT

彝 eT
琢g*

,琢 + CT
琢,3g

-
,琢业 - C

- T
琢准椰,琢 - C

- +T
琢 子椰,琢 - C

- -T
琢 茁椰,琢),

P = g- +T子椰 + g- -T茁椰 + 掖 g- T准椰

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 业,

(29)

其中, (摇 ) (琢茁) 表示矩阵(摇 ) 中的 琢 行 茁 列元素.
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2. 3摇 转换成 Reissner 模型

式(28)因含有二维广义应变的导数 着,琢 ,难以在实际工程中有效应用. 为得到实用的能量

泛函, 可将式(28)转换为在实际工程中常用的 Reissner 模型形式. 为此, 需增加 2 个横向剪切

自由度 酌 = [2酌13 2酌23] T, 将其纳入到横法向旋转变量中. 古典应变量的 Reissner 形式可表示

为

摇 摇 着 = R - D琢酌,琢, (30)
式中

摇 摇
D1 = 0 0 0 1 0 0é

ë
êê

ù

û
úú0 0 0 0 1 0

T

, D2 = 0 0 0 0 1 0é

ë
êê

ù

û
úú0 0 0 0 0 1

T

,

R = 着*
11 2着*

12 着*
22 K*

11 K*
12 + K*

21 K*[ ]22
T

ì

î

í

ïï

ïï .
(31)

将式(30)代回式(28),得到由 Reissner 应变量表示的渐近修正到二阶的能量泛函为

摇 摇 2装1 = RTAR - 2RTAD琢酌,琢 + RT
,琢B琢茁R,茁 - 2RTF - P . (32)

广义 Reissner 模型形式为

摇 摇 2装R = RTAR + 酌TG酌 - 2RTFR - 2酌TF酌 . (33)
为使式(32)与式(33)等效,需消除式(31)中变量的偏导数 R,琢 . 可利用弯矩平衡方程推

导出 酌 与 R,琢 的关系式达到这一目的,即
摇 摇 G酌 - F酌 = DT

琢AR,琢 + [m1 m2] T, (34)
式中省略了更高阶项 FR,琢 .

将式(34)代入(32)中,可得 FR = F,F酌 = 0. 式(32)可改写为

摇 摇 2装1 = RTAR + 酌TG酌 - 2RTF - P
-
+ U*, (35)

式中

摇 摇 U* = RT
,琢B

-

琢茁R,茁, B
-

琢茁 = B琢茁 + AD琢G -1DT
茁A, P

-
= P -

m1

m{ }
2

T

G -1 m1

m{ }
2

.

若 U* = 0,则式(32) 与式(33) 等效. 对于普通各向异性板,U* 并不为0,但可通过最小二

乘法等优化技术使 U* 尽可能趋近于 0. 为使优化更加灵活,可放松式(2) 中的约束(令掖w i业 =
常数) 以引入更多的未知量. 放松后的一阶近似翘曲场为

摇 摇 v-椰 = C
-

琢着,琢 + g- + L琢着,琢, (36)
式中, L琢 包含了 24 个常量. U* 可改写为

摇 摇 U* = RT
,琢B琢茁R,茁, B琢茁 = B

-
+ 2LT

琢掖C茁,3业 . (37)
最小化 U* 后,广义 Reissner 板模型的总能量泛函可表示为

摇 摇 2装1 = RTAR + 酌TG酌 + 2RTF . (38)
2. 4摇 三维重构

对板分层失效至关重要的沿厚度方向场变量分布情况,尚需重构建关系进行预测. 对于二

阶近似能量泛函,可使用与之对应的一阶渐近修正翘曲函数和二维变量重构三维位移、应变和

应力场. 重构的一阶三维位移场为

摇 摇
U1

U2

U

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

=
u1

u2

u

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

+ x3

C31

C32

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï0

+
v-1

v-2

w

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

, (39)
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式中, Ui,ui 分别为三维板和二维板位移分量;C3i 为位置矢量的余弦函数.
由式(8)重构的一阶三维应变场为

摇 摇 祝e = 缀 + x3资, 2祝s = v-椰,3 + e琢D彝 着,琢, 祝t = D彝,3着 . (40)
最后,利用三维本构关系可得到三维应力 滓 i j .
基于优化剪切刚度系数矩阵 G 重构的三维场比经典层合理论和一阶剪切变形理论更好.

为得到更精确的横法向应变 祝33 和应力 滓33 (二阶量),需再次使用变分渐近法.
运用与上节相同的方法,二阶翘曲函数 y3 可通过求解如下 Euler鄄Lagrange 方程得到

摇 摇
(Dt y3,3 + DT

etI琢w椰,琢) ,3 + eT
茁Ds(w椰,3 + e琢w3,琢) ,茁 + 准3 = 姿3,

(Dt y3,3 + DT
etI琢w椰,琢) + = 子3,

(Dt y3,3 + DT
etI琢w椰,琢) - = - 茁3

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(41)

求得 y3 后,重构的二阶三维位移可表示为

摇 摇
U1

U2

U

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

=
u1

u2

u

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

+ x3

C31

C32

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï0

+
v-1

v-2

w3 + y

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

; (42)

重构的二阶应变场为

摇 摇 祝e = 缀 + x3资 + I琢v-椰,琢, 2祝s = v-椰,3 + e琢D彝 着,琢, 祝t = D彝,3着 + y3,3 . (43)
二阶应力场可通过三维材料本构关系得到

摇 摇
滓e = [滓11 滓12 滓22] T = D*

e (缀 + x3资) + Dety3,3 + DeI琢v-椰,琢,

滓s = [滓13 滓23] T = Ds(w椰,3 + e琢D彝 着,琢),

滓t = 滓33 = DT
etI琢v-椰,琢 + Dty3,3

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(44)

3摇 算摇 摇 例

柱形弯曲问题已成为检验新构建二维 /一维板壳模型有效性和准确性的基准. 本节以顶面

作用正弦型分布荷载下的 4 层复合材料层夹芯板柱形弯曲为例,基于构建的模型对各物理变

量在板内特征点处沿厚度方向的分布进行预测,并与 Pagano[13]所推导的精确解和经典层合理

论解进行对比,以验证所述理论和方法的有效性和准确性.

图 2摇 复合材料夹芯板几何构型与坐标系

Fig. 2摇 Geometry and coordinates of a
composite sandwich lamnate

3. 1摇 模型参数

计算模型如图 2 所示的 4 层对称铺层简支板,
各层倾角为[0毅 / 90毅 / 90毅 / 0毅],类似于夹芯板结构.
沿 x1 轴的长度为 L1 = 10 cm,沿 x2 轴的长度无限

长,沿 x3 轴的板厚 h = 2. 5 cm,采用的坐标系为 x1

沂 [0,L1],x2 沂 [0,肄 ],x3 沂 [ - h / 2,h / 2] . 板宽

厚比 L1 / h = 4, 以模拟中厚板情况. 复合材料属性

如表 1 所示.
板表面作用正弦型分布荷载,无体力作用:
摇 摇 子3 = 茁3 = P0sin(仔x1 / L1) MPa, 子 琢 = 茁 琢 = 0. (45)
为方便比较,纵坐标正则化为 z- = x3 / h, 应力、应变正则化为
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摇 摇 祝
-

ij =
ELh2祝 ij

L2
1P0

, 滓- ij =
滓 ij

P0
. (46)

表 1摇 复合材料属性

Table 1摇 Composite material properties

E1 / GPa E2 / GPa G12 / GPa G22 / GPa 淄12 淄22

172. 4 6. 9 3. 45 1. 38 0. 25 0. 25

3. 2摇 分析与讨论

图 3摇 复合材料夹芯板三维应力分量在表面正弦型分布荷载下沿厚度方向分布曲线

Fig. 3摇 Distribution of the 3D stress fields along the thickness direction in the composite
sandwich plate under a sinusoidal load on the surface

重构的三维应力场如图 3 所示,三维应变场变化趋势与应力相同, 为节约篇幅, 未在文中

绘出. 因二维应力变量是 x1 的正弦或余弦函数, 滓33 绘于 x1 = 0 处, 其余应力分量绘于 x1 =
L1 / 2 处.

由图 3 可看出:对于面内应力分量 滓11,滓12,滓22, VAM 解与精确解吻合较好,并能准确捕
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捉到应力在界面处的突变,而 CLT 在远离核心部分的应力分布预测偏差较大,软弱核心区基

本吻合;对于横剪应力分量 滓13,滓23, CLT 因忽略横向剪切效应,其值为 0,而 VAM 解与精确解

基本一致,能准确预测核心材料产生的显著剪切效应;对于横法向应力分量 滓33, CLT 无法通

过计算机得到,VAM 解与精确解一致;且重构的 6 个应力分量均满足自由边界和层间连续性

条件.
所述方法数值计算主要包括沿厚向的变分渐近计算和二维板全局响应计算,计算量与一

阶剪切变形理论相当,在常规台式机上仅需 1 s 完成数值计算;而三维有限元计算需在各层板

建立单元,计算耗时 30 s . 若复合夹芯板层数增加,所述方法的有效性更加明显. 准确重构的

应力分布可为设计者合理设计和使用智能复合材料夹芯层板提供重要的帮助,在初步设计阶

段即可快速找出应力分布最不利位置,采取必要措施避免真正的破坏.

4摇 结摇 摇 论

1) 基于变分渐近法建立了复合材料夹芯层板精细模型,将三维能量渐近扩展为系列二维

递归能量,并利用板固有的小参数渐近修正二维递归能量中主导变分项(含翘曲项),从而得

到与原三维能量尽可能接近的分析模型,并转换为工程常用的 Reissner 模型形式.
2) 基于得到的二维全局响应和各阶翘曲函数推导了三维场变量重构关系. 该模型不需对

三维位移场作先验性假设,避免了传统板壳理论位移基假设导致的“剪切自锁冶严重失真的现

象.
3) 通过复合材料夹芯板表面作用正弦型分布荷载下的柱形弯曲算例表明:基于所构建模

型预测的各场变量沿厚度方向分布与三维精确解基本一致;由于所构建的变分渐近模型为等

效单层板模型,计算量与一阶剪切变形理论相当,较三维有限元分析大为减少,在精确性和有

效性间取得较好的折衷.
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Refined Model for Composite Sandwich Laminates of
Moderate Thickness Based on the
Variational Asymptotic Method

ZHONG Yi鄄feng,摇 LIU Sen鄄lin,摇 CHEN Yue鄄se,
HUANG Bo鄄jie,摇 ZHOU Xiao鄄ping

(School of Civil Engineering, Chongqing University,
Key Laboratory of New Technology for Construction of Cities in Mountain

Area(Chongqing University), Ministry of Education, Chongqing 400045, P. R. China)

Abstract: In order to accurately predict the stress / strain distribution along the thickness direc鄄
tion, which is very important to the interface cracking of the composite sandwich laminate of
moderate thickness, the small inherent parameter was used to rigidly decouple the original 3D
plate into 1D analysis along the thickness direction and 2D nonlinear plate analysis. The 3D en鄄
ergy was approximately extended into a series of 2D energy functionals, in which the leading i鄄
tems were asymptotically corrected to match the original 3D energy as close as possible. Then,
a refined model was built up without any field variable assumptions, and converted to the form
of Reissner model for engineering applications. The cylindrical bending example of a sandwich
plate with four layers shows that the 3D field reconstituted by this theory agrees better with the
exact results than those by the first鄄order shear deformation theory and classical laminated the鄄
ory; it爷s amount of computation can be reduced up to 2 ~ 3 orders than 3D finite element meth鄄
od because the variational asymptotic model is an equivalent single鄄layer plate model, indicating
a good tradeoff between the accuracy and efficiency.

Key words: variational asymptotic method; composite sandwich laminates; refined model; Re鄄
issner model
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