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四步分裂有限元算法

*

王华坤1
,摇 洪国军1,2

,摇 杨闻宇1
,摇 喻国良1

(1. 上海交通大学 船舶海洋与建筑工程学院,上海 200240;
2. 中交上海航道勘察设计研究院有限公司,上海 200120)

摘要:摇 基于 arbitrary Lagrangian Eulerian (ALE) 有限元方法,发展了一种求解流固耦合问题的弱

耦合算法. 将半隐式四步分裂有限元格式推广至求解 ALE 描述下的 Navier鄄Stokes(N鄄S)方程,并在

动量方程中引入迎风流线(streamline upwind / Petrov鄄Galerkin, SUPG)稳定项以消除对流引发的速

度场数值振荡;采用 Newmark鄄 茁 法对结构方程进行时间离散;运用经典的 Galerkin 有限元法求解

修正的 Laplace 方程以实现网格更新,每个计算步施加网格总变形量防止结构长时间、大位移运动

时的网格质量恶化. 运用上述算法对弹性支撑刚性圆柱体的流致振动问题进行了数值模拟,计算

结果与已有结果相吻合,初步验证了该算法的正确性和有效性.
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引摇 摇 言

近年来,利用有限元方法求解流体与流固耦合问题是工程及科学计算领域的热点方向之

一. 有限元方法不仅可以求解具有复杂几何边界流体的流动问题,而且在网格较粗的情况下,
还能通过采用高阶插值函数来提高计算精度. 但是,由于不可压缩流体 N鄄S 方程的混合特性,
当采用不恰当的插值函数时会导致压力场的伪振荡. 为此,国内外学者提出了多种稳定化有限

元格式,例如,为避免不可压缩流动 Babu觢ka鄄Brezzi ( B鄄B)条件而提出的 Galerkin 最小二乘

法[1],压力稳定化 Petrov鄄Galerkin 格式[2]以及有限增量法[3] 等. 分裂步骤法也是其中之一,该
方法通过算子分裂解耦求解流场速度和压力,被认为是一种高效、稳定的流体方程数值解法.
分裂法最早是 Chorin[4]在有限差分法中针对不可压缩流动问题提出,随后由 Donea 等[5] 引入

到有限元公式中,经过多年的发展,已经在众多流动问题得到了广泛应用.
对于分裂步骤法,若在分裂步中完全不考虑压力项,则该算法具有时间方向一阶精度;而

将压力梯度项保留于分裂步则时间方向精度可达到二阶,但会失去压力场稳定性. 二阶精度分

裂步骤法成功应用于有限差分法中,但因面临压力场伪振荡问题,直接推广到有限元方法会遇

到一些很困难. 最近 Choi 等[6]提出了一种具有二阶时间精度并能够保证压力稳定的四步分裂
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有限元格式,用于求解各种单相流问题;之后 Choi[7] 又通过该算法求解 ALE 描述下统一的流

体-粒子耦合方程,解决了单个或多个粒子在重力作用下在流体中运动的多相流问题,但求解

过程比较复杂. 另外,采用四步分裂有限元法求解流体运动方程并进行流固弱耦合动力分析的

做法,国内外鲜有报道.
本文将四步分裂法推广至求解 ALE 描述下的 N鄄S 方程,推导了 N鄄S 方程的半隐式四步分

裂有限元格式及离散形式,然后结合刚体运动方程和基于修正的 Laplace 方程的非结构化动

网格技术,构建了一种简单、有效的流固弱耦合算法,并用该算法对弹性支撑刚性圆柱体的流

致振动问题进行了求解.

1摇 数 值 算 法

1. 1摇 流体控制方程及数值求解

流体控制方程为 ALE 描述下的不可压缩粘性流体 Navier鄄Stokes(N鄄S)方程,其无量纲张

量形式表示为

摇 摇 ui,i = 0, (1)

摇 摇
鄣ui

鄣t + cjui, j = 滓ij, j + f i, (2)

式中, ui 为速度,t 为时间, f i 为体积力,对流速度 cj = u j - w j,w j 为网格速度,滓ij 为流体应力张

量,表示为

摇 摇 滓ij = - p啄ij +
1
Re(ui, j + u j,i), (3)

式中, p为压力,啄ij 表示单位张量,Reynolds数Re = 籽U肄 D / 滋,D和U肄 分别为特征长度和特征速

度,籽 为流体密度,滋 为流体动力学粘性系数. N鄄S 方程的边界条件为

摇 摇 ui = gi | 祝g
, (4)

摇 摇 滓ijn j | 祝h
= hi, (5)

式中, 祝g 和祝h 分别为 Neumann 边界和 Dirichlet 边界, gi 和 hi 分别为边界上的已知量,n j 为边

界法向单位向量.
本文采用四步分裂算法[6]将 N鄄S 方程的速度计算和压力计算解耦. 首先,求解保留压力

梯度项的动量方程,再进行初步修正得到辅助速度;其次,鉴于辅助速度并不满足连续性方程,
将连续性条件施加于下一时刻速度场得到压力 Poisson 方程,求解该方程得出压力场;最后,由
新的压力场修正辅助速度从而得到下一时刻速度场. ALE 描述下 N鄄S 方程的半隐式四步分裂

过程为

摇 摇
ui - un

i

驻t + cnj ui, j =
1

2Re [(u
n
i, j + un

j,i) , j + (ui, j + u j,i) , j] - pn
,i - f i, (6)

摇 摇
u*
i - ui

驻t = pn
,i, (7)

摇 摇 pn+1
,jj = 1

驻t u
*
i,i, (8)

摇 摇
un+1
i - u*

i

驻t = - pn+1
,i . (9)

为消除经典的 Galerkin 有限元法在处理流体对流问题时引发的速度解数值振荡,本文对

动量方程(6)的空间离散采用流线迎风 SUPG(streamline upwind / Petrov鄄Galerkin) [8] 有限元格

式,其稳定化弱解积分形式为
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摇 摇 乙
赘
啄ui

ui - un
i

驻t + cnj ui, j - fæ
è
ç

ö
ø
÷

i d赘 +

摇 摇 摇 摇 乙
赘
啄ui, j

1
2Re[(u

n
i, j + un

j,i) + (ui, j + u j,i)] - pn啄{ }ij d赘 -

摇 摇 摇 摇 乙
祝 h

啄uihid祝 + 移
Ne

e = 1
乙
赘 e
子 scnk啄ui, {k

ui - un
i

驻t + cnj ui, j -

摇 摇 摇 摇 1
2Re[(u

n
i, j + un

j,i) , j + (ui, j + u j,i) , j] + pn
,i - f }i d赘 = 0, (10)

其中, Ne 表示单元数,啄ui 为速度变分函数,子 s 为稳定化参数,其计算式为

摇 摇 子 s =
zhe

2椰ce椰
, z = coth(Pe) - 1

Pe, Pe = 椰ce椰he

2淄 , (11)

式中, he, ce 和 Pe 分别表示单元特征尺度、单元质心处对流速度和单元 Peclet 数, z 为过程参

数. 单元的特征尺度 he 定义为与单元面积相等的圆直径.
采用经典的 Galerkin 有限元法求解速度修正方程(7)、(9)和压力 Poisson 方程(8),弱积

分形式为

摇 摇 乙
赘
啄ui

u*
i - ui

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t
d赘 = 乙

赘
啄uipn

,id赘, (12)

摇 摇 乙
赘
啄p,i pn+1

,i d赘 = 乙
祝
啄ppn+1

,i nid祝 - 1
驻t乙赘 啄pu*

i,id赘, (13)

摇 摇 乙
赘
啄ui

un+1
i - u*

i

驻
æ
è
ç

ö
ø
÷

t
d赘 =- 乙

赘
啄uipn+1

,i d赘 . (14)

由于分裂算法避免了 B鄄B 条件,速度和压力可采用同阶单元基函数,即
摇 摇 ui = uiI椎I, p = pI椎I, (15)

其中, uiI,pI 为节点 I处的未知量,椎I 表示节点 I处的形函数. 若变分函数 啄ui 和 啄p 取为单元基

函数,并把式(15)代入方程(10)及(12) ~ (14),则得到完全离散形式的有限元方程:

摇 摇 Mn
SIJ + 驻t Cn

IJ + 1
2 D( )[ ]IJ uiJ = Mn

SIJun
iJ - 1

2 驻tDIJun
iJ + 驻t(Gn

iIJpn
J + Fn

iI + HiI), (16)

摇 摇 MIJu*
iJ = MIJuiJ + 驻tAiIJpn

J, (17)

摇 摇 (BIJ - EIJ)pn+1
J = - 1

驻t AiIJu*
iJ , (18)

摇 摇 MIJun+1
iJ = MIJu*

iJ - 驻tAiIJpn+1
J , (19)

其中

摇 摇

Mn
SIJ = 乙

赘 e
椎I椎Jd赘 + 乙

赘 e
子 scnk椎I,k椎Jd赘,

Cn
IJ = 乙

赘 e
椎Icnj 椎J, jd赘 + 乙

赘 e
子 scnk椎I,kcnj 椎J, jd赘,

DIJ = 乙
赘 e

1
Re 椎I, j椎J, jd赘, Gn

SiIJ = 乙
赘 e
椎I,i椎Jd赘 - 乙

赘 e
子 scnk椎I,k椎J,id赘,

Fn
iI = 乙

赘 e
椎I f id赘 + 乙

赘 e
子 scnk椎I,k f id赘,

HiI = 乙
祝 h
椎Ihid祝, EIJ = 乙

祝 h
椎I椎J,inid祝,

AiIJ = 乙
赘 e
椎J,id赘, BIJ = 乙

赘 e
椎I,id赘

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(20)
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1. 2摇 结构运动方程

流体动力作用下具有两自由度的弹性支撑刚性结构的运动可由质量鄄弹簧鄄阻尼系统来模

拟,不考虑扭转自由度,并且假定结构在两个平动方向上的质量、阻尼和刚度相等,则结构运动

方程的无量纲化形式可以表示为

摇 摇
鄣2X i

鄣t2
+ 4仔灼

Ur

鄣X i

鄣t + 4仔2

U2
r
X i =

C fi

2Mr
, (21)

式中, X1 = X / D,X2 = Y / D,分别为结构在 x 方向和 y 方向的位移. 结构阻尼比 灼 = c / (2 km ),
折合质量Mr =m / (籽D2),m,c和 k分别为结构的质量、阻尼和刚度,折合速度Ur = U¥ / ( fnD),结

构自然频率 fn = k / m / (2仔) . 流体阻力系数为

摇 摇 C f1 = CD =
2乙

祝
滓 xjn jd祝

籽U2
¥D

,

升力系数为

摇 摇 C f2 = CL =
2乙

祝
滓 yjn jd祝

籽U2
¥D

,

n j 为流固耦合界面朝向流体一侧的单位法线矢量. 本文采用 Newmark鄄 茁 时间积分法对结构运

动方程(21) 进行离散求解,积分参数选取 琢 = 0. 25, 茁 = 0. 5.
1. 3摇 网格运动

为了满足运动边界条件,计算过程中需要不断地进行网格更新. 本文采用文献[9]的方

法,通过求解修正的 Laplace 方程得到网格节点位移,从而获取新的网格. 修正的 Laplace 方程

的边值问题表示为

摇 摇 [(1 + 子)Si] jj = 0, (22)
摇 摇 Si = gi | 祝m

, Si = 0 | 祝f
, (23)

式中, Si 为网格节点位移 i方向分量,祝m 和祝 f 分别为网格动边界和固定边界,gi 是动边界上已

知的节点位移,子 是网格形变控制参数,目的是避免动边界附近单元的过度变形,而让形变量

主要被远场网格吸收,以保持接续时间步计算的单元质量. 在每个单元中,子 采用文献[9]给出

的定义:

摇 摇 子 e =
1 - 驻min / 驻max

驻e / 驻max
, (24)

式中, 驻e, 驻min 和 驻max 分别表示当前计算单元、 网格系统中最小单元及最大单元的面积(或体

积).
采用经典的 Galerkin 有限元法得到方程(22)的弱解积分形式:

摇 摇 乙
赘
啄Si, jSi, jd赘 + 移

Ne

e = 1
子 e乙

赘 e
啄Si, jSi, jd赘 = 乙

祝
啄SiSi, jn jd祝 . (25)

其离散形式为

摇 摇 NIJSiJ = LI, (26)
其中

摇 摇 NIJ = 乙
赘 e
(1 + 子 e)椎I, j椎J, jd赘, LI = 乙

祝 h
椎ISi, jn jd祝 . (27)

需要说明的是,本文将网格总变形量施加于每一计算步,即 Sn
i 为第 n 时刻网格节点相对
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于初始位置 x0
i 的总位移,新的网格节点位置表示为

摇 摇 xn
i = x0

i + Sn
i . (28)

1. 4摇 流固耦合计算步骤

本文采用流体域和固体域交错求解的弱耦合算法,主要步骤描述如下:
1) 给定 n 时刻的流体变量和结构变量;
2) 结构域求解,得到 tn+ 1 时刻的结构位移、速度和加速度;
3) 网格域更新:通过求解修正的 Laplace 方程边值问题获得网格节点位移,并计算网格节

点速度;
4) 流体域求解:在更新后的网格域上求解流体控制方程,得到 tn +1 时刻的流体速度和压

力,并通过表面流体应力积分得到作用于结构上的流体阻力和升力系数;
5) 返回至第 2)步实施下一时刻计算,如此循环直至时间结束.

2摇 算 例 验 证

2. 1摇 圆柱单自由度流致振动

圆柱仅在横流向 (y 向)振动,根据 Persillon 等[10]的建议,计算模型如图 1:上游距离 L1 =
12D(D 为圆柱直径),下游距离 L2 = 40D,圆柱上下两侧边界距离 W = 24D . 为提高计算效率,
整个网格域分为 3 个区域:A1 为 Euler 域,域内节点保持固定不动;A2 为 ALE 域,面积为 10D 伊
10D,域内节点运动由修正的Laplace方程确定;A3 为Lagrange域,圆环外径为1. 4D,内径为D,
域内节点随结构一起做刚体运动. 边界条件如下:入口处速度为 u1 = U肄 = 1,u2 = 0;出口速度

梯度设为 0,压力为 0;上下边界为自由边界;圆柱表面为无滑移边界. 整个计算域划分为 27 680
个三角形单元和 14 080 个节点,时间步长取为 0. 005.

图 1摇 计算域及边界条件

Fig. 1摇 Computational domain and boundary conditions

考虑 Reynolds 数 Re = 150,圆柱折合质量 Mr = 2. 0,阻尼比 灼 = 0,折合速度 3 臆 Ur 臆8 时

的情况. 采用本文方法计算得到的圆柱横流向最大振幅响应及涡脱落频率 fv 与结构自然频率

fn 之比值随折合速度变化关系如图 2 所示. 从图 2 中可看出,在折合速度区间 4 臆 Ur 臆7 内圆

柱振幅较大,并且涡脱落频率接近圆柱自然频率,即发生“锁定(lock鄄in)冶 现象,在 Ur = 4 附

近,出现最大振幅 0. 56D, 而在该区间外振幅明显减小. 本文得到的最大振幅响应比文献

[11鄄12]计算结果略偏大,但变化趋势一致.
2. 2摇 圆柱两自由度流致振动

圆柱在 x, y 向均可自由振动, 计算模型如图 1 所示. 采用文献[13] 中参数, Reynolds 数

Re = 100,折合速度 Ur = Re / 16. 6,折合质量 Mr = 10. 0仔 / 4,结构阻尼比 灼 = 0. 图 3 给出了 x 向
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图 2摇 最大振幅响应及频率比 fv / fn 随折合速度变化关系

Fig. 2摇 Maximum vibration amplitude and frequency ratio fv / fn vs. reduced velocity

速度等值线和压力等值线图,图中等值线呈现光滑,在圆柱附近处均未发现数值振荡. 本文计

算出的圆柱振动响应参数与文献结果对比如表 1 所示,可以看出本文结果与文献[13]给出的

值相当接近.
表 1摇 Re = 100 时,圆柱两自由流致振动计算参数比较

Table 1摇 Comparison of parameters for flow鄄induced vibration of a circular

cylinder with two degrees of freedom at Re = 100

St ymax / D xrms / D xmean / D CL max CD rms CD mean

present 0. 164 9 0. 532 0. 005 15 0. 110 9 0. 194 0 0. 258 1 1. 89

ref. [13] 0. 164 2 0. 510 0. 004 94 0. 110 5 0. 195 0 0. 248 4 1. 89

(a) x 向速度等值线 (b)压力等值线

(a) x 鄄component velocity contour (b)Pressure contour

图 3摇 Re = 100 时,流场模拟结果

Fig. 3摇 Numerical results for flow field at Re = 100

摇 摇 此外分析 Re = 200 情况下,结构折合质量 Mr = 1,等效阻尼系数 Sg = 8仔2St2灼Mr,取值

0郾 01,0. 1,1,10,圆柱以频率比 fn / f*s = 1. 30( f*s 为静止圆柱的涡脱落频率)振动时的响应,
Strouhal number (St) 根据文献[14] 取为0. 192 2. 图4 为 Sg = 0. 01 时圆柱阻力系数、升力系数

和横流向位移随时间的变化过程,图中各时程曲线表现出稳定的周期性振动特性,其中升力和

阻力变化不同频,阻力系数变化频率是升力系数变化频率的 2 倍. Sg = 0. 01时瞬态涡量场如图

5 所示,图中清晰地显示出,圆柱尾流区出现分别由同向涡旋组成的两行符号相反的涡街,与
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文献[14] 得到的涡脱落模式相同. 不同 Sg 下圆柱的运动轨迹如图6所示,圆柱以经典的‘8爷 字

形轨迹运动. 由于受到顺流向阻力,圆柱顺流向平衡位置并不为 0,并随 Sg 的变化而变化. 图 7
为圆柱横流向最大振幅随 Sg 变化关系,当0. 01臆 Sg 臆0. 1时,振幅变化平稳并保持在较大值;
而当 Sg 增至 10. 0 时,振幅迅速减小,整个变化过程中圆柱横流向振幅始终限定在某一范围,
呈现出明显的“自限(self鄄limiting)冶性,此特征与文献[14鄄15]一致.

图 4摇 Re = 200 时的阻力系数、升力系数和位移时程曲线

Fig. 4摇 Time histories of drag, lift coefficients and displacement at Re = 200

图 5摇 Re = 200 时的瞬态涡量场

Fig. 5摇 Instantaneous vorticity field at Re = 200

(a) Sg = 0. 01 (b) Sg = 0. 1
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(c) Sg = 1 (d) Sg = 10

图 6摇 不同等效阻尼系数 Sg 下圆柱的“8冶字形运动轨迹

Fig. 6摇 Vibration trajectories of the cylinder with different values of Sg

图 7摇 最大振幅响应随 Sg 变化关系

Fig. 7摇 Maximum vibration amplitude vs. Sg

3摇 结摇 摇 论

针对流固耦合问题,本文发展了一种简单有效的四步分裂 ALE 有限元弱耦合算法,并给

出了流体和动网格方程的计算过程. 将该算法应用于圆柱单自由度和两自由度流致振动问题

的数值模拟,得到了动网格下光滑的流体压力场和速度场,再现了经典文献中提到的圆柱流致

振动“锁定冶现象及“自限冶性,并且计算出的关键参数与已有文献结果吻合良好,表明了本文

方法在流固耦合数值模拟中的可行性和有效性.
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A Four鄄Step Fractional Finite Element Method
for Fluid鄄Structure Interaction

WANG Hua鄄kun1,摇 HONG Guo鄄jun1,2,摇 YANG Wen鄄yu1,摇 YU Guo鄄liang1

(1. School of Naval Architecture, Ocean and Civil Engineering,
Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, P. R. China;

2. Shanghai Waterway Engineering Design and Consulting Co Ltd,
Shanghai 200120, P. R. China)

Abstract: A loosely鄄coupled algorithm for fluid鄄structure interaction based on arbitrary La鄄
grangian Eulerian(ALE) finite element method was proposed. The semi鄄implicit four鄄step frac鄄
tional finite element method was extended to solve Navier鄄Stokes equations of ALE description,
where the streamline upwind / Petrov鄄Galerkin (SUPG) stabilization term was added to the mo鄄
mentum equation to eliminate numerical oscillations of the velocity field. The temporal integra鄄
tion of the equation of motion for the structure was done with a Newmark鄄茁 algorithm while the
mesh updating was performed based on the modified Laplace equation solved by a standard
Galerkin FEM. The entire deformation was imposed at each time step in order to avoid deterio鄄
ration in mesh quality with long鄄term and large amplitude oscillations or deformations. The pro鄄
posed method was applied to the numerical simulations on flow鄄induced vibrations of an elastic鄄
ally mounted circular cylinder with one and two degrees of freedom. Numerical results show
good agreement with the existing solutions and suggest that the present method is competitive
in terms of accuracy and efficiency.

Key words: ALE finite element method; fluid鄄structure interaction; semi鄄implicit four鄄step
fraction; modified Laplace equation; mesh updating
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