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摘要:摇 忆阻是近年来新发现的一类非线性电子元件. 与通常的电阻不同,忆阻的阻值会随着通过

的电流量的大小和方向不同而改变. 这个特性使得忆阻具有了记忆的功能,在很多方面有着广泛

的应用. 该文给出了简化的忆阻的数学模型,基于该模型构造了时滞神经网络,利用微分包含理

论、Lyapunov 方法和同胚映射原理研究了其全局渐近稳定性问题,确保模型平衡点存在性、唯一性

和一致全局渐近稳定性的充分条件被获得. 最后提供的具有仿真的例子验证了获得的理论结果.
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引摇 摇 言

1971 年,加州大学伯克利分校 (University of California, Berkeley) 的蔡少棠 ( Leon O.
Chua)教授,在研究电荷、电流、电压和磁通量之间的关系时,推断在电阻、电容和电感器这三

大基本电子元件之外,应该还有一种元件,代表着电荷与磁通量之间的关系. 他将其命名为

memristor(忆阻),是 memory(记忆)和 resistor(电阻)两个词的缩写. 这种元件的效果,就是它

的电阻会随着通过的电流量而改变,而且就算电流停止了,它的电阻仍然会停留在之前的值,
直到接受到反向的电流它才会被推回去. 用常见的水管来比喻,电流是通过的水量,而电阻是

水管的粗细时,当水从一个方向流过去,水管会随着水流量而越来越粗,这时如果把水流关掉

的话,水管的粗细会维持不变;反之当水从相反方向流动时,水管就会越来越细. 因为这样的组

件会“记住冶之前的电流量,因此被称为忆阻. 尽管蔡少棠教授很早就从理论上证实了忆阻的

存在性,并提出了忆阻的阻值是电量 q 的函数,并定义如下:

摇 摇 M(q) = d渍
dq, (1)

其中, 渍 表示磁通量,但由于一直无法找到合适的材料来实现忆阻,他的理论一直未能得到足

够的重视. 直到 37 年后的 2008 年,美国惠普(Hewlett鄄Packard)公司实验室研究人员在 5 月 1
日出版的英国《自然》杂志上发表论文[1] 宣称,他们已经证实了电路世界中的第 4 种基本元
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件———忆阻的存在,并成功设计出一个能工作的忆阻的实物模型. 这项发现将有可能用来制造

非易失性存储设备、即开型 PC、更高能效的计算机和类似人类大脑方式处理与联系信息的模

拟式计算机等铺平了道路,未来甚至可能会通过大大提高晶体管所能达到的功能密度,对电子

科学的发展历程产生重大影响[1鄄2] .
忆阻的电量鄄电压特征图与 Lissajous 模式非常类似, 并被惠普实验室的科学家通过实验

得到了证实(见文献[1]中的图 3(d)). 由图 1 可知,忆阻具有“迟滞冶的特性,即当一个场作用

于一个物体并移走之后,其原本应该产生的后续效果会出现滞后,比如磁场,以及人脑细胞. 正
因为忆阻的这个特性,忆阻具有广泛的应用[3鄄5],其中一个很重要的应用就是可以利用忆阻构

造神经网络从而模拟人脑. 众所周知,神经网络可由大规模集成电路来实现. 如果我们利用忆

阻代替电阻来构造神经网络,就可以得到一个参数依赖于状态的切换神经网络. 本文首先依据

图 1 提出忆阻的一个简化的数学模型,然后基于这个模型建立时滞神经网络,并研究其全局稳

定性.

(a) 忆阻的电流鄄电压特征图 (b) 忆阻的电流鄄电压鄄电压导数特征图

(a) Current鄄voltage characteristic (b) Current鄄voltage鄄derivative鄄of鄄voltage
of memristors characteristic of memristors

图 1摇 简化的忆阻的电流鄄电压特征图

Fig. 1摇 Current鄄voltage characteristic of simplified model of memristors

1摇 预 备 知 识

1. 1摇 模型介绍

根据忆阻的特性及图 1 中的电流鄄电压特征图,我们提出如下的忆阻的数学模型:

摇 摇 M(u( t)) =
M 忆, u( t) > 0,
M 义, u( t) < 0,
lim
子寅t -

M(u(子)), u( t) = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(2)

其中, u 是加在忆阻两端的电压,u( t) 是 u 关于时间 t 的导数,M 忆 臆 M 义 . 当 u( t) = 0 时,
lim子寅t -M(u(子)) 表示忆阻保持现有值. 从上式我们可知忆阻阻值根据加在忆阻两端的电压的

变化在两个值之间切换,因为神经网络的连接权可以由电阻来实现,从而可以用忆阻来构造一

个切换神经网络.
考虑如下的基于忆阻的时滞神经网络:
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摇 摇 zi( t) = - dizi( t) + 移
n

j = 1
aij( zi - z j) f

摇
j( z j( t)) +

摇 摇 摇 摇 移
n

j = 1
bij( zi - z j)g j( z j( t - 子( t))) + si, (3)

其中, zi( t) 是第 i个神经元的状态变量, di 是第 i个自反馈连接权,aij( zi - z j) 和 bij( zi - z j) 分

别是不带时滞和具有时滞的连接权,si 是第 i 个外部输入. f
摇

i(·) 和 gi(·) 分别是第 i 个不带时

滞和具有时滞的激活函数, 并满足如下假设:

H1: f
摇

i(·) 和 gi(·)( i = 1,2,…,n) 恒为正, 且满足 Lipschitz 连续条件,即对任意 x,y 沂
R,x 屹 y, 存在 滋 i,姿 i > 0 使得下列不等式成立:

摇 摇 | f
摇

i(x) - f
摇

i(y) | 臆 滋 i | x - y | , | gi(x) - gi(y) | 臆 姿 i | x - y | .
因连接权由忆阻实现,根据式(2), aij 和 bij( i 屹 j) 是 zi 和 z j 的函数并定义为

摇 摇 w ij( zi - z j) =

w忆
ij, zi - z j > 0,

w义
ij, zi - z j < 0,

lim
子寅t -

w ij( zi - z j), zi - z j = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(4)

其中, w 代表 a 或 b,aii 和 bii 为常数,a忆
ij < a义

ij, b忆
ij < b义

ij .
最近以来,时滞神经网络的全局稳定性得到了广泛而深入的研究[6鄄19] . 在系统(3)中, 因

为 aij(·) 和 bij(·) 均为不连续函数,关于微分方程解的经典理论无法在这里应用. 为解决这一

问题, Filippov[20]发展了一套针对具有不连续项的微分方程的解的理论. 基于这一理论,一个

具有不连续项的微分方程和与之相应的微分包含具有相同的解集. 从而,要研究这样的微分方

程的稳定性,我们可以转而研究相应的微分包含的稳定性. 下面,首先介绍一下与微分包含相

关的一些定义和引理.
1. 2摇 定义和引理

考虑如下形式的微分方程:
摇 摇 x = h( t,x), (5)

其中 h:R 伊 Rn 寅 Rn 为不连续函数. 式(5)的 Filippov 解定义如下:
定义 1摇 函数 x(·) 称为方程(5) 在[ t0,t1] 上的解,若 x(·) 在 [ t0,t1] 上绝对连续且对于

几乎所有的 t 沂 [ t0,t1] 有

摇 摇 x 沂 h( t,x), (6)
其中

摇 摇 h( t,x) =驻 疑
滓 > 0

疑
滋(N) = 0

{co h( t,B滓(x) \ N }) , (7)

其中, co 表示集合的闭凸包, 滋 是 Rn 上的 Lebesgue 测度.
当 h( t,x) 局部有界时, 可以得到一个等价的定义[21] . 对于任意的 t 逸0,存在集合 Nt

0 奂
Rn(依赖于 h 和 t) 且 滋(Nt

0) = 0 使得对于任意的 N 奂 Rn 且 滋(N) = 0 以及任意的 x 沂 Rn, 有

摇 摇 h( t,x) = {co v: {存在 x }i 使得 xi 寅 x 满足 xi 埸 Nt
0 胰 N 且 v = lim h( t,xi }) , (8)

其中,co 表示集合的凸包. 根据上述的定义,切换系统

摇 摇 x = 渍滓( t,x),摇 摇 滓 沂 赘 (9)
与下面的微分包含具有相同的解集

摇 摇 x 沂 {co 渍滓( t,x }) , (10)
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其中, 滓: [0, + 肄) 寅 赘是任意的切换信号, 赘是指标集,渍( t,x) 局部有界. 从而要分析微分

方程(9)的稳定性, 我们可以转而研究微分包含式(10)的稳定性.
首先, 有如下的引理来保证微分包含解的存在性:
引理 1[22] 摇 h( t,x) 是定义在式(7) 或式(8) 上的集值映射. 若 h( t,x) 局部有界且关于

( t,x) 沂 [0, + 肄) 伊 Rn Lebesgue 可测, 则 h( t,x) 满足:
A1 摇 对于任意的 t 逸0 及 x 沂 Rn,h( t,x) 是 Rn 的非空的紧凸子集;
A2 摇 关于 x 的集值映射 h( t,x) 关于任意 t 逸0 上半连续;
A3 摇 h( t,x) 对于任意的 x 沂 Rn Lebesgue 可测;
A4 摇 h( t,x) 局部有界.
引理 2[22] 摇 h( t,x) 为集值映射. 若 h( t,x) 满足 A1, A2, A3和 A4,则对于任意的 ( t,x) 沂

[0, + 肄) 伊 Rn, 存在区间 I 以及式(6) 的至少一个解 x( t):I 寅 Rn 使得 t0 沂 I 且 x( t0) = x0 .
摇 摇 设微分包含式(6)的解 x(·) 存在并满足 x( t0) = x0,且原点是式(6) 的平衡点,即对于几

乎所有的 t 逸0 有 0 沂 h( t,0) . 下面我们介绍全局一致渐近稳定性的定义及其充分条件.
定义 2摇 微分包含式(6)全局一致渐近稳定若其平衡点一致稳定且全局一致吸引,并且其

所有解一致有界. 即,存在函数 m: (0, + 肄) 寅 (0, + 肄) 和 T:(0, + 肄) 伊 (0, + 肄) 寅 (0,
+ 肄) 使得

1) 对于任意的 r > 0,任意的( t0,x0) 沂 (0, + 肄) 伊 Rn 和任意的解 x(·), 有

摇 摇 椰x0椰 臆 r圯椰x( t)椰 < m( r),摇 摇 坌t 逸 t0;
2) lim

r寅0+
m( r) = 0;

3) 对于任意的 r > 0,着 > 0,及( t0,x0) 沂 (0, + 肄) 伊 Rn, 有

摇 摇 椰x0椰 臆 r圯椰x( t)椰 < 着,摇 摇 坌t 逸 t0 + T( r,着) .
引理 3[22] 摇 h:[0, + 肄) 伊 Rn 寅 Rn 为集值映射且保证式(6)的解存在. 若存在 Lyapunov

函数 V = V( t,x) 使得对于函数 a(·),b(·),c(·) 沂 K肄
0 , 有

摇 摇 a(椰x椰) 臆 V( t,x) 臆 b(椰x椰),摇 摇 坌t 沂 [0, + 肄), x 沂 Rn, (11)

摇 摇 V( t2,x( t2)) - V( t1,x( t1)) 臆- 乙 t2

t1
c(椰x(子)椰)d子,摇 摇 t1 臆 t2, (12)

则式(6)的平衡点一致渐近稳定.
引理 4[23] 摇 若 H(x):Rn 寅 Rn 为连续函数且满足下面的条件:
1) H(x) 为 Rn 上的单射;
2) lim

椰x椰寅肄
椰H(x)椰 = 肄;

则 H(x) 是 Rn 上的同胚.
下面我们介绍一些关于 M鄄 矩阵的等价定义.
定义3[24] 摇 设矩阵 A = (aij) n伊n具有非正的次对角线元. A是非奇异的M鄄矩阵若下列条件

之一成立:
1) A 的所有主子式都为正;
2) A 的所有对角元都为正, 且存在正定的对角矩阵 撰 = diag(姿1,姿2,…,姿 n) 使得 A撰 严

格对角占优,即

摇 摇 aii姿 i > 移
j屹i

| aij | 姿 j,摇 摇 i = 1,2,…,n;

上式可以写为
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摇 摇 移
n

j = 1
aij姿 j > 0,摇 摇 i = 1,2,…,n;

3) 存在正定矩阵 P 使得 AP + PAT 也为正定.

2摇 主 要 结 果

系统(3)可以写为如下的向量形式:

摇 摇 z( t) = P(z) = - Dz( t) + A(z) f
摇
(z( t)) + B(z)g(z( t - 子( t))) + s . (13)

因为激活函数 f
摇

i(x) 和 gi(x) Lipschitz 连续,故局部有界,从而 P(z) 也局部有界. 根据上

节的分析,基于忆阻的神经网络式(13)与下面的微分包含具有相同的解集:

摇 摇 z( t) 沂 {co P(z }) = - Dz( t) + A( t) f
摇
(z( t)) + B( t)g(z( t - 子( t))) + s, (14)

其中, D = diag(d1,d2,…,dn),A( t) {= (孜 ij( t)a忆
ij + (1 - 孜 ij( t))a义

ij) n伊n | 孜 ij( t) 为任意满足 0 臆
孜 ij( t) 臆 1 且 孜 ij( t) + 孜 ji( t) = 1 }的函数 ,B( t) {= (孜 ij( t)b忆

ij + (1 - 孜 ij( t))b义
ij) n伊n | 孜 ij( t) 为任

意满足 0 臆 孜 ij( t) 臆 1 且 孜 ij( t) + 孜 ji( t) = 1 }的函数 , f
摇
(z( t)) = [ f

摇
1( z1( t)), f

摇
2( z2( t)),…,

f
摇

n( zn( t))] T,g(z( t)) = [g1( z1( t)),g2( z2( t)),…,gn( zn( t))] T,s = ( s1,s2,…,sn) T .
根据引理 1 和 2, 微分包含式(14)存在至少一个解. 设 z( t) 是微分包含式(14) 的解, 故

{给定一个集合 孜 ij( t }) , z( t) 满足如下微分方程:

摇 摇 zi = - dizi + 移
n

j = 1
[孜 ij( t)a忆

ij + (1 - 孜 ij( t))a义
ij] f

摇
j( z j( t)) +

摇 摇 摇 摇 移
n

j = 1
[孜 ij( t)b忆

ij + (1 - 孜 ij( t))b义
ij]g j( z j( t - 子 j)) + si . (15)

从而微分方程(15)的平衡点就是微分包含(14)的平衡点. 下面我们给出微分方程(15)的平衡

点存在唯一性的充分条件.
定理 1摇 对于基于忆阻的神经网络(3), 若 D -| A | max 撰 -| B | max 祝是非奇异的M鄄矩阵,

则式(3) 有唯一的平衡点,其中,D = diag(d1,d2,…,dn), | A | max = (a- ij) n伊n, | B | max = (b
-
ij) n伊n,

a- ij = {max | a忆
ij | , | a义

ij }| ,b
-
ij = {max | b忆

ij | , | b义
ij }| , 撰 = diag(滋1,滋2,…,滋 n), 祝 = diag(姿1,姿2,

…,姿 n) .
证明摇 方程(15)的平衡点就是下述方程的解:

摇 摇 - dizi + 移
n

j = 1
[孜 ij( t)a忆

ij + (1 - 孜 ij( t))a义
ij] f

摇
j( z j( t)) +

摇 摇 摇 摇 移
n

j = 1
[孜 ij( t)b忆

ij + (1 - 孜 ij( t))b义
ij]g j( z j( t - 子 j)) + si = 0. (16)

对式(16)整理后可得

摇 摇 - dizi + 移
n

j = 1
a义
ij f
摇

j( z j) + 移
n

j = 1
b义
ijg j( z j) + si +

摇 摇 摇 摇 孜 ij( t {) 移
n

j = 1
(a忆

ij - a义
ij) f

摇
j( z j) + (b忆

ij - b义
ij)g j( z j }) = 0.

从而下述方程组
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摇 摇
- dizi + 移

n

j = 1
a义
ij f

摇
j( z j) + 移

n

j = 1
b义
ijg j( z j) + si = 0,

移
n

j = 1
(a忆

ij - a义
ij) f

摇
j( z j) + (b忆

ij - b义
ij)g j( z j) =

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
(17)

的解就是式(16)的常数解,从而是式(15)的平衡点.
注意到式(17)与下述方程组等价:

摇 摇

- dizi + 移
n

j = 1
a忆
ij f

摇
j( z j) + 移

n

j = 1
b忆
ijg j( z j) + si = 0,

- dizi + 移
n

j = 1
a义
ij f

摇
j( z j) + 移

n

j = 1
b义
ijg j( z j) + si = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

.

上式可写成如下的矩阵形式:

摇 摇 - D
-
z- + A

-
f
摇 -
(z-) + B

-
g-(z-) + s = 0, (18)

其中

摇 摇 z- = diag(zT,zT) T, D
-
= D 0

0
æ

è
ç

ö

ø
÷

D
, A

-
= A忆 0

0 A
æ

è
ç

ö

ø
÷

义
, B

-
= B忆 0

0 B
æ

è
ç

ö

ø
÷

义
,

摇 摇 A忆 = (a忆
ij) n伊n, A义 = (a义

ij) n伊n, B忆 = (b忆
ij) n伊n, B义 = (b义

ij) n伊n,

摇 摇 f
摇 -
(z-) = ( f

摇
(z) T, f

摇
(z) T) T, g-(z-) = (g(z) T,g(z) T) T .

我们定义如下的映射:

摇 摇 H(z-) = - D
-
z- + A

-
f
摇 -
(z-) + B

-
g-(z-) + s . (19)

首先, 证明在给定的条件下,映射 H(·) 为单射. 假设存在 z- 忆 = diag(z忆T,z忆T) T,其中 z忆 =
diag( z1 忆,z2 忆,…,zn 忆),z 屹 z忆 满足 H(z-) = H(z- 忆), 从而由式(19)有

摇 摇 - D
-
(z- - z- 忆) + A

-
[ f

摇 -
(z-) - f

摇 -
(z- 忆)] + B

-
[g-(z-) - g-(z- 忆)] = 0.

将上式写成分量形式,即

摇 摇 di( zi - z忆i) = 移
n

j = 1
a忆
ij[ f

摇
j( z j) - f

摇
j( z忆j)] + 移

n

j = 1
b忆
ij[g j( z j) - g j( z忆j)],

摇 摇 di( zi - z忆i) = 移
n

j = 1
a义
ij[ f

摇
j( z j) - f

摇
j( z忆j)] + 移

n

j = 1
b义
ij[g j( z j) - g j( z忆j)] .

上式两端取绝对值,可得

摇 摇 di | zi - z忆i | 臆 移
n

j = 1
a忆
ij 滋 j | z j - z忆j | + b忆

ij姿 j | z j - z忆j | ,

摇 摇 di | zi - z忆i | 臆 移
n

j = 1
a义
ij 滋 j | z j - z忆j | + b义

ij姿 j | z j - z忆j | .

上述不等式组可以写成如下的矩阵形式:
摇 摇 D | z - z忆 | 臆 A忆撰 | z - z忆 | + B忆祝 | z - z忆 | ,
摇 摇 D | z - z忆 | 臆 A义撰 | z - z忆 | + B义祝 | z - z忆 | ,

即

摇 摇 (D
-
- A

-
撰
-
- B

-
祝
-
) | z- - z- 忆 | 臆 0, (20)

其中
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摇 摇 撰 = diag(滋1,滋2,…,滋 n), 祝 = diag(姿1,姿2,…,姿 n), 撰
-
= 撰 0

0
æ

è
ç

ö

ø
÷

撰
, 祝

-
= 祝 0

0
æ

è
ç

ö

ø
÷

祝
.

因为 D -| A | max 撰 -| B | max 祝为非负的M鄄矩阵, 由定义3, 存在常数 茁 i > 0( i = 1,2,…,
n) 使得

摇 摇 茁 idi - 移
n

j = 1
茁 j(a- ij 滋 j + b

-
ij姿 j) > 0. (21)

从而有

摇 摇
茁 idi - 移

n

j = 1
茁 j(a忆

ij 滋 j + b忆
ij姿 j) > 0,

茁 idi - 移
n

j = 1
茁 j(a义

ij 滋 j + b义
ij姿 j) > 0

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(22)

即 D - A忆撰 - B忆祝和 D - A义撰 - B义祝均为非奇异的M鄄矩阵,易知 D - A
-
撰
-
- B

-
祝
-
也是非奇异的

M鄄 矩阵. 从而有D - A
-
撰
-
- B

-
祝
-
> 0, 故有, | z- - z- 忆 | = 0, 即,z- = z- 忆 显然此为矛盾,故映射H(·)

为单射.
下一步我们证明 lim椰z椰寅肄 椰H(z)椰寅肄 . 根据定义3, 存在正定矩阵 P使得对于充分小

的 着 > 0, 有

摇 摇 [P( - D +| A | max撰 +| B | max祝)] S 臆- 着 In < 0, (23)
其中 S 的含义为,对任意矩阵 Q,QS = [Q + QT] / 2.

令 H
-
(z-) = - D

-
z- + A

-
[ f

摇 -
(z-) - f

摇 -
(0)] + B

-
[g-(z-) - g-(0)], 根据上面的分析我们可以得到

摇 摇 (Pz-) TH
-
(z-) = (Pz-) {T - D

-
z- + A

-
[ f

摇 -
(z-) - f

摇 -
(0)] + B

-
[g-(z-) - g-(0 })] =

摇 摇 摇 摇 - z-TPD
-
z- + z-TPA

-
[ f

摇 -
(z-) - f

摇 -
(0)] + z-TPB

-
[g-(z-) - g-(0)] 臆

摇 摇 摇 摇 -| z- | TPD
-
| z- | + | z- | TPA

-
撰
-
| z- | + | z- | TPB

-
祝
-
| z- | =

摇 摇 摇 摇 -| z- | T[P( - D
-
+ A

-
撰
-
+ B

-
祝
-
)] | z- | =

摇 摇 摇 摇 -| z- | T[P( - D
-
+ A

-
撰
-
+ B

-
祝
-
)] S | z- | 臆

摇 摇 摇 摇 - 着椰z-椰2 . (24)
根据上式及 Schwartz 不等式, 可得

摇 摇 着椰z-椰2 臆 椰P椰椰z-椰椰H
-
(z-)椰,

即

摇 摇 着椰z-椰
椰P椰 臆 椰H

-
(z-)椰 .

故有 lim椰 z-椰寅肄 椰H
-
(z-)椰 = 肄 . 根据引理 4, 我们得到映射 H(·) 是同胚的, 故存在唯一的点

z-*使得 H(z-*) = 0, 即系统(3)有唯一的平衡点. 阴
定理 2摇 对于基于忆阻的神经网络式(3),若 D -| A | max 撰 -| B | max 祝是非奇异的 M鄄 矩

阵,则式(3)全局一致渐近稳定.
证明摇 因为 D -| A | max 撰 -| B | max 祝是非奇异的 M鄄矩阵, 根据定义, 存在常数 茁 i > 0( i

= 1,2,…,n) 使得

摇 摇 茁 idi - 移
n

j = 1
茁 j(a- ij 滋 j + b

-
ij姿 j) > 0. (25)
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根据定理 1 的分析, 可知式(15)有唯一的平衡点. 将平衡点记为 z*, 我们利用平移 x = z
- z* 将式(15) 的平衡点移至原点,得

摇 摇 xi( t) = - dixi( t) + 移
n

j = 1
F ij(x j( t),t) + 移

n

j = 1
G ij(x j( t - 子 j),t), (26)

其中

摇 摇 F ij(x j( t),t) = [孜 ij( t)a忆
ij f

摇
j( z j) + (1 - 孜 ij( t))a义

ij f
摇

j( z j)] -

摇 摇 摇 摇 [孜*
ij ( t)a忆

ij f
摇

j( z*j ) + (1 - 孜*
ij ( t))a义

ij f
摇

j( z*j )]
及

摇 摇 G ij(x j( t - 子 j),t) = [孜 ij( t)b忆
ijg j( z j( t - 子 j)) + (1 - 孜 ij( t))b义

ijg j( z j( t - 子 j))] -
摇 摇 摇 摇 [孜*

ij ( t)b忆
ijg j( z*j ( t - 子 j)) + (1 - 孜*

ij ( t))b义
ijg j( z*j ( t - 子 j))] .

考虑到 孜 ij( t),孜*
ij ( t) 沂 [0,1], 令 孜 ij( t) = 孜*

ij ( t) = 0, 可得

摇 摇
F ij(x j( t),t) = a义

ij f
摇

j( z j) - a义
ij f

摇
j( z*j ),

G ij(x j( t - 子 j),t) = b义
ijg j( z j( t - 子 j)) - b义

ijg j( z*j ( t - 子 j))
{ .

(27)

令 孜 ij( t) = 0, 孜*
ij ( t) = 1, 可得

摇 摇
F ij(x j( t),t) = a义

ij f
摇

j( z j) - a忆
ij f

摇
j( z*j ),

G ij(x j( t - 子 j),t) = b义
ijg j( z j( t - 子 j)) - b忆

ijg j( z*j ( t - 子 j))
{ .

(28)

令 孜 ij( t) = 1, 孜*
ij ( t) = 0, 可得

摇 摇
F ij(x j( t),t) = a忆

ij f
摇

j( z j) - a义
ij f

摇
j( z*j ),

G ij(x j( t - 子 j),t) = b忆
ijg j( z j( t - 子 j)) - b义

ijg j( z*j ( t - 子 j))
{ .

(29)

令 孜 ij( t) = 孜*
ij ( t) = 1, 可得

摇 摇
F ij(x j( t),t) = a忆

ij f
摇

j( z j) - a忆
ij f

摇
j( z*j ),

G ij(x j( t - 子 j),t) = b忆
ijg j( z j( t - 子 j)) - b忆

ijg j( z*j ( t - 子 j))
{ .

(30)

根据式(27) ~ (30), 可得

摇 摇 | F ij(x j( t),t) | 臆

{摇 摇 摇 摇 max | a义
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) | , | a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) | ,

摇 摇 摇 摇 | a义
ij f

摇
j( z j) - a忆

ij f
摇

j( z*j ) | , | a忆
ij f

摇
j( z j) - a忆

ij f
摇

j( z*j ) }| (31)
及

摇 摇 | G ij(x j( t - 子 j),t) | 臆
{摇 摇 摇 摇 max | b义

ijg j( z j( t - 子 j)) - b义
ijg j( z*j ( t - 子 j)) | ,

摇 摇 摇 摇 | b忆
ijg j( z j( t - 子 j)) - b义

ijg j( z*j ( t - 子 j)) | ,
摇 摇 摇 摇 | b义

ijg j( z j( t - 子 j)) - b忆
ijg j( z*j ( t - 子 j)) | ,

摇 摇 摇 摇 | b忆
ijg j( z j( t - 子 j)) - b忆

ijg j( z*j ( t - 子 j)) }| . (32)
首先估计 | F ij(xi( t),x j( t),t) | . 根据式(31) 及假设 H1,若 a忆

ij < a义
ij, 有

摇 摇 a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) 臆 a义
ij[ f

摇
j( z j) - f

摇
j( z*j )],

从而有

摇 摇 | a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) | 臆 a义
ij 滋 j | z j - z*j | . (33)
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若 a义
ij < a忆

ij, 因

摇 摇 a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) = - [a义
ij f

摇
j( z*j ) - a忆

ij f
摇

j( z j)] .
类似地,有

摇 摇 a义
ij f

摇
j( z*j ) - a忆

ij f
摇

j( z j) 臆 a忆
ij[ f

摇
j( z*j ) - f

摇
j( z j)],

故

摇 摇 | a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) | =| a义
ij f

摇
j( z*j ) - a忆

ij f
摇

j( z j) | 臆 a忆
ij姿 j | z*j - z j | . (34)

根据式(33)和式(34), 有

摇 摇 | a忆
ij f

摇
j( z j) - a义

ij f
摇

j( z*j ) | 臆 a- ij 滋 j | z j - z*j | . (35)
类似地,我们可以得到如下的不等式:

摇 摇 | F ij(x j( t),t) | 臆 a- ij姿 j | x j( t) | , | G ij(x j( t - 子 j),t) | 臆 b
-
ij姿 j | x j( t - 子 j) | . (36)

下一步证明系统的全局一致渐近稳定性. 首先取 Lyapunov 函数

摇 摇 V(x) = 移
n

i = 1
茁 i | xi( t) | + 移

n

i = 1
乙 t

t -子 i
酌 i | xi( s) | ds,

其中摇 摇 酌 i = 移
n

j = 1
茁 jb义

ji姿 i .

对 V(x) 沿式(26)求右上 Dini 导数, 并结合式(36)有

摇 摇 D + V(x) = {sup 移
n

i = 1
茁 isgn xi( t [) - dixi( t) + 移

n

j = 1
F ij(x j( t),t) +

摇 摇 摇 摇 移
n

j = 1
G ij(x j( t - 子 j),t ]) + 移

n

i = 1
酌 i[ | xi( t) | - | xi( t - 子 i) | }] 臆

摇 摇 摇 摇 - 移
n

i = 1
茁 idi | xi( t) | + 移

n

i = 1
移

n

j = 1
茁 ia- ij 滋 j | x j( t) | +

摇 摇 摇 摇 移
n

i = 1
移

n

j = 1
茁 ib

-
ij姿 j | x j( t - 子 j) | + 移

n

i = 1
酌 i[ | xi( t) | - | xi( t - 子 i) | ] =

摇 摇 摇 摇 - 移
n

i = 1
茁 idi | xi( t) | + 移

n

i = 1
移

n

j = 1
[茁 i(a义

ij 滋 j + b义
ij姿 j) | xi( t) | ] 臆

摇 摇 摇 摇 - 棕移
n

i = 1
| xi( t) | = - 棕椰x( t)椰1,

其中

摇 摇 棕 = min
1臆i臆

{
n

茁 idi - 移
n

j = 1
茁 j(a- ji 滋 + b

-
ji姿 }) .

根据式(25), 我们有 棕 > 0. 故根据引理 3, 微分包含式(14)全局一致渐近稳定. 因为式(14)
与式(3)具有相同的解集,故式(3)也全局一致渐近稳定. 阴

3摇 仿 真 结 果

本节将给出一个实例来验证上述的结果.
例 1摇 考虑下述基于忆阻的时滞神经网络

摇 摇 x( t) = - Dx( t) + A(x) f(x( t)) + B(x)g(x( t - 子)) + s, (37)
其中
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摇 摇 D = 5 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 8
, A(x) =

2 a12

a21 -
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
, B(x) =

- 5 b12

b21 -
æ

è
ç

ö

ø
÷

4
,

摇 摇 a12 =
- 1, x1 > x2,
0. 5, x1 < x2

{ ,
a21 =

- 3, x2 > x1,
4, x2 < x1

{ ,

摇 摇 b12 =
2, x1 > x2,
3, x1 < x2

{ ,
b21 =

- 2, x2 > x1,
1, x2 < x1

{ ,

摇 摇 f i(x) = gi(x) = 1
1 + e -x,摇 摇 i = 1,2.

显然, f i 和 gi 均为 Lipschitz 连续, 其 Lipschitz 常数分别为 滋 i = 姿 i = 1 / 4. 可算得

摇 摇 | A | max =
2 1æ

è
ç

ö

ø
÷

4 3
, | B | max =

5 3æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4
,

摇 摇 D -| A | max撰 -| B | max祝 = 3. 25 - 1
- 1. 25 6.

æ

è
ç

ö

ø
÷

25
.

容易验证 D -| A | max 撰 -| B | max 祝是非奇异的M鄄矩阵. 故根据定理 2, 系统(37)全局一

致渐近稳定,系统状态变量的瞬态响应图如图 2 所示.

(a) 例 1 中 x1 关于时间的瞬态响应 (b) 例 1 中 x2 关于时间的瞬态响应

(a) Transient state of x1 in example 1 (b) Transient state of x2 in example 1

图 2摇 例 1 中 x 关于时间的瞬态响应

Fig. 2摇 Transient states of the neural network in example 1

4摇 结摇 摇 论

本文提出了关于忆阻的分段线性的数学模型,并基于此模型构造了时滞神经网络. 该模型

本质上是一个依赖状态的非线性切换系统. 研究切换系统一般采用多 Lyapunov 方法,但由于

该系统结构比较复杂,很难采用多 Lyapunov 方法. 我们采用了 Filippov 理论,将不连续系统转

化为微分包含来研究,得到了满意的结果.
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Global Uniform Asymptotic Stability of Memristor鄄Based
Recurrent Neural Networks With Time Delays

HU Jin,摇 SONG Qian鄄kun
(Department of Mathematics, Chongqing Jiaotong University,

Chongqing 400074, P. R. China)

Abstract: Memristor is a newly prototyped nonlinear circuit device. Its value is not unique and
changes according to the value of the magnitude and polarity of the voltage applied to it. Due to
this feature, the memristor has the function of memory and broad potential applications of
memristors have been reported in various fields. A simplified mathematical model was proposed
to characterize the pinched hysteresis feature of the memristor and a memristor鄄based recurrent
neural network model was given. With the theory of differential inclusion, Lyapunov approach
and homeomorphism theory, the existence and uniqueness of the equilibrium point of the model
were obtained, and the global uniform asymptotic stability of memristor鄄based recurrent neural
networks was also obtained. Finally, the simulation result shows the efficiency of the theorem.

Key words: memristor; recurrent neural network; global uniform asymptotic stability

537胡摇 摇 进摇 摇 摇 宋摇 摇 乾摇 摇 坤


