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摘要:摇 基于非均匀有理 B 样条的等几何分析方法是一种无需网格划分的新的计算方法,旨在实

现直接利用 CAD 模型进行分析,有望取代目前传统有限元技术. 等几何分析已被成功应用在固体

力学,流固耦合及拓扑优化等诸多领域. 等几何分析方法要求 CAD 曲面或者实体高阶连续,而绝

大多数 CAD 模型内多个曲面不但无法保持高阶连续,而且在公共界面处是几何非协调的. 这一缺

陷严重制约了等几何分析技术的进一步发展和应用. 另外,由于采用高阶单元,等几何分析计算量

较等自由度传统有限元要耗时. 为解决这些难题,笔者在先前工作基础之上,提出了基于 FETI 方
法的非协调等几何分析. 新方法较以往的零空间解法更加快捷,适用于大规模数据的并行计算. 数
值算例表明该方法无需修改 CAD 模型,实施简单,精度满足要求,可处理复杂 CAD 模型.
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引摇 摇 言

非均匀有理 B 样条(non鄄uniform rational B鄄spline, NURBS)是计算机辅助几何设计(CAD)
和计算机辅助工程(CAE)中最基本的自由曲面表示形式. 由于 NURBS 可以精确表示解析形

状自由曲线曲面,国际标准组织(ISO)于 1991 年把 NURBS 作为表示工业产品几何形状的工

业标准. 然而,在计算力学领域,NURBS 应用较少. 近年来,随着工程问题规模越来越大,网格

数量越来越多,划分网格代价也越来越大. 据统计,网格划分几乎占用了分析过程的 80% . 另
外,工程问题所需要的精度要求也越来越高,要求网格质量越来越好. 在这种背景下,人们开始

探索新型的有限元技术. 人们希望能找到一种能减少网格划分时间,提高分析精度的新方法.
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无网格技术能够满足这一要求,但是无网格也有很多问题,有一定的适用范围. Hughes 等[1]于

2005 年引入了基于 NRUBS 的等几何分析技术,希望实现 CAD 和有限元分析( finite element a鄄
nalysis, FEA)的融合,即摒弃原有的以网格为基础的有限元技术,而采用 NURBS 或者 T鄄
splines 表示的 CAD 曲面作为分析的载体. 其核心思想是用 NURBS 基函数代替原有的 La鄄
grange 基函数或者其他类型基函数,自由曲面(或实体)控制点上的自由度代替有限元节点的

自由度. 等几何分析方法无需划分网格,可实现自动化全局加密或局部加密,其精度在某些领

域可媲美谱方法,目前正成为计算力学研究的一个热点. 等几何分析技术目前已应用在固体力

学[2]、流体力学[3]、流固耦合[4]、拓扑优化[5]等多个领域,被证明是一种极有潜力的计算方法.
我国王东东等[6],张勇等[7]学者对等几何分析发展做出了杰出贡献.

然而,等几何分析方法存在一个严重的问题,即要求用于分析的 CAD 曲面必须高阶连续,
或者至少连续. 然而主流 CAD 软件生成的模型中的 NURBS 曲面在其内部公共交界处仅保持

几何连续,甚至无法满足连续,其 NURBS 单元常常在界面处不匹配. 这种几何常被称为非匹

配 NURBS 几何或者非协调 NURBS 几何. 非协调 NURBS 几何在 CAD 和计算机辅助制造

(CAM)领域非常常见,而且由于数据转换等原因,经常导致 CAD 模型出现狭缝和重叠. 为处

理这些问题,传统有限元方法通过将非协调 CAD 几何划分成逼近网格来进行分析. 但是由于

曲面非协调的原因,导致有些有限元单元几何形状产生畸形,而有限元对几何形状要求又比较

高,因此网格划分完后又不得不借助人工修复方法,浪费大量时间. 由于非协调几何数据转化

或者设计缺陷而引入的重叠或者缝隙都为计算机辅助制造和设计带来很大困难. 据统计,美国

每年为修复这些模型所支出费用高达 6 亿美元. 非协调或非匹配的 CAD 几何导致等几何分析

无法应用复杂的 CAD 模型作为分析载体,严重阻碍了等几何分析技术的应用和推广.
为解决这一问题,笔者曾发展了基于多点约束和零空间解法的非协调等几何分析方

法[8],可分析非协调 NURBS 几何,取得了较好的结果. 但这种方法也有一些缺陷:由于引入零

空间技术导致计算量增加,不适合求解大规模工程问题. 为此笔者在本文中引入了 FETI( finite
element tearing and interconecting)方法,利用预处理技术和共轭梯度迭代求解,数值算例表明

本方法无需修改 CAD 模型,也无需构建高阶连续的 CAD 模型,可处理复杂 CAD 模型,适用于

并行计算.

1摇 非协调等几何分析

1. 1摇 非均匀有理 B样条和等几何分析

NURBS 能精确地描述曲线、复杂的 3D 曲面和实体. NURBS 曲面有如下张量积形式的解

析表示:

摇 摇 S(u,v) = 移
n

i = 1
移
m

j = 1
R i, j(u,v)P i, j, (1)

式中, R i, j 是 NURBS 基函数, P i, j 是控制顶点,R i, j 在区间[ui,ui +p+1] 茚 [vi,vi +p+1] 上非零.
NURBS 基函数有很多良好的特性,如
1) 非负性: R i, j(u,v) 逸 0;

2) 单位分解性:移
n

i = 1
移
m

j = 1
R i, j(u,v) = 1;

3) 局部支集性: R i, j(u,v) = 0,其中 u 埸 [ui,ui +p+1],v 埸 [vi,vi +p+1];
4) 可微性:微分后仍为 NURBS 基函数.
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图 1 为定义在节点区间[0,1]上的一族 NURBS 基函数.

图 1摇 NURBS 基函数

Fig. 1摇 NURBS basis functions

NURBS 的另一个优点是计算简单,基函数求值可通过 de boor 递推公式求之,可大大简化

计算. 任意高阶的基函数均可变成 0 次的常量基函数的线性组合.
等几何分析方法与传统有限元区别有二:1) 用上述 NURBS 或者样条函数代替原有的 La鄄

grange 基函数; 2) 等几何分析允许自由度被定义在控制点上(通常不在物理域上),而传统有

限元要求节点在物理域上. 更多细节,读者可参考等几何分析的专著(如文献[9]).
1. 2摇 非协调几何和弱连续条件

目前 CAD 模型主流表示方法有两种:边界表示法和实体造型方法. 二者生成 CAD 模型时

一个重要工具为 Boolean 和算子,常见的如“交、并、补冶3 种运算. Boolean 和算子常导致完整的

曲面或实体被裁减,从而产生大量的所谓“剪切曲面冶. 剪切曲面除了在公共边界处保持几何

连续外,二者的控制网格几乎没有明显的几何联系,我们称这种几何为非协调剪切 CAD 几何.
通过简单的 CAD 操作,可将每个剪切曲面片转化为剪切的样条曲面. 处理这种非协调参数样

条曲面的等几何分析方法称之为非协调等几何分析方法.
非协调等几何分析的思想源于非协调有限元,可看作非协调有限元的推广. 非协调有限元

已存在多年,如壳分析中常用的离散 Kirchhoff 单元. 诸多非协调有限元的一个公共特点是位

移函数或者其微分形式在某些点处保持某种连续. 将这种多点约束的思想,推广到非协调参数

样条曲面和剪切参数样条曲面(或实体),通过在参数样条曲面间公共边界上找到一些关键

点,使定义在这个曲面上的位移函数和其微分形式在这些点处满足某种连续性条件,从而建立

这些参数样条曲面之间的联系.
下面以两个非协调剪切 NURBS 曲面(如图 2)为例,给出二者弱 C0 和弱 G1 连续性条件.
1) 选取边界连接点

在非协调等几何分析中,边界连接点的选取需遵循一定的规律,以保证尽可能包括所有的

约束信息.
考虑两个非协调的有公共交集的曲面 赘1 和 赘2,二者几何逼近函数定义为 S1,S2,二者共

享边界定义为祝,其曲线表达形式为C( t) . 设曲面 Si( i = 1,2) 上的参数 u鄄v曲线(图2中虚线)
与曲线 C( t) 所交交点在曲线参数空间上的值分别为

摇 摇
L i {= t0,

t0 + t1
2 ,…,

tni-1 + tni
2 , tn }i ,

L j {= t0,
t0 + t1

2 ,…,
tnj-1 + tnj

2 , tn }j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(2)
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这些点在区域 赘i( i = 1,2) 的参数空间所对应的点分别为

摇 摇
Si {= Ci, j( t0),Ci, j

t0 + t1æ
è
ç

ö
ø
÷

2
,…,Ci, j

tni-1 + tniæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,Ci, j( tni }) ,

S j {= Ci, j( t0),Ci, j
t0 + t1æ

è
ç

ö
ø
÷

2
,…,Ci, j

tnj-1 + tnjæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,Ci, j( tnj }

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ) ,

(3)

这些点即我们所选的关键点. 此选择方法可保证尽可能减少冗余的刚体位移.
根据 NURBS 点逆算法(参见文献[10]第三章),可求得以上点在各自曲面参数坐标系下

参数值,定义如下:
摇 摇 Uk {= (uk,vk) 1,(uk,vk) 2,…,(uk,vk) i,…,(uk,vk)m }

i
,摇 摇 k = 1,2. (4)

2) 弱 C0 连续性条件

据 S1 | 祝 = S2 | 祝, 可得

摇 摇 移
nk

i = 1
移
mk

j = 1
R i, j (uk,vk) kP k

i, j = 移
nl

i = 1
移
ml

j = 1
R i, j (ul,vl) lP l

i, j, (5)

向量形式为

摇 摇 BkP(k) = BlP( l), (6)
其中, P(k) 和 P( l) 为控制顶点向量. 此即几何函数控制顶点的弱约束条件.

图 2摇 非协调子域及其参数空间

Fig. 2摇 Two nonconforming NURBS patches defined on the parametric spaces

1. 3摇 多点约束的非协调等几何分析

强制两个子域的位移函数也满足上述弱 C0 约束条件,可得到如下的两个曲面自由度的一

个约束条件:
摇 摇 B1d1 = B2d2,摇 摇 在 赘 1 疑 赘 2 上. (7)
类似地,若有 K 个子域,则子域 赘 k 和 赘 l 之间的约束为

摇 摇 Bkdk = Bldl,摇 摇 在 赘 k 疑 赘 l 上. (8)
线弹性力学问题多个子域的能量泛函形式表示如下:

摇 摇 J*(v1,v2,…,vk,姿) = 移
i
Ji(vi) 赘i

+ 移
1臆k, l臆K

乙
祝k,l

(vk - vl)姿 k,ld祝, (9)

其中, vk 为定义在每个子域上的试探函数,姿 k,l 为 Lagrange 乘子,泛函 Ji(vi) 为每个子域上的

能量泛函.
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设定义在每个子域上的逼近位移函数为

摇 摇 ui 抑 uh
i = 移

A
R i

Adi
A,摇 摇 i = 1,2,…,K . (10)

全域位移向量形式为

摇 摇 dT = ((d1
I d1

祝) T,(d2
I d2

祝) T,…,(dK
I dK

祝) T), (11)
全局半正定刚度阵为

摇 摇 K =

K1

K2

埙
K

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

K

, (12)

全局载荷向量为

摇 摇 f T = (( f 1) T,( f 2) T,…,( f K) T) . (13)
联立约束条件,得到一个半正定方程组:

摇 摇 K AT

A
é

ë
êê

ù

û
úú0

dæ

è
ç

ö

ø
÷

姿
= fæ

è
ç

ö

ø
÷

0
, (14)

A 为如下的全局约束矩阵:

摇 摇 A(k,l)d = …摇 0摇 …摇 Bk
祝 摇 …摇 0摇 …摇 Bl

祝 摇[ ]…

左
dk

I

dk
祝

左
dl

I

dl
祝

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú左

= 0, (15)

其中, dk
I 代表第 k个子域上与内边界无关的控制点的自由度,dk

祝 代表第 k 个子域上与内边界相

关的控制点的自由度.
1. 4摇 零空间解法

笔者在文献[8]中采用零空间方法求解上述半正定方程组. 此方法要求 A 行满秩,如果 A
非行满秩,则可根据 2. 1 小节中所述的预处理方法构造新的行满秩约束矩阵. 由于零空间解法

需要求解矩阵[A,0] 的子空间向量,当自由度较大时,耗时颇为巨大,因此不适合大规模数据

计算. 为此,引进了适用于并行计算的基于 FETI 的非协调等几何分析.

2摇 基于 FETI 的非协调等几何分析

2. 1摇 FETI 算法

FETI(finite element tearing and interconnect)算法最早由 Farhat 等[11] 引入,FETI 算法非常

适合大规模问题的并行计算. 目前被广泛应用在力学、电磁学等多个领域.
FETI 实质是一种域分解算法. 传统域分解法是将子域之间的作用力作为一个参数,当子

域在交界处相互作用力平衡,则每个子域的解的集合就是全局的解. 相互作用力用共轭梯度迭

代来修正. 对于每次迭代,每个子域的信息都会传递给相邻子域,非相邻的则需一定迭代次数
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后才可传递给对方. 由于有这个特点,当子域数量增加的时候,许多域分解法都会出现收敛速

度急剧退化的缺点. 而在 FETI 法内有一种机制,使得收敛的速度和子域的数量没有关系,这样

就允许划分许多的子域. 因此,FETI 算法非常稳定,被广泛采用. 关于传统 FETI 算法和相应的

并行算法,读者请参见文献[11鄄12].
2. 2摇 基于 FETI 的等几何分析

由于零空间算法需要求零空间矩阵, 不适合大规模工程问题的求解. 而本算法引入了共

轭梯度迭代和预处理技术, 无需求解大规模约束矩阵的零空间矩阵, 因此适合求解大规模多

域问题.
通常假设 A 为满秩的;若 A 不满秩,则可通过奇异值分解之:

摇 摇 A = U S 0é

ë
êê

ù

û
úú0 0
V = U S 0é

ë
êê

ù

û
úú0 0

V1

V
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

= U
SV1æ

è
ç

ö

ø
÷

0
, (16)

其中 U 和 V 是正交矩阵.
根据方程(14),有

摇 摇 Ad = U
SV1æ

è
ç

ö

ø
÷

0
d = 0 圯 SV1d = Ad = 0, (17)

其中 A 是新的行满秩的约束矩阵.
将上述方程代入到方程(14),可得到新的方程:

摇 摇 K AT

A
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0

d
姿

æ

è
ç

ö

ø
÷

*
= fæ

è
ç

ö

ø
÷

0
, (18)

矩阵 K 的零空间矩阵为

摇 摇 R =

R1 0 … 0
0 R2 … 0
左 左 埙 0
0 0 0 R

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

K

. (19)

(为简化说明,下面仍采用 A 来表示 A)
显然 ker K 疑 ker A = 堙, 则方程(18)解存在的充分必要条件是

摇 摇 f - AT姿 沂 range K . (20)
令位移函数为

摇 摇 d = K覮( f - AT姿) + R琢, (21)
其中 R琢 沂 ker K,R 满足

摇 摇 RT( f - AT姿) = 0, (22)
方程 Ad = 0 变为

摇 摇 AK覮f - AK覮AT + 姿AR琢 = 0. (23)
令 F = AK覮AT,w = A F覮f,e = RTf,G = AR, 方程变为

摇 摇
F姿 - G琢 = w,
GT姿 = e{ .

(24)

求解此方程可得 姿和 琢,进而根据方程(21) 可得 d . 为避免求解 K 的伪逆,考虑到并行计算的

方便,我们引入投影算子
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摇 摇 P:撰 寅 ker GT, (25)
其中 撰 为 Lagrange 空间.

P 形式如下:
摇 摇 P = I - G (GTG) -1 GT, (26)

结合式(24)和(26),得

摇 摇
P(F姿 - w) = 0,
GT姿 = e{ .

(27)

采用共轭梯度法求解上述关于 姿的方程. 首先选取 姿0 沂 U,满足GT姿0 = e . 通常在弹性静

力学问题中,选取

摇 摇 姿0 G (GTG) -1e . (28)
令 姿 = 姿0 + 姿, 则方程为

摇 摇 PTF姿 = PT(w - F姿0), (29)
求解后,可得

摇 摇 姿 = 姿0 + 姿, 琢 = (GTG) -1 GT(F姿 - w), (30)
利用方程(21)即可求得位移解 d .

以下几点值得注意:
1) 如前所述,方程(29)、(30)皆可在子域上单独迭代求解,因此易实现并行化. 如何实现

并行化非本文主旨,不再赘述. 读者请参见文献[3].
2) 本文所述 FETI 方法仅适用于线弹性问题,对于板壳和动力学问题,略有不同,读者请

参见文献[4].
3) 传统 FETI 方法是基于有限元网格而言,而本文是针对非协调 NURBS 子域而言.

3摇 数 值 算 例

3. 1摇 分片检验:悬臂梁

长 10 宽 2 的悬臂梁如图 3(a)所示, 一端固定. 分别考察 A 和 B 两种载荷约束. 其中 A 工

况下力大小为 1 000. 00, B 工况下力大小为 150. 00. 弹性模量为 1 500. 00, Possion 比为 0. 25.
如图 3(b)所示,用两个非协调 NURBS 曲面逼近物理域. 初始控制点分别是 16 和 24,NURBS
单元数目为 4 和 8. 表中其他单元的个数均为 10. 从表 1 可看出,其它有限元和解析解相比,除
了协调的等几何 NURBS 元之外,本文方法均优于其它有限元单元. 表 2 表示随着 NURBS 曲面

加密,在载荷 A 和 B 下所得 C 点位移均收敛到解析解.
表 1摇 悬臂梁应力和位移结果对比

Table 1摇 Comparison of stress and displacement between the present method and other finite element methods

methods
displacement at C

load A load B

stress at D

load A load B

Allman 59. 75 62. 10 -1 904. 87 -2 547. 51

quasi鄄conforming element 72. 18 74. 48 -2 167. 05 -2 610. 07

IGA 98. 17 100. 24 -2 965. 79 -4 008. 13

FETI鄄NIGA 92. 87 93. 28 -2 867. 39 -3 881. 21

exact solution 100. 00 103. 00 -3 000. 00 -4 050. 00
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表 2摇 逐步加密 C 点位移变化情况

Table 2摇 Numerical convergence of displacement at C point under different loads

initial element refinement 2 refinement 3 refinement 4

摇
domain 1, domain 2

2伊2,2伊4 4伊4,4伊8 8伊8,8伊16 16伊16,16伊32

load A 92. 87 93. 96 97. 32 98. 91

load B 93. 28 95. 17 99. 76 101. 89

(a) 悬臂梁模型

(a) A cantilever beam model

(b) 初始 NURBS 曲面的控制网格

(b) Control nets of two nonconforming NURBS patches

图 3摇 悬臂梁问题

Fig. 3摇 A cantilever beam problem

3. 2摇 汽车车身部件分析

将本文方法推广到 3D 非协调 NURBS 几何,并尝试用于分析汽车车身零部件. 图 4 中左

图所示为部分未剪裁的汽车车身 CAD 模型,模型由 5 个非协调的剪切片组成(注意其 NURBS
单元在交界处是非协调的). 图 4 中右图表示剪裁后和经过偏移(offset)后的车身. 注意在厚度

方向,采用 3 个控制顶点,一个二次 NURBS 单元. 这么做的原因是其厚度方向的应变可保证至

少为一次的,从而避免闭锁现象发生.

图 4摇 未剪切前车身和剪切后加厚车身

Fig. 4摇 Car鄄body models before refinement and after refinement and offsetting

另外,当网格加密时,由于 FETI 算法收敛性不依赖于子域数目,可通过重节点插值技术,
将 5 个子域分成更小子域. 将车身两段固定,图 5 所示为此车身在自身重力下的 x 方向的位移

和应力 滓 xx 的云图. 左图为 x 方向的位移云图,右图是应力 滓 xx 的云图. 表 3 对比了求解不同自

由度 CAD 模型时 FETI 方法和零空间解法所需时间,计算表明前者所耗时间大约只相当于后
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者的 1 / 5. 因此,对于大规模的工程问题,在计算速度上,FETI 方法明显优于零空间解法. 作者

还将本文方法和传统有限元做了对比. 如图 6 所示,随着 NURBS 曲面加密,本文方法和传统有

限元(ANSYS147 号固体壳元)所得 x 方向的位移最大值均大致收敛到一个略大于 0. 5 的值.
有限元位移结果较本文略小. 本算例没有解析解,但从图 6 可知本文方法较传统有限元收敛速

度更快.
表 3摇 FETI 和零空间算法的非协调等几何分析耗时对比

Table 3摇 Comparison of time consuming between FETI and zero space algorithm

DOF N FETI t / s zero space method t / s

2 036 12 23

23 971 61 312

107 892 326 -

图 5摇 自重作用下 x 位移云图和 滓 xx 应力云图

Fig. 5摇 Contours of x鄄displacement component and x鄄stress component under self鄄weight

图 6摇 本文方法和有限元所得 x 位移最大值收敛性对比

Fig. 6摇 Comparison of maximum values of x鄄displacements between the present

method and traditional finite element (ANSYS 147 solid shell element)

4摇 结摇 摇 论

本文针对等几何分析的弊端,在原有工作基础之上提出了基于 FETI 的非协调等几何分析

方法. 对比先前的零空间方法,本文方法能够满足分析精度要求,适合求解大规模工程问题. 数
值算例也证明本方法的有效性. 然而,这种方法在处理固体壳时,厚度方向需要至少 3 个控制

顶点,因此计算量仍然较大. 未来,我们将尝试把 Kirchhoff 壳理论和本文方法结合来解决这一
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问题,可望减少计算量.
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Nonconforming Isogeometric Analysis With FETI Method

ZHU Xue鄄feng1,摇 HU Ping1,摇 MA Zheng鄄dong2,摇 LIU Wei3

(1. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
School of Automotive Engineering, Dalian University of Technology,

Dalian, Liaoning 116024, P. R. China;
2. Department of Mechanical Engineering, Michigan University,

Ann Arbor, Michigan 48105, USA;
3. College of Applied Mathematics, Beijing Normal University (Zhuhai),

Zhuhai, Guangdong 519087, P. R. China)

Abstract: Nonconforming isogeometric analysis (NIGA) with FETI method was proposed. The
major purpose was to enable applying the isogeometric analysis directly to the NURBS models
with trimmed patches for more general and practical engineering applications. The basic idea
was to use the NURBS version of FETI to replace the zero space algorithm. The present method
can deal with large scale engineering problem rapidly and is suitable for parallel computing. Nu鄄
merical examples for patch tests and a car body analysis are presented to verify the efficiency of
this method.

Key words: nonconforming isogeometric analysis; FETI method; NURBS鄄based finite element
method; parallel computing
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