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摘要:摇 基于泛函分析中的不动点理论,采用不动点方法首次获得混合层无粘线性稳定性方程的

显式 Legendre 级数解,该级数解在整个无界流动区域内一致有效. 现有基于传统摄动法得到的无

界流动区域一致有效解仅适用于长波扰动和中性扰动两种特殊情况,而使用不动点方法可以得到

所有不稳定扰动波数的特征解. 另外,在不动点方法框架下,扰动相速度和扰动增长率可根据方程

的可解性条件来唯一确定. 为了验证该方法的有效性,将该方法和现有文献中的数值计算结果相

比较,结果表明该方法具有精度高、收敛快等优点.

关摇 键摇 词:摇 不动点方法;摇 可解性条件;摇 Legendre 级数解;摇 Rayleigh 稳定性方程;摇 混合层

中图分类号:摇 O351; TB126摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2013. 08. 002

引摇 摇 言

具有不同属性的流体混合过程广泛出现在自然界与工业生产当中,如发动机燃烧室中燃

料和空气的混合燃烧过程. 其中混合层流动可看作这种混合过程的一个简化模型. 混合层流动

作为一种自由剪切流动已得到了广泛的关注. 国内多家高校及研究所针对混合层流动业已开

展了深入的研究,主要涉及有如何增强混合层混合过程的方法,混合层流动的数值模拟,以及

混合层流动中旋涡与小激波结构的演化规律的探讨等[1鄄5] .
关于混合层这类自由剪切层流动的稳定性问题更是得到了人们的重视. 最早 Rayleigh 给

出了平行剪切流动无粘稳定性的 Rayleigh 拐点定理[6] . 随后人们对该问题进行了深入的研究,
早期关于自由剪切层稳定性问题的综述性文章可见文献[7],在该文中 Michalke 主要讨论了

低速不可压缩、忽略热传导的自由剪切层的稳定性问题. 另外,关于自由剪切层的线性以及非

线性稳定性问题的详细讨论可参见文献[8].
虽然真实流动中总是存在粘性作用,但是 Rayleigh 拐点定理表明速度剖面具有拐点的流

动对任意小的无粘扰动总是不稳定的,而粘性对这类流动来说总是起着稳定的作用[9] . 所以
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对混合层、射流等流动来说,无粘稳定性分析仍然具有实际意义. 因此,在本文中考虑混合层流

动的无粘稳定性分析,控制方程是 Rayleigh 稳定性方程[6]

摇 摇 (U - c) d2准
dy2 - 琢2( )准 - d2U

dy2 准 = 0, (1)

其中,函数 准(y) 为扰动流函数的特征函数,通常 准(y) 是复值函数,即 准 = 准r + i准i . 方程(1)
中的参数 琢为扰动波的波数,c为扰动波速度. 当进行时间模态分析时,扰动波数 琢给定,寻求 c
关于 琢的函数形式 c = c(琢) . 一般时间模态分析中 c为复数,即 c = cr + ici,其中实部 cr 代表扰

动波的相速度,而虚部 ci 与 琢 的积为扰动增长率.
另外,对于像混合层这样的无界流动,从物理上考虑扰动在无穷远处趋于 0, 准(y) 在数学

上具有如下渐近性质[10鄄12]:
摇 摇 准(y) ~ e芎琢y,摇 摇 y 寅 依肄 . (2)
目前来说,关于 Rayleigh 稳定性方程的求解可以分为解析法和数值法两大类. 其中解析法

以摄动法为典型代表,在早期计算机还未普及时主要采用这种方法[10鄄11,13鄄16] . Heisenberg[14] 给

出了以 琢2 为摄动参数的摄动解. Tollmien[15]独立得到了一个用 Frobenius 级数表示的渐近解.
随后指出引入某种变换时这两种解的形式实际上是等价的[13] . 虽然上述摄动解具有显式解析

的形式,但是这些解在数学上是局部解,仅对于有界流动是一致收敛的. 对于无界流动,如本文

讨论的混合层流动,这些摄动解不满足一致有效,尤其是他们不能满足式中指出的渐近特性.
为了克服上述不足,Drazin 等[10鄄11]考虑了无界流动的长波扰动形式 (琢 寅0),并给出了一个对

于无界流动一致有效的摄动解,该摄动解以 琢 为摄动参数. 遗憾的是该摄动解只在 琢 = 0 附近

成立,因此该解不能预测最大扰动增长率. Tatsumi 等[16] 给出了混合层另外两个形式的摄动

解,他们分别在 琢 = 0 和 琢 = 1 附近成立,但是当 琢位于 0 < 琢 < 1 的中间区域时这两个摄动解

都将失效.
在数值求解方面,随着高速、大容量计算机的迅速发展,以及高效数值算法的提出,现在对

包括 Rayleigh 方程在内的流动稳定性方程的求解已变得容易得多. 例如打靶法,有限差分方

法、谱方法[6,13,17鄄19]等已在流动稳定性方程求解中得到了广泛使用. 其中谱方法由于其高精度

的特点更是受到广大学者的欢迎. 谱方法的基本思想是一个函数 字( z) 可以用一组完备的正交

{函数系 ek | k = 0,1,2 },… 来展开:

摇 摇 字( z) = 移
肄

k = 0
字kek, (3)

比如周期函数可以用三角函数系进行 Fourier 级数展开. 在实际应用中,不可能使用无穷个基

函数,通常选用 N 个基函数的线性组合 字N( z) 来逼近 字( z):

摇 摇 字( z) 抑 字N( z) = 移
N

k = 0
字kek . (4)

一般来说, 字N( z) 逼近 字( z) 的程度主要由基函数的个数N来决定,N 越大精度越高. 另外,通常

的做法是展开式(4)只在有限的离散点上严格成立,这些离散点位置的选取也对解的精度和

算法执行效率有着重要的影响.
虽然谱方法的思想很简单,但是对一个具体问题要想得到满足一定精度的近似解 字N( z),

选取合适的 N 值是非常关键的. N 太小精度不够,太大计算代价过高. 通常的做法是按照由小

到大的顺序选取多个N值分别进行尝试,如N1,N2,N3(N1 < N2 < N3),得到3个精度逐渐增加

的近似解 字N1
( z), 字N2

( z) 和 字N3
( z) . 这些不同精度的近似解之间的联系是什么呢? 一种经济有
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效的做法是高阶精度解在求得时可以充分利用低阶精度解的结果,高阶解是低阶解与修正项

的组合. 如果算法具有这种性质,称这种算法具有继承性. 遗憾的是包括传统谱方法在内的数

值算法大多不具有这种继承性,即在求高阶解时低阶解所包含的有效信息没有被充分利用.
最近,基于泛函分析中的不动点思想所提出的不动点方法[20]被用来获得微分方程的显式

近似解析解. 本文采用不动点方法,得到了混合层无粘稳定性分析的显式 Legendre 级数解,该
Legendre 级数解在整个流动区域内一致有效. 并且该方法不再局限于长波扰动,采用该方法可

以精确得到所有不稳定扰动波数的 Legendre 级数解. 同时需要指出的是在采用不动点方法求

解方程时,不同精度的近似解被紧密联系起来,高阶近似解可看成是低价近似解与修正项的组

合,从而低阶近似解所包含的有效信息被充分利用起来. 正是由于不动点方法具有上述的继承

性质,因此解的精度可以经济、高效地逐步提高到任意精度. 另外在不动点方法框架下,扰动相

速度和扰动增长率的确定变得更加直接,可以由方程的可解性条件来给出.

1摇 混合层无粘稳定性方程

混合层的基本流动速度分布 U(y) 一般可用如下函数较好地描述[12鄄13]:
摇 摇 U(y) = (1 + tanh y) / 2, (5)

该速度分布在 ys = 0处存在一个拐点,即U义(ys)= 0. 该流动所对应的无粘稳定性方程可用 Ray鄄
leigh 方程(1)来描述. 对于混合层这样的无界流动,物理上扰动在无穷远处趋于 0,相应的边

界条件为

摇 摇 准( - 肄) = 0, 准( + 肄) = 0. (6)
方程(1)及边界条件(6)都是齐次的,对于给定波数 琢,方程要有非平凡解只有在特定 c 下才有

可能. 所以,Rayleigh 方程实际上是一个以 c 为特征值、准 为特征函数的特征值问题. 由于问题

的齐次性,特征函数 准 的确定可以相差任意非 0 常数因子. 不失一般性,这里引入下述辅助条

件将 准 确定下来:
摇 摇 准r(0) = 1, 准i(0) = 0. (7)
对方程(1)及边界条件(6)进行实部与虚部分离,可以得到

摇 摇
(U - cr)

d2准r

dy2 - 琢2准é

ë
êê

ù

û
úúr + ci

d2准i

dy2 - 琢2准é

ë
êê

ù

û
úúi - d2U

dy2 准r = 0,

(U - cr)
d2准i

dy2 - 琢2准é

ë
êê

ù

û
úúi - ci

d2准r

dy2 - 琢2准é

ë
êê

ù

û
úúr - d2U

dy2 准i = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(8)

对于 琢 = 0 这种平凡情况,容易找到上述方程(8)的解

摇 摇
准r 琢 = 0 = 1, 准i 琢 = 0 = tanh y,

cr 琢 = 0 = 1 / 2, ci 琢 = 0 = 1 / 2{ .
(9)

为了方便处理无界区域,这里对自变量 y 做适当变换

摇 摇 z = tanh y . (10)
通过该变换原来的无界区域 y沂( - 肄, + 肄) 被映射到一个有界区域 z沂( - 1,1) . 另外考虑

到特征函数 准(y) 所满足的前述渐近性质(2),对 准r 和 准i 引入如下变换关系:
摇 摇 准r( z) = (1 - z2) 琢 / 2 f( z), 准i( z) = (1 - z2) 琢 / 2g( z) . (11)

那么函数 f( z) 和 g( z) 所需满足的方程为

摇 摇
[(U - cr) 2 + c2i ]·D[ f] + [(U - cr) f - cig]·追[U] = 0,

[(U - cr) 2 + c2i ]·D[g] + [(U - cr)g + ci f]·追[U] = 0{ ,
(12)
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其中,算子 D[·] 和 追[·] 定义为

摇 摇
D[·] = (1 - z2) d2

dz2
- 2z(1 + 琢) d

dz - 琢(1 + 琢[ ]) ,

追[·] = 2z d
dz - (1 - z2) d2

dz[ ]2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(13)

为了进一步增加函数 f( z) 和 g( z) 之间的耦合性,引入函数 r( z) 和 s( z)

摇 摇 r( z) = f( z) + g( z),
s( z) = g( z) - f( z){ .

(14)

最后,这里得到关于 r( z) 和 s( z) 的方程、边界条件及辅助条件为

摇 摇

[(U - cr) 2 + c2i ]·D[ r] + [(U - cr) r - cis]·追[U] = 0,

[(U - cr) 2 + c2i ]·D[ s] + [(U - cr) s + cir]·追[U] = 0,

r( 依 1) < 肄, s( 依 1) < 肄,
r(0) = 1, s(0) = - 1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(15)

2摇 基于不动点方法的混合层稳定性分析

不动点(fixed point)是泛函分析中一个非常重要的概念[21],并被广泛用来探讨方程解的

存在性和唯一性. 比如众所周知的求解非线性代数方程的 Newton 切线法就是基于 Banach 不

动点定理. 最近,不动点的概念被进一步拓展,提出了用来获得微分方程显式近似解析解的不

动点方法(fixed point method,FPM) [20] . 这里将采用不动点方法来分析混合层无粘稳定性特

征,并给出扰动增长率和采用 Legendre 级数表示的特征函数.
2. 1摇 不动点方法(fixed point method,FPM)

首先,为了下文叙述方便,这里引入两个算子 R[ r,s;cr,ci],S[ r,s;cr,ci],

摇 摇
R[ r,s;cr,ci] = [(U - cr) 2 + c2i ]·D[ r] + [(U - cr) r - cis]·追[U],

S[ r,s;cr,ci] = [(U - cr) 2 + c2i ]·D[ s] + [(U - cr) s + cir]·追[U]{ .
(16)

那么方程(15)可以用算子表述为

摇 摇
R[ r,s;cr,ci] = 0, S[ r,s;cr,ci] = 0,

r( 依 1) < 肄, s( 依 1) < 肄,
r(0) = 1, s(0) = - 1

ì

î

í

ïï

ïï .

(17)

接着,按照不动点方法,针对上述方程(17)引入两个压缩映射 Tr[ r,s;cr,ci] 和 Ts[ r,s;cr,ci]

摇 摇
Tr[ r,s;cr,ci] = r - ·L -1

C [R[ r,s;cr,ci]],

Ts[ r,s;cr,ci] = s - ·L -1
C [S[ r,s;cr,ci

{ ]],
(18)

其中, LC[·] 是一个线性双射算子,在不动点方法里被称为线性特征算子. L -1
C [·] 是 LC[·] 的

逆算子.
根据式(18)中的压缩映射,可以建立如下迭代式:

摇 摇

rn+1 = Tr[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1] = rn - n+1·L -1
C [R[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1]],

sn+1 = Ts[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1] = sn - n+1·L -1
C [S[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1]],

rn+1(0) = 1, sn+1(0) = - 1,

rn+1( 依 1) < 肄, sn+1( 依 1) < 肄,摇 摇 n = 0,1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,…,

(19)
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摇 摇 圳

LC[ rn+1] = LC[ rn] - n+1·R[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1],
LC[ sn+1] = LC[ sn] - n+1·S[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1],
rn+1(0) = 1, sn+1(0) = - 1,

rn+1( 依 1) < 肄, sn+1( 依 1) < 肄,摇 摇 n = 0,1,2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,…,

(20)

其中, cr,n 和 ci,n 分别是特征值 cr 和 ci 的 n 阶近似值, 它们将由 2. 4 小节里的可解性条件来确

定. 上述迭代式(20)中的非 0 {实参数序列 n | n = 1,2,3 },… 称为松弛因子. 文献[20]中指

出松弛因子的适当选取可以增加迭代收敛速度、改善迭代稳定性,但是松弛因子的确定依赖于

问题本身. 关于如何确定松弛因子将在 2. 6 小节中给予讨论.
通过求解上述迭代式(20), {可以得到解的序列 ( rn,sn) | n = 0,1,2 },…

{

以及特征值序列

(cr,n,ci,n) | n = 1,2,3 },… . 当迭代式(20) 两边取极限时,易看出极限值( r*,s*;c*r ,c*i ) 满

足原方程和边界条件,即

摇 摇
R[ r*,s*;c*r ,c*i ] = 0, S[ r*,s*;c*r ,c*i ] = 0,

r*(0) = 1, s*(0) = - 1,
r*( 依 1) < 肄, s*( 依 1) < 肄

ì

î

í

ïï

ïï .
(21)

此时也称 ( r*,s*;c*r ,c*i ) 为压缩映射 Tr[ r,s;cr,ci] 和 Ts[ r,s;cr,ci] 的不动点.
2. 2摇 线性特征算子 LC[·]

首先,选取第一类 Legendre {多项式 Pk( z) | k = 0,1,2 },… 作为基函数. 在谱方法中,一
个定义在区间 z 沂 [ - 1,1] 上的非周期函数 字( z) 可以用 Pk( z) 的线性组合来逼近:

摇 摇 字( z) 抑 字N( z) = 移
N

k = 0
字 kPk( z), (22)

其中, Pk( z) 满足下述 k 阶 Legendre 微分方程:

摇 摇 (1 - z2)
d2Pk

dz2
- 2z

dPk

dz + k(k + 1)Pk = 0. (23)

这里给出几个低阶 Legendre 多项式的具体形式:
摇 摇 P0( z) = 1, P1( z) = z, P2( z) = (3z2 - 1) / 2. (24)

Legendre 多项式的一个重要特点是第 k阶Pk(z) 是一个关于 z的 k次多项式,并且Pk(z) 是有界的

摇 摇 Pk( z) 臆 1,摇 摇 - 1 臆 z 臆1. (25)
另外需要注意的是 Legendre 多项式两两正交

摇 摇 乙 1

-1
Pm( z)Pn( z)dz =

0, m 屹 n,
2 / (2m + 1), m = n{ .

(26)

更多关于 Legendre 多项式的性质可以参见文献[19].
本问题的线性特征算子 LC[·] 采用 0 阶 Legendre 微分方程形式

摇 摇 LC[·] = (1 - z2) d2

dz2
- 2z d

d[ ]z . (27)

在不动点方法中,线性方程 LC[·] = 0 的通解被称为线性特征算子 LC[·] 的核函数. 容易得到

本问题的核函数为 P0( z) 和 Q0( z), 即

摇 摇 LC[C1P0( z) + C2Q0( z)] = 0, (28)
其中, Q0( z) = (1 / 2)ln[(1 + z) / (1 - z)] 是第二类 0 阶 Legendre 多项式, C1 和 C2 为任意积分

常数.
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实际上,这里需要放弃 Q0( z),因为Q0( z) 在端点 z = 依1处无界, {并且不能用基函数 Pk( z)
| k = 0,1,2,3 },… 的线性组合来表达. 这违背不动点方法中的完备性原则,即迭代序列中的

任一元素都可以用基函数的线性组合来表达:

摇 摇
rn = 移

k
an,kPk( z),

sn = 移
k
bn,kPk( z

{
),

(29)

其中, an,k,bn,k 是展开系数. 在后面 2. 4 节中将指出该完备性原则可导出本问题所需满足的可

解性条件,而可解性条件可用来确定特征值 cr 和 ci .
2. 3摇 初始值 ( r0,s0)

迭代初始值 ( r0,s0) 的选取具有较大的自由. 这里给出一种较为方便的选择,即选用原方

程当 琢 = 0 时的解(见方程(9)) 来构造初始值,相应( r0,s0) 的形式为

摇 摇
r0( z) = 1 + z = P0( z) + P1( z),
s0( z) = - 1 + z = P1( z) - P0( z)

{ .
(30)

2. 4摇 可解性条件(solvability condition)
采用传统谱方法求解流动稳定性方程时,特征值 cr 及 ci 通常采用 Q鄄R 算法[22鄄23] 来确定.

但是在不动点方法框架下,特征值 cr 及 ci 的确定变得更加直接明了.
首先,将式(20)右端的第 2 项用 Legendre 多项式的线性组合来表示:

摇 摇
R[ rn,sn] = 移

k
孜 n,kPk( z),

S[ rn,sn] = 移
k
浊 n,kPk( z)

{
.

(31)

那么非齐次方程(20)的通解为

摇 摇

rn+1 = rn + n+1 移
k屹0

孜 n,k

k(k + 1) Pk( z) +
孜 n,0

2 ln(1 - z2é
ë
êê

ù
û
úú) +

摇 摇 C1P0( z) + C2Q0( z),

sn+1 = sn + n+1 移
k屹0

浊 n,k

k(k + 1) Pk( z) +
浊 n,0

2 ln(1 - z2é
ë
êê

ù
û
úú) +

摇 摇 C3P0( z) + C4Q0( z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ),

(32)

其中, C1,C2,C3 和 C4 为积分常数. 考虑到不动点方法所需满足的完备性原则,上式右端中的

ln(1 - z2) 和 Q0( z) 必须舍去,于是系数 C2,C4,孜 n,0 和 浊 n,0 必须取 0,即
摇 摇 C2 = 0, C4 = 0, (33)
摇 摇 孜 n,0 = 浊 n,0 = 0,摇 摇 n = 0,1,2,… . (34)

从式(32)可以看出完备性原则的数学意义是确保解在整个定义域内一致有效. 式(34)就是本

问题的可解性条件,该条件可以用来确定特征值 cr,n 和 ci,n .
上述可解性条件是基于完备性原则来推导的,实际上,可以采用一种更为严格的方式来得

到该可解性条件. 首先将本问题的迭代式(20)整理成下述形式:

摇 摇

(1 - z2) r义n+1 - 2zr忆n+1 = (1 - z2) r义n - 2zr忆n - n+1·R[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1],

(1 - z2) s义n+1 - 2zs忆n+1 = (1 - z2) r义n - 2zr忆n - n+1·S[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1],
rn+1(0) = 1, sn+1(0) = - 1,

rn+1( 依 1) < 肄, sn+1( 依 1) < 肄,摇 摇 n = 0,1,2,…

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(35)
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注意到上述方程(35)是线性非齐次方程,所以该方程要有解,非齐次项需要满足可解性条件.
将方程(35)两边关于 z 在区间 - 1 臆 z 臆1 内积分,对左边采用分部积分可以得到

摇 摇 乙 1

-1
[(1 - z2) r义n+1 - 2zr忆n+1]dz = 0, 乙 1

-1
[(1 - z2) s义n+1 - 2zs忆n+1]dz = 0, (36)

于是右侧需满足下述关系:

摇 摇
乙 1

-1
R[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1]dz = 0,

乙 1

-1
S[ rn,sn;cr,n+1,ci,n+1]dz = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(37)

将式(31)代入式(37),并考虑到 Legendre 多项式的正交性质,可以再次得到可解性条件:
摇 摇 孜 n,0 = 浊 n,0 = 0,摇 摇 n = 0,1,2,… . (38)

2. 5摇 不动点方法的继承性

在本节中进一步考虑低阶近似解与高阶近似解之间的关系. 首先,从式(32) ~ (34)可得

摇 摇
rn+1 = rn + n+1移

k屹0

孜 n,k

k(k + 1) Pk( z) + C1P0( z) = 移
k
an+1,kPk( z),

sn+1 = sn + n+1移
k屹0

浊 n,k

k(k + 1) Pk( z) + C3P0( z) = 移
k
bn+1,kPk( z

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(39)

其中,积分常数 C1 和 C3 将由下述辅助条件唯一确定:
摇 摇 rn+1(0) = 1, sn+1(0) = - 1. (40)
从式(39)可清楚看出高阶近似解 ( rn+1,sn+1) 由低阶近似解( rn,sn) 与修正项

摇 摇 n+1移
k屹0

孜 n,k

k(k + 1) Pk( z) + C1P0( z), n+1移
k屹0

浊 n,k

k(k + 1) Pk( z) + C3P0( z) (41)

组成. 也就是说,在求解高阶近似解时,低阶近似解所提供的有效信息被充分利用,近似解的精

确性可以通过不断做修正来逐步提高. 前文已述及这种性质称为继承性,而传统有限差分法与

谱方法是不具有继承性的.
2. 6摇 松弛因子的确定

{适当的松弛因子 n | n = 1,2,3 },… 通常可以用来改善迭代的稳定性,加快迭代的收敛

速度. 但是松弛因子的确定依赖于问题本身,不同问题的松弛因子可以相差很大. 这里采用残

{差最快下降搜索算法来确定松弛因子 n | n = 1,2,3 },… .
首先引入 n 阶近似解所对应的残差 Res,n

摇 摇 Res,n = Res,n( 1, 2,…, n) =

摇 摇 摇 摇 乙 1

-1
((R[ rn,sn;cr,n,ci,n]) 2 + (S[ rn,sn;cr,n,ci,n]) 2)dz,摇 摇 n = 1,2,3,… . (42)

那么,最优松弛因子的选取是使上述残差获得最小值.
例如,当 n = 1时,Res,1( 1) 只是 1 的函数,最优松弛因子 1,opt 可以通过求解下述方程来

获得:
摇 摇 dRes,1 / d 1 = 0. (43)
接下来考虑 n = 2时,对应残差Res,2( 1, 2) 依赖于 1 和 2 . 由于 1,opt 已在前一步确定,

那么最优松弛因子 2,opt 满足下述方程:
摇 摇 dRes,2 / d 2 = 0. (44)

类似的,对第 n 阶近似解,对应残差 Res,n 实际上只依赖于 n,于是 n,opt 的确定是使 Res,n 取得
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最小值,即
摇 摇 dRes,n / d n = 0. (45)

可以看到, {所有松弛因子 n | n = 1,2,3 },… 都将较容易地按照这种方式相继确定.

3摇 计算结果的讨论

琢 = 0 时方程的解(见式(9))只是一个平凡的中性稳定解. 根据 Tollmien 关于中性稳定性

定理[6,13],混合层(5)的不稳定模态对应于扰动波数 0 < 琢 < 1. 另一个中性稳定的解最早由

Garcia[24]给出:
摇 摇 琢N = 1, cN = 1 / 2, 准N = sech y . (46)

3. 1摇 琢 = 0. 1
下面以 琢 = 0. 1 为例采用 FPM 求解对应特征函数和特征值. 该求解过程对于其他不稳定

扰动波 (0 < 琢 < 1) 是类似的.
首先,初始值 ( r0,s0) 选用 2. 3 节给出的式(30) . 根据迭代关系式(35),1 阶解( r1,s1) 所

满足的方程为

摇 摇 (1 - z2) r义1 - 2zr忆1 = 1

600 (53 + 200ci,1 + 66c2i,1 - 328cr,1 + 66c2r,1)P0( z) -

摇 摇 摇 摇 2 - 1
179
1 000 - ci,1 +

231c2i,1
100 -

71cr,1
50 +

231c2r,1æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú100
P1( z) +

摇 摇 摇 摇 1

600 P2( z)(73 + 400ci,1 - 524cr,1) + 31 1

1 000 P3( z), (47)

摇 摇 (1 - z2) s义1 - 2zs忆1 = - 1

600 ( - 209 + 200ci,1 + 66c2i,1 + 196cr,1 + 66c2r,1)P0( z) -

摇 摇 摇 摇 2 - 1
1 069
1 000 - ci,1 +

231c2i,1
100 -

16cr,1
5 +

231c2r,1æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú100
P1( z) -

摇 摇 摇 摇 1

600 P2( z)( - 451 + 400ci,1 + 524cr,1) + 31 1

1 000 P3( z), (48)

上述方程(47)和方程(48)的右侧项已用 Legendre 多项式的线性组合表达. 对应的可解性条件为

摇 摇
53 + 200ci,1 + 66c2i,1 - 328cr,1 + 66c2r,1 = 0,

- 209 + 200ci,1 + 66c2i,1 + 196cr,1 + 66c2r,1 = 0{ .
(49)

求解方程组(49),得特征值的 1 阶近似值

摇 摇
cr,1 = 1 / 2,

ci,1 = ( - 100 依 16 237 ) / 66
{

.
(50)

由于我们只考虑流动的不稳定模态, ci,1 的负值被舍去. 将特征值的解代入方程(47) 和方程

(48) 中,并结合边界条件和辅助条件,可求得 1 阶解( r1,s1) 为

摇 摇 r1( z) = 1 + 1
26 237
237 600 - 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 188
P0( z) +

摇 摇 摇 摇 1 - 1
255 341
33 000 - 2 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú33
P1( z) +

摇 摇 摇 摇 26 237
118 800 - 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

594 1P2( z) - 31 1

12 000 P3( z), (51)
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摇 摇 s1( z) = - 1 + 1
26 237
237 600 - 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 188
P0( z) +

摇 摇 摇 摇 1 - 1
255 341
33 000 - 2 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú33
P1( z) -

摇 摇 摇 摇 26 237
118 800 - 16 237æ

è
ç

ö

ø
÷

594 1P2( z) - 31 1

12 000 P3( z) . (52)

1 阶解 ( r1,s1) 所对应的残差 Res,1 为

摇 摇 Res,1 = 乙 1

-1
((R[ r1,s1;cr,1,ci,1]) 2 + (S[ r1,s1;cr,1,ci,1]) 2)dz =

摇 摇 摇 摇 0. 002 889 049 - 0. 001 587 177 1 + 0. 000 260 015 8 2
1 . (53)

可见残差 Res,1 是关于松弛因子 1 的函数,选取最优松弛因子 1,opt 使残差最小化为

摇 摇 1,opt = 3. 052 077, min(Res,1) = 4. 669 570 伊 10 -4 . (54)
最终 1 阶解 ( r1,s1) 的形式为

摇 摇 r1( z) = 1. 009 661P0( z) + 0. 954 494 0P1( z) +
摇 摇 摇 摇 0. 019 322 17P2( z) - 7. 884 532 伊 10 -3P3( z), (55)
摇 摇 s1( z) = - 1. 009 661P0( z) + 0. 954 494 0P1( z) -
摇 摇 摇 摇 0. 019 322 17P2( z) - 7. 884 532 伊 10 -3P3( z) . (56)
对于高阶解 ( rn,sn), 可仿照上述 1 阶解的求解过程,并且该求解过程可以采用符号计算

软件,如 MAXIMA,MAPLE 或 MATHEMATICA 自动进行求解. 这里给出到第 3 阶.
摇 摇 cr,2 = 0. 5, ci,2 = 0. 424 557 8, (57)
摇 摇 2,opt = 3. 865 020, min(Res,2) = 2. 127 785 伊 10 -4, (58)
摇 摇 r2( z) = 1. 014 763P0( z) + 0. 945 430 3P1( z) + 0. 028 720 98P2( z) -
摇 摇 摇 摇 6. 383 943 伊 10 -3P3( z) - 1. 073 814 伊 10 -3P4( z) +
摇 摇 摇 摇 8. 634 264 伊 10 -4P5( z), (59)
摇 摇 s2( z) = - 1. 014 763P0( z) + 0. 945 430 3P1( z) - 0. 028 720 98P2( z) -
摇 摇 摇 摇 6. 383 943 伊 10 -3P3( z) + 1. 073 814 伊 10 -3P4( z) +
摇 摇 摇 摇 8. 634 264 伊 10 -4P5( z), (60)
摇 摇 cr,3 = 0. 5, ci,3 = 0. 424 965 5, (61)
摇 摇 3,opt = 3. 111 932, min(Res,3) = 4. 064 581 伊 10 -6, (62)
摇 摇 r3( z) = 1. 015 647P0( z) + 0. 948 109 1P1( z) + 0. 030 076 6P2( z) -
摇 摇 摇 摇 6. 412 183 伊 10 -3P3( z) - 1. 540 760 伊 10 -3P4( z) +
摇 摇 摇 摇 5. 581 702 伊 10 -4P5( z) + 9. 915 053 伊 10 -5P6( z) -
摇 摇 摇 摇 1. 025 564 伊 10 -4P7( z), (63)
摇 摇 s3( z) = - 1. 015 647P0( z) + 0. 948 109 1P1( z) - 0. 030 076 6P2( z) -
摇 摇 摇 摇 6. 412 183 伊 10 -3P3( z) + 1. 540 760 伊 10 -3P4( z) +
摇 摇 摇 摇 5. 581 702 伊 10 -4P5( z) - 9. 915 053 伊 10 -5P6( z) -
摇 摇 摇 摇 1. 025 564 伊 10 -4P7( z) . (64)

从前 3 阶解的形式可以看出,各阶解 ( rn,sn) 确实都可被显式表达成 Legendre 级数的形式(见
式(29)). 另外注意到式(29)中的展开系数 an,k 和 bn,k 随着 n 的增加在不断更新,同时更高阶
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Legendre 多项式被引入进来,从而解的精度随着迭代的进行而不断提升. 这一点可从图 1 给出

的 ci,n 关于迭代次数 n 的收敛曲线清楚看出. 图 2 中的 Res,n 收敛曲线也较好地说明这一点.

图 1摇 ci,n 的收敛曲线 (琢 = 0. 1) 图 2摇 Res,n 的收敛曲线 (琢 = 0. 1)

Fig. 1摇 Convergence of ci,n(琢 = 0. 1) Fig. 2摇 Convergence of Res,n(琢 = 0. 1)

3. 2摇 琢 = 0. 2

图 3摇 不同初始值对 ci,n 收敛的影响 (琢 = 0. 2)

Fig. 3摇 Effect of different initial values on the
convergence of ci,n(琢 = 0. 2)

关于 琢 = 0. 2 的求解过程和 琢 = 0. 1 时类似.
但此时关于初值的形式多了一种选择. 除了可以

采用 琢 = 0 时的解作为初始值以外,还可以采用前

文求出的 琢 = 0. 1 时的解作为初始值. 这两种不同

的初始值选择方式对迭代收敛的影响可以从图 3
看出,正如所预期的以 琢 = 0. 1 时的解作为初始值

迭代收敛速度更快些.
3. 3摇 其他 琢 值

采用 FPM 方法,位于区间 0 < 琢 < 1 内的其

他不稳定扰动波的解可类似地求得. 不同波数 琢
下的 cr 和 ci 汇总在表1中,其中特征值 ci 给出具有

7 位有效数字的近似值. 其他学者[6,12,25]给出的结

果也一并列入表 1 中作对比.
表 1摇 不同波数 琢 所对应的特征值 cr 和 ci

Table 1摇 Eigenvalues cr and ci as a function of various wave numbers 琢

琢 cr
ci

present Michalke[12] Criminale[6] Boguslawski[25]

0. 1 0. 5 0. 418 221 4 0. 418 4 0. 418 227 0. 418 2

0. 2 0. 5 0. 348 727 9 0. 348 7 0. 348 728 0. 348 7

0. 3 0. 5 0. 288 447 4 0. 288 5 0. 288 447 0. 288 4

0. 4 0. 5 0. 235 225 4 0. 235 2 0. 235 225 0. 235 2

0. 5 0. 5 0. 187 511 0 0. 187 5 0. 187 511 0. 187 5

0. 6 0. 5 0. 144 162 1 0. 144 2 0. 144 162 0. 144 2

0. 7 0. 5 0. 104 321 6 0. 104 4 0. 104 321 0. 104 3

0. 8 0. 5 0. 067 334 48 0. 067 4 0. 067 334 0. 067 3

0. 9 0. 5 0. 032 693 46 0. 032 7 0. 032 693 0. 032 9
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摇 摇 当函数 r( z) 和 s( z) 求得,对应的特征函数的实部 准r(y) 和虚部 准i(y) 容易得到

摇 摇
准r(y) = 准r( z) z = tanh y = (1 - z2) 琢 / 2·[ r( z) - s( z)] / 2 z = tanh y,

准i(y) = 准i( z) z = tanh y = (1 - z2) 琢 / 2·[ r( z) + s( z)] / 2 z = tanh y
{ .

(65)

图 4 和图 5 分别给出不同波数 琢 所对应 准r(y) 和 准i(y) . 从图中可以看出,实部 准r(y) 是对称

的,而虚部准i(y) 是反对称的. 特征函数的幅值 准 = 准2
r + 准2

i 在图6中给出,可以看出在原点

y = 0 附近 准 呈现双峰结构,变化较剧烈.

图 4摇 不同波数 琢 下的 准r(y) 图 5摇 不同波数 琢 下的 准i(y)

Fig. 4摇 Eigenfunctions 准r(y) for Fig. 5摇 Eigenfunctions 准i(y) for

various wave numbers 琢 various wave numbers 琢

图 6摇 不同波数 琢 下的 准
Fig. 6摇 Eigenfunction magnitudes 准 for various wave numbers 琢

4摇 结摇 摇 论

1) 本文采用不动点方法(FPM)对混合层无粘时间模态的稳定性进行了分析,得到了不同

扰动波数下特征函数采用 Legendre 级数表达的显式形式,该解在整个流动区域内一致有效.
2) 本文指出 FPM 在使用时所需遵守的完备性原则可以用来得到方程的可解性条件,而

特征值可根据可解性条件来唯一确定.
3) 本文指出 FPM 具有继承性,即低阶近似解所包含的有效信息在求解高阶近似时可被

充分利用.
4) 通过计算结果比较,表明 FPM 是一种获得微分方程近似解析解的有效方法.
本文只进行了无粘稳定性方程的时间模态分析,后续将进一步采用 FPM 讨论空间模态以

及引入粘性作用的稳定性方程.
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Legendre Series Solution to Rayleigh
Stability Equation of Mixing Layer

GUO Xin1,摇 WANG Xian2,摇 XU Ding2,摇 XIE Gong鄄nan3

(1. Xi爷an Research Institute of China Coal Technology & Engineering Group Corp,
Xi爷an 710054, P. R. China;

2. State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structures,
School of Aerospace, Xi爷an Jiaotong University, Xi爷an 710049, P. R. China;

3. Engineering Simulation and Aerospace Computing (ESAC),
Northwestern Polytechnical University, Xi爷an 710072, P. R. China)

Abstract: Based on the fixed point concept in functional analysis, the fixed point method
(FPM) was used to analyze the invisicd stability equation of the mixing layer, and an explicit
semi鄄analytical solution in Legendre series form was obtained. It is different from other existing
analytical methods, such as the well鄄known perturbation technique, because FPM can obtain a
uniformly convergent solution in the full infinite flow domain. Meanwhile, the present Legendre
series solution is valid to all wave numbers. What爷 s more, in the framework of FPM, the ei鄄
genvalue can be determined by the solvability condition in a straightforward manner. Finally,
the comparison between FPM and other numerical methods shows that FPM is of high accuracy
and efficiency.

Key words: fixed point method; solvability condition; Legendre series solution; Rayleigh sta鄄
bility equation; mixing layer
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