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半半严格 鄄G鄄 半预不变凸性与最优化
*
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摘要:摇 提出了一类新的广义凸函数———半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数,它是一类重要的广义凸函

数,是半严格预不变凸函数和半严格 鄄G鄄预不变凸函数的真推广. 首先,用例子说明了半严格 鄄G鄄半
预不变凸函数的存在性,并给出例子说明它是与 G鄄半预不变凸函数不同的一类函数;然后,给出了

半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数的几个基本性质;最后,讨论了半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数分别在无约

束和带不等式约束的非线性规划问题中的应用,得到了一些最优性结果,并举例验证所得结论的

正确性.
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引摇 摇 言

凸性和广义凸性在数学经济、工程、管理科学和优化理论中扮演着重要的角色;有关凸性

和广义凸性的研究是非线性规划中最重要的方向之一(见文献[1鄄2]). 文献[3]提出了一类被

称为不变凸函数的广义凸函数,然后 Craven 利用它建立了分式规划的对偶原理. 文献[4]提出

一类广义凸函数———预不变凸函数,它是不变凸函数的推广. 文献[5]对预不变凸函数的性质

进行了深入研究,然后在文献[6]中又提出了半严格预不变凸函数的概念,并对其性质进行了

讨论. 文献[7鄄8]提出了 G鄄 预不变凸函数的概念,并讨论此类函数在非线性规划中的重要应

用. 文献[9鄄10] 分别研究了半严格 鄄G鄄预不变凸性、强 鄄G鄄预不变凸性的性质与应用. 文献[11]
研究变分不等式时提出了一类较预不变凸函数更广的一类函数———半预不变凸函数,并讨论

了此类函数的应用. 最近,Peng 和 Chang[12] 又在此基础上提出了 G鄄 半预不变凸函数的概念,
它统一了 G鄄 预不变凸函数与半预不变凸函数, 并讨论了 G鄄 半预不变凸函数的性质及其重要

刻画. 在文献[13] 中, 彭再云等讨论了强 G鄄 半预不变凸性及其在非线性规划问题中的应用.
在文献[7,9,12鄄14]的启发下,本文提出了一类新的广义凸函数———半严格 鄄G鄄 半预不变

凸函数,它是半严格 鄄G鄄 预不变凸函数的真推广. 首先,用例子说明此类函数的存在性,并用例

子表明它是与文献[12] 中所研究的 G鄄 半预不变凸函数不相同的一类广义凸函数;讨论半严

格 鄄G鄄 半预不变凸函数的基本性质;最后,给出半严格 鄄G鄄 半预不变凸性在非线性规划中的应
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用,获得 3 个最优性结果,并举例验证所得结论的正确性.

1摇 基本概念与举例

在本文中,我们均假设 X 为 Rn 中的非空子集. 下面,我们先回顾一些相关定义:
定义 1[3鄄4] 摇 如果存在一个非零向量映射 浊:X 伊 X寅 Rn, 使得对坌x, y沂 X, 姿沂[0,1],

y + 姿浊(x,y) 沂 X 成立,则称集合 X 是关于 浊 的不变凸集.
定义 2[6鄄7] 摇 设集合 X 哿 Rn 是关于 浊:X 伊 X 寅 Rn 的一个不变凸集,函数 f:X 寅 R,如果对

坌x,y 沂 X,姿 沂 [0,1]( f(x) 屹 f(y),姿 沂 (0,1)), 满足

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y)) 臆 姿f(x) + (1 - 姿) f(y),
则称函数 f 是 X 上关于 浊 的(半严格)预不变凸函数.

定义 3[7鄄9] 摇 设集合 X 哿 Rn 是关于 浊:X 伊 X 寅 Rn 的不变凸集,函数 f:X 寅 R,如果存在连

续递增函数 G:If(X) 寅 R,使得对 坌x,y 沂 X,姿 沂 [0,1]( f(x) 屹 f(y),姿 沂 (0,1)), 满足

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y)) 臆 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))],
则称函数 f 是 X 上关于 浊 的(半严格)G鄄 预不变凸函数.

定义 4[11] 摇 如果存在一个非零向量映射 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn,使得对 坌x,y 沂 X,姿 沂
[0,1],y + 姿浊(x,y,姿) 沂 X 成立,则称集合 X 哿 Rn 是关于 浊 的半连通集.

定义 5[11] 摇 假设 X是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半连通集,则 f:X寅R是关于 浊 的(半
严格) 半预不变凸函数,当且仅当对于任意 x,y沂X,姿 沂[0,1]( f(x) 屹 f(y),姿 沂(0,1)),满
足lim姿寅0姿浊(x,y,姿) = 0, 且

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) 臆 姿f(x) + (1 - 姿) f(y) .
定义 6[12] 摇 假设 X 哿 Rn 是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半连通集,则 f:X 寅 R 是 X 上

关于 浊 的 G鄄半预不变凸函数,当且仅当存在一个连续的实值递增函数 G:If(X) 寅R,使得对于

坌x,y 沂 X,姿 沂 [0,1],lim姿寅0姿浊(x,y,姿) = 0 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) 臆 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
当上式中的不等号取相反方向时,称函数 f 是 X 上关于 浊 的 G鄄 半预不变凹函数.

下面给出半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数的概念.
定义 7摇 设 X哿 Rn 是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半连通集,函数 f:X寅R,如果存在连

续递增函数 G:If(X) 寅R,使得对任意 x,y沂 X, f(x) 屹 f(y),姿 沂(0,1) 且lim姿寅0姿浊(x,y,姿)
= 0 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))],
则称函数 f 是 X 上关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.

注 1摇 定义中当 浊(x,y,姿) = 浊(x,y) 时,半严格 鄄G鄄半预不变凸函数退化为半严格 鄄G鄄预不变凸函数[9] ;

当 浊(x,y,姿) = 浊(x,y) 且 G(x) 以 x 时,半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数就退化为半严格预不变凸函数[6] .

下面用 3 个算例来说明半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数的存在性,及其与相关广义凸函数的

区别.
例 1摇 令

摇 摇 X = ( - 肄, + 肄), f(x) = arctan(x / 2 - 1), G( t) = tan t, t 沂 ( - 仔 / 2, 仔 / 2),
其中
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摇 摇 浊(x,y,姿) =

姿x - y, x 逸0, y 逸0;
x - y - 1, x < 0, y 臆0;
- 姿x - y, x 逸0, y < 0;
x - y - 姿, x 臆0, y > 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

则函数 f 是 X 上关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.
分析: 对 x, y 沂 X, f(x) 屹 (y), 姿 沂 (0, 1),我们可以验证 浊(x, y, 姿) 在定义域的每

段上都有

摇 摇 y + 姿浊(x,y,姿) 沂 X 及 f(y + 姿浊(x,y,姿)) <
摇 摇 摇 摇 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .

由定义 7, f 是 X 上关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.

注 2摇 例 1 表明本文提出的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数是大量存在的.

例 2摇 此例说明半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数不一定是关于同一 浊 的 G鄄 半预不变凸函数.
令 f:X 寅 R, 且

摇 摇 f(x) =
ln( - x + 2), x 臆1;
0, x 逸1{ ,

其中 G( t) = et,

摇 摇 浊(x,y,姿) =

- y - 1, x > 1, 0 臆 y < 1;

x - y, x < - 1, - 1 < y 臆0,
y < - 1, - 1 < x 臆0{ ;

1 + 姿 + 姿2, y > 1, 0 臆 x < 1;
x - y, x 逸1, y 逸1;
- 1 - y, 0 臆 x < 1, 0 < y 臆1;

y - x, x > 1, - 1 < y < 0,
y < - 1, 0 < x < 1{ ;

y - x + 姿2 + 3姿, y > 1, - 1 < x < 0;
y - 1, x < - 1, 0 < y < 1;
- 1 - y / 2, x < 1, - 1 臆 y 臆0;
- 3x / 2 + 3y / 2, x = 1, 0 < y < 1;
- 3x / 2 + 3y / 2 - 5姿 / 2, x = - 1, - 1 < y < 0;
- y - x2 - x - 1, - 1 < x < 0, 0 < y 臆1;
y - 3x / 2, x = 1, - 1 < y < 0;
y + x, x = - 1, 0 臆 y < 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

分析:由半严格 鄄G鄄半预不变凸函数的定义,很容易验证 f是在 X上关于 浊 的半严格 鄄G鄄半
预不变凸函数. 然而,令 x = 2,y = - 3 / 2,姿 = 1 / 2, 则有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) = f(1 / 4) = ln(7 / 4) > G -1(1) =
摇 摇 摇 摇 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))],

即该函数不是关于 浊 的 G鄄半预不变凸函数,同时 f也不是 X 关于 浊 的强 鄄G鄄半预不变凸函数.
摇 摇 例 3摇 此例子说明 G鄄 半预不变凸函数, 也不一定是关于同一 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸

函数.
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令 f(x) = ln( x + 1), x 逸1,其中函数 G( t) = et,

摇 摇 浊(x,y,姿) =

x - y, x 逸1, y 逸1;
x - y, x 臆- 1, y 臆- 1;
- x + y - 姿, x 逸1, y 臆- 1;
- x - y, x 臆- 1, y 逸1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

显然由定义可知 f 是关于 浊 的 G鄄 半预不变凸函数. 当取 x = - 1, y = 2, 姿 = 1 / 2 时,我们可以

得到

摇 摇 f(x) = f( - 1) = ln 2 屹 f(2) = ln 3 = f(y),
进而可得

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) = ln(5 / 2) =
摇 摇 摇 摇 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] = ln(5 / 2) .

因此 f 不是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.

注 3摇 例 2 与例 3 表明,本文所提出的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数与参考文献[12] 所研究的 G鄄半预不变

凸函数是不相同的.

2摇 半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数的性质

在本节,将讨论半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数的几个基本性质.
说明:若一个实值函数 G 满足 G(x + y) = G(x) + G(y),x,y 在该函数的定义域中,则称函

数 G 满足可加性;若一个实值函数 G 满足 G(kx) = kG(x),k > 0,x 在该函数的定义域中,则称

函数 G 满足正齐次性.
条件 C摇 向量值映射 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 满足条件 C,如果对任意 x,y 沂 X,姿 沂[0,1] 有

摇 摇 浊(y,y + 姿浊(x,y,姿),姿) = - 姿浊(x,y,姿),
摇 摇 浊(x,y + 姿浊(x,y,姿),姿) = (1 - 姿)浊(x,y,姿) .
下面举例说明满足条件 C 的向量值映射是大量存在的.
例 4

摇 摇 浊(x,y,姿) =

x - y, x 逸0, y 逸0;
x - y, x < 0, y < 0;
- 1 / 2 - y, x > 0, y < 0;
1 / 2 - y, x < 0, y 逸0;
- 1 / 2 - y - 姿, x = 0, y < 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

容易验证 浊 在每段上均满足

摇 摇 浊(y,y + 姿浊(x,y,姿),姿) = - 姿浊(x,y,姿),
摇 摇 浊(x,y + 姿浊(x,y,姿),姿) = (1 - 姿)浊(x,y,姿) .
定理 1
1) 令 X 是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半连通集, f,g:X 寅 R 是关于同一 浊 和 G 的半

严格 鄄G鄄 半预不变凸函数,若 G -1 和 G 满足可加性,则 f + g 也是关于同一 浊 和 G 的半严格 鄄G鄄
半预不变凸函数.

2) 假设 f:X 寅 R 是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,琢 是一个

常数,若 G -1 和 G 满足可加性,则 f + 琢 也是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.
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3) 假设 f:X 寅 R 是关于 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,k > 0,若
G -1 和 G 满足齐次性,则 kf 也是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.

证明

1) 因为 f,g是关于同一 浊 和 G的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,则对任意 x,y沂 X,( f(x) 屹
f(y)),姿 沂 (0,1), 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))],
摇 摇 g(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G(g(x)) + (1 - 姿)G(g(y))] .

由以上两式及 G -1 与 G 的可加性可得

摇 摇 ( f + g)(y + 姿浊(x,y,姿)) =
摇 摇 摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) + g(y + 姿浊(x,y,姿)) <
摇 摇 摇 摇 G -1[姿G(( f + g)(x)) + (1 - 姿)G(( f + g)(y))],

故 f + g 是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.
2) 因为 f是关于 浊 和 G的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,故对任意 x,y沂 X,( f(x) 屹 f(y)),

姿 沂 (0,1), 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
由 G -1 和 G 的可加性可得

摇 摇 ( f + 琢)(y + 姿浊(x,y,姿)) =
摇 摇 摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) + 琢 <
摇 摇 摇 摇 G -1[姿G(( f + 琢)(x)) + (1 - 姿)G(( f + 琢)(y))],

故 f + 琢 也是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数.
3) 可类似证明.
定理 2摇 如果 f:X 寅 R 是 X 上关于 浊 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,g:I 寅 R 为单增凸函

数,其中 rang f哿 I,h( t) = g 莓 G -1( t) 在 G关于 f的像上是凸函数,那么复合函数 g 莓 f是关于同

一 浊 的半严格半预不变凸函数.
证明摇 因为 f:X 寅 R 是 X 上关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数,则对 坌x,y 沂 X( f(x)

屹 f(y)),坌姿 沂 (0,1) 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
又由于 g 是 I 寅 R 上的一个严格递增的凸函数,则有

摇 摇 g( f(y + 姿浊(x,y,姿))) < g 莓 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
由 rang f 哿 I,h( t) = g 莓 G -1( t) 在 G 关于 f 的像上的凸性,可得

摇 摇 g 莓 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < 姿g 莓 f(x) + (1 - 姿)g 莓 f(y),
故复合函数 g 莓 f 是 X 上关于同一 浊 的半严格半预不变凸函数.

定理 3摇 令 X是关于 浊 的半连通集, f是 X上关于 浊 的半严格 鄄G1 鄄半预不变凸函数,G2 在

If(X) 上为连续且严格递增函数. 如果 g( t) = G2G -1
1 在 G1 关于 f的像上是凸函数,那么函数 f是

关于 浊 的半严格 鄄G2 鄄 半预不变凸函数.
证明摇 f 是半严格 鄄G1 鄄 半预不变凸函数,对于 坌x,y 沂 X, f(x) 屹 f(y),姿 沂 (0,1) 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1
1 [姿G1( f(x)) + (1 - 姿)G1( f(y))] . (1)

因为 G2 是在 If(X) 上为连续且严格递增函数,由式(1)可得

摇 摇 G2( f(y + 姿浊(x,y,姿))) < G2G -1
1 [姿G1( f(x)) + (1 - 姿)G1( f(y))] .

又由于 g(t) = G2G-1
1 在 G1 关于 f 的像上是凸的,则对于坌x, y 沂 X, f(x) 屹 f(y), 姿 沂(0,1) 有
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摇 摇 G2G -1
1 [姿G1( f(x)) + (1 - 姿)G1( f(y))] 臆

摇 摇 摇 摇 姿G2G -1
1 (G1( f(x))) + (1 - 姿)G2G -1

1 (G1( f(y))) 臆
摇 摇 摇 摇 姿G2( f(x)) + (1 - 姿)G2( f(y)) .

即

摇 摇 G -1
1 (姿G1( f(x)) + (1 - 姿)G1( f(y))) 臆

摇 摇 摇 摇 G -1
2 (姿G2( f(x)) + (1 - 姿)G2( f(y))) . (2)

综合式(1)和式(2)可得

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1
2 (姿G2( f(x)) + (1 - 姿)G2( f(y))),

对于 坌x,y 沂 X, f(x) 屹 f(y),姿 沂 (0,1) 成立,故 f 是关于 浊 的半严格 鄄G2鄄 半预不变凸函数.
定理 4摇 令 X 是关于 浊 的半连通集,其中 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 满足条件 C . 令 I为有限

或无限指标集, f i:X寅R( i沂 I) 是 X上关于 浊 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数和 G鄄半预不变凸

函数簇. 记 f(x) = {sup f i(x),i 沂 }I ,坌x 沂 X .如果对坌x 沂 X都存在一个 i0 = i(x) 沂 I使得

f(x) = f i0(x),那么 f 一定是 X 上的关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数和 G鄄 半预不变凸函数.
摇 摇 证明摇 利用与文献[7]中命题 12 类似的方法,显然可得到 f 在 X 上是 G鄄 半预不变凸函数.

下证 f 是关于 浊 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数. 假设 f 不是半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,则
存在 x,y 沂 X( f(x) 屹 f(y)),姿 沂 (0,1) 使得

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) 逸 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
由 f 在 X 上的 G鄄 半预不变凸性有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) 臆 G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
以上两式可得

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) = G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] . (3)
令 z = y + 姿浊(x,y,姿),由假设,存在 i( z) = i0,i(x) = i1,i(y) = i2 满足

摇 摇 f( z) = f i0( z), f(x) = f i1(x), f(y) = f i2(y) .
结合式(3)可得

摇 摇 f i0( z) = G -1[姿G( f i1(x)) + (1 - 姿)G( f i2(y))] . (4)
蚵 如果 f i0(x) 屹 f i0(y),那么由 f i0 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸性有

摇 摇 f i0( z) < G -1[姿G( f i0(x)) + (1 - 姿)G( f i0(y))] . (5)
由 f i0(x) 臆 f i1(x), f i0(y) 臆 f i2(y) 和式(5)可得

摇 摇 f i0( z) < G -1[姿G( f i1(x)) + (1 - 姿)G( f i2(y))],
这与式(3)矛盾.

蛎 如果 f i0(x) = f i0(y),由 f i0 的 G鄄 半预不变凸性有

摇 摇 f i0( z) 臆 G -1[姿G( f i0(x)) + (1 - 姿)G( f i0(y))] . (6)
由于 f(x) 屹 f(y),那么式 f i0(x) 臆 f i1(x) = f(x) 与 f i0(y) 臆 f i2(y) = f(y) 中至少有一个应为严

格不等式. 由式(6) 及函数 G 的连续性与递增性可以得到

摇 摇 f( z) = f i0( z) < G -1[姿G( f i1(x)) + (1 - 姿)G( f i2(y))],
此与式(3)矛盾,证毕.

3摇 半严格 鄄G鄄 半预不变凸性与最优化

本节将分别给出在无约束与带不等式约束下,半严格 鄄G鄄 半预不变凸规划问题的一些最
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优性结果.
先考虑如下形式的无约束非线性规划问题:
摇 摇 (P1)摇 min f(x)

s. t. x 沂 X .
定理 5摇 令 X 哿 Rn 是关于 浊 的半连通集, f:X 寅 R 是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不变凸函

数,则问题(P1)的每一个局部最优解一定是它的全局最优解.
证明摇 假设 y 沂 X 是 f 的局部最优解,但不是全局最优解. 则,存在一点 x 沂 X 使得

摇 摇 f(x) < f(y) .
因为 f是X上关于浊的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,由定义7可知,对坌x,y沂X, f(x) 屹 f(y),
姿 沂 (0,1), 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(x)) + (1 - 姿)G( f(y))] .
由于 f(x) < f(y),则对任意 姿 沂 (0,1) 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < G -1[姿G( f(y)) + (1 - 姿)G( f(y))] =
摇 摇 摇 摇 G -1(G( f(y))) = f(y) .

于是对 坌姿 沂 (0,1), 有

摇 摇 f(y + 姿浊(x,y,姿)) < f(y) . (7)
令 姿 寅0,则式(7) 与 y 沂 X 是 f 的局部最优解矛盾.

下面给出例 4 来验证定理 5.
例 4摇 令 X = ( - 肄, + 肄), f(x) = arctan[( x + 1) 2 - 1],G( t) = tan t,t 沂 ( - 仔 / 2,

仔 / 2),

摇 摇 浊(x,y,姿) =

姿x - y, x 逸0, y 逸0;
x - y, x < 0, y 臆0;
- 姿x - y, x 逸0, y < 0;
- x - y, x 臆0, y > 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

分析:由例 1 我们知道 f 是关于 浊 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,满足定理 5 的条件. 因为

x 逸0,所以minx沂X f(x) = minx沂Xarctan[( x + 1) 2 - 1] = 0, 可得(P1)的局部最优解为 x =
0,据定理 5,可得 x = 0 一定是(P1)的全局最优解.

下面考虑带不等式约束的非线性规划问题:
摇 摇 (P2)摇 min f(x)

s. t. gi(x) 臆 0,摇 摇 i 沂 {J = 1,2,…, }m , x 沂 X,
其中, X 是 Rn 的非空子集, f,gi:X 寅 R, i = 1,2,…,m . (P2)的可行解集为

摇 摇 D { x 沂 X:gi(x) 臆 0, i 沂 }J .
定理6摇 设问题(P2)的可行集 D是关于浊的半连通集. 如果 f是D上关于浊的非常值的G鄄

半预不变凹函数,则集合 D 没有内点是(P2)的最优解,即问题(P2)的任意可行解 x- 如果存在,
则它一定是集合 D 的边界点.

证明摇 如果问题(P2)无解,则结论显然成立. 下证问题(P2)有解的情况:令 x- 是问题(P2)
的一个最优解. 由假设 f 在 D 上是非常值的,则存在一个可行点 x 沂 D 使得

摇 摇 f(x) > f(x-) .
令 z 是 D 的一个内点. 由假设 D 是关于 浊 的半连通集,则存在 y 沂 D 和某个 姿 沂 [0,1], 使得

摇 摇 z = x + 姿浊(y,x,姿) .
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又因为 f 是 D 上关于 浊 的 G鄄 半预不变凹函数且 x- 为(P2)的最优解,则有

摇 摇 f( z) = f(x + 姿浊(y,x,姿)) 逸
摇 摇 摇 摇 G -1(姿G( f(y)) + (1 - 姿)G( f(x))) >
摇 摇 摇 摇 G -1(姿G( f(x-)) + (1 - 姿)G( f(x-))) = f(x-) .

即集合 D 的任何内点均不是(P2)的最优解,故结论成立.
定理7摇 令 X为关于浊的非空半连通集, f:X寅R是关于浊的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,

gi:X 寅R( i沂 {J = 1,2,…, }m ) 是关于 浊 的G鄄半预不变凸函数. 如果 x- 沂D是关于问题(P2)
的局部极优点,那么 x- 一定是问题(P2)的全局极优点.

证明摇 因为 x- 沂 D 是关于问题(P2)的局部极优点,于是有

摇 摇 f(x-) 臆 f(x),摇 摇 坌x 沂 X 疑 N着(x-) .
假设 x- 不是关于问题(P2)的全局极优点,那么一定存在一点 x* 沂 D 使得

摇 摇 f(x*) < f(x-) . (8)
由于 gi:X 寅 R( i 沂 {J = 1,2,…, }m ) 是关于 浊 的 G鄄 半预不变凸函数,则对于 坌i 沂 J,

x-,x* 沂 D 有

摇 摇 g(x- + 姿浊(x*,x-,姿)) 臆 G -1(姿G(g(x*)) + (1 - 姿)G(g(x-))) 臆
摇 摇 摇 摇 G -1(姿G(0) + (1 - 姿)G(0)) = 0.

于是对 坌姿 沂 [0,1],x- + 姿浊(x*,x-,姿) 沂 D 奂 X . 由 f:X 寅 R 是关于 浊 的半严格 鄄G鄄 半预不

变凸函数,有
摇 摇 f(x- + 姿浊(x*,x-,姿)) <
摇 摇 摇 摇 G -1(姿G( f(x*)) + (1 - 姿)G( f(x-))),摇 摇 坌姿 沂 (0,1) . (9)

综合式(8)和式(9)可得

摇 摇 f(x- + 姿浊(x*,x-,姿)) <
摇 摇 摇 摇 G -1(姿G( f(x-)) + (1 - 姿)G( f(x-))) = f(x-),摇 摇 坌姿 沂 (0,1) . (10)

当 姿 > 0 充分小时有 x- + 姿浊(x*,x-,姿) 沂 X 疑 N着(x-),则式(10) 与 x- 沂 D 是问题(P2)的局部

极优点矛盾,结论得证.
例 5摇 令 X = ( - 肄, + 肄),定义 f:X 寅 R 为

摇 摇 f(x) =
ln(5 - 4 x ), x 臆1;
0, x 逸1{ .

gi(x) = 3x - 1, i 沂 {J = 1,2,…, }m . G( t) = et . 则可验证 X 为关于 浊 的非空半连通集,该规

划问题的可行解集为 D { x沂 X:gi(x) 臆0,i沂 }J ,由约束 gi(x) = 3x - 1,i沂 {J = 1,2,…,
}m 可得可行集为

摇 摇 D { x 沂 X:x 臆1 / 3, i 沂 }J .
当 x 逸1 时,目标函数恒等于 0;当 x 臆1 时,函数minx沂D f(x) = minx沂D ln(5 - 4 x ) =

0,则目标函数最小值为 0,且 x = - 1 为该非线性规划问题在可行域内的一个局部最优解. 由定

义 6 和定义 7,显然可验证 f:X寅 R是关于 浊 的半严格 鄄G鄄半预不变凸函数,gi:X寅 R( i沂
{

J =
1,2,…, }m ) 是关于 浊 的 G鄄半预不变凸函数. 定理 7 的条件均满足,根据定理 7,x = - 1 是该

非线性规划问题的一个全局最优值解,其中 浊:X 伊 X 伊 [0,1] 寅 Rn 定义为
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摇 摇 浊(x,y,姿) =

3 / 4 - y, x > 1, 0 臆 y < 1,
x < - 1, - 1 < y 臆0{ ;

2姿3 + 7姿2 + 5姿 + 1, y > 1, 0 臆 x < 1;
x - y, y < - 1, - 1 < x 臆0;
- 4x - y - 姿, 0 臆 x < 1, 0 < y < 1;
1 - y, 0 臆 x < 1, y = 1;
x - y, x 逸1, y 逸1;
y - x - 2, x > 1, - 1 < y < 0;
y - x, y > 1, - 1 < x < 0;

y, x < - 1, 0 < y < 1,
y < - 1, 0 < x < 1{ ;

- 5 - y / 2, x < 1, - 1 臆 y 臆0;
- 4x + 3y / 2, x = 1, 0 < y < 1;
3x + 3y / 2, x = - 1, - 1 < y < 0;
- y - x2 - x - 15 / 2, - 1 < x < 0, 0 < y 臆1;
- 3y + 2x - 姿 / 2, x = 1, - 1 < y 臆0;
x, x = - 1, 0 臆 y < 1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

注 4摇 例 5 说明本文所得非线性规划问题中的应用结果———定理 7 是成立的.

注 5摇 由例 1 至例 3,定理 4 至定理 6 及例 4 和例 5 可以得出半严格 鄄G鄄半预不变凸函数是非常重要的一

类函数,在规划问题中有重要应用.

4摇 结摇 摇 语

本文提出了半严格 鄄G鄄 半预不变凸函数,说明了它的存在性,给出了一些性质,并讨论其

在非线性规划问题中的应用. 对于这类重要的广义凸性而言,下面的公开问题自然出现:能否

在较弱假设下讨论半严格 鄄G鄄 半预不变凸性与其它广义凸性间的关系? 如何进一步探索此类

广义凸性的有效刻画及其在最优化中的其它应用? 这是值得研究的后续课题!
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Semistrict鄄G鄄Semi鄄Preinvexity and Optimization

PENG Zai鄄yun,摇 LI Yong鄄hong
(School of Science, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, P. R. China)

Abstract: A class of new generalized convex function—semistrict鄄G鄄semi鄄preinvex functions is
given. It is an important class of generalized convex function. It is a true generalization of semi鄄
strict preinvex functions and semistrict鄄G鄄preinvex functions. First, an example was given to
show that there exist semistrict鄄G鄄semi鄄preinvex functions. At the same time, examples were
given to show that the semistrict鄄G鄄semi鄄preinvex functions were different from G鄄semi鄄prein鄄
vex functions. Then, some properties of the semistrict鄄G鄄semi鄄preinvex functions were dis鄄
cussed. Finally, some optimality results were obtained in nonlinear programming problems
without constraint and with inequality constraint, and examples were given for illustration of
the corresponding results.

Key words: semi鄄connected set;semistrict鄄G鄄semi鄄preinvex function;nonlinear programming;
feasible set
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