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三阶非线性时滞微分方程振动性的新准则
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摘要:摇 研究了一类三阶非线性时滞微分方程的振动性问题, 利用算子和积分技巧给出了该类方

程不存在 A 型解(或 B 型解)的判定条件. 进而借助适当的比较定理, 得到了该类方程振动的几个

新的充分条件, 所得结果推广和改进了最近文献中的结果, 并充分反映了时滞在方程振动中的影

响作用. 主要结果由实例加以阐述.
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引摇 摇 言

振动作为自然界和工程技术领域中常见的一种运动,广泛存在于机械运动、电磁运动、热
运动、原子运动等运动形式之中. 急动度是描述机械运动的一个重要的基本概念. 1928 年工程

师 P. Melchior 从某些工程设计的需要出发,把“加速度对时间的导数冶定义为“急动度冶,也叫

“加加速度冶. 1978 年数学家 Schot[1]在物理学期刊上正式介绍了急动度概念,并考虑了其在凸

轮和星形轮等间歇运动机械设计等方面的应用. 在机械设计,高层建筑的抗风、抗震设计,交通

工具设计以及材料等问题中经常需要用到急动度. 在物理学的混沌理论和非线性动力学中,急
动度也有一定的应用. 急动度作为加速度随时间的变化率,是变加速动力学的基本概念,它与

三阶微分方程密切相关. 由于三阶微分方程的实际应用背景,近年来,三阶泛函微分方程的振

动性和渐近性受到同行关注,例如,可参看文献[2鄄14]及其引文,其中文献[5]考虑了方程

摇 摇 (a( t)(x义( t)) 琢) 忆 + q( t) f(x(g( t))) = 0, (E1)
建立了方程(E1)的振动准则;文献[8]考虑了方程

摇 摇 (c( t)(a( t)x忆( t)) 忆) 忆 + q( t) f(x( t - 滓)) = 0, (E2)
给出了方程(E2)的解振动或收敛到 0 的充分条件. 本文的目的是推广和改进两者的结果,对
如下的更一般情形的三阶非线性时滞微分方程:

摇 摇 (c( t)((a( t)(x忆( t)) 琢) 忆) 茁) 忆 + q( t) f(x(子( t))) = 0,摇 摇 t 逸 t0, (E)
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给出新的振动准则.
本文总假设下列条件成立:
蚵 琢,茁 是两个正奇整数之比;
蛎 a( t),c( t),q( t) 沂 C([ t0,肄 ),R +),R + = (0,肄 ), t0 逸0 且

摇 摇 乙肄 dt
a1 / 琢( t)

= 乙肄 dt
c1 / 茁( t)

= 肄;

蚰 子( t) 沂 C([ t0,肄 ),R +),子( t) 臆 t,子 忆( t) 逸 0, limt寅肄 子( t) = 肄;
蚺 f 沂 C(R,R),xf(x) > 0, f 忆(x) 逸 0,x 屹0 且

摇 摇 - f( - xy) 逸 f(xy) 逸 f(x) f(y),摇 摇 xy > 0. (1)
定义算子

摇 摇
L0x( t) = x( t), L1x( t) = a( t) d

dt L0x( t( ))
琢
,

L2x( t) = c( t) d
dt L1x( t( ))

茁
, L3x( t) = d

dt L2x( t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(2)

则方程(E)可写为

摇 摇 L3x( t) + q( t) f(x(子( t))) = 0.
算子 L3的定义域D(L3) 定义为所有使得 Ljx(t)(0臆 j臆3) 在[tx,肄)(tx 逸 t0) 上存在且连

续的函数 x 的集合.本文只限于考虑方程(E) 的解 x沂D(L3) 且满足 {sup | x(t) | : t逸 }T > 0,
T 逸 tx .方程(E)的解称为振动,如果它有任意大的零点,否则称为非振动. 方程(E)称为振动,
如果它的全部解都是振动的.

本文中出现的不等式, 如果不作特别说明, 都是最终成立, 即存在充分大的 T, 对 t 逸 T
成立.

称 x( t) 具有 A 型,如果

摇 摇 x( t)Lix( t) > 0,摇 摇 i = 0,1,2 且 x( t)L3x( t) 臆 0; (3)
称 x( t) 具有 B 型,如果

摇 摇 x( t)sgn x( t) > 0, x( t)L1x( t) < 0, x( t)L2x( t) > 0, x( t)L3x( t) 臆 0. (4)

1摇 方程(E)不存在 A 型解的条件

定理 1摇 设

摇 摇 乙肄
q( s) f 乙 子( s)

t0

du
a1 / 琢(u( ))

ds = 肄, (5)

则方程(E)无 A 型解.
证明摇 设 x( t) 是方程(E)的 A 型正解,则存在 t1 逸 t0,使当 t逸 t1 时式(3) 成立. 因此,存

在正常数 K 和 t2 逸 t1, 使得

摇 摇 a( t) d
dt L0x( t( ))

琢
= L1x( t) 逸 K,

即有

摇 摇 x忆( t) 逸 K
a( t( ))

1 / 琢
,摇 摇 t 逸 t2 .

从 t2 到 子( t) 逸 t2 对上式积分,有

摇 摇 x(子( t)) 逸 K1 / 琢乙 子( t)

t2

du
a1 / 琢(u)

. (6)
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在方程(E)中利用式(1)和式(6),得到

摇 摇 - L3x( t) = q( t) f(x(子( t))) 逸 q( t) f(K1 / 琢) 乙 子( t)

t2

du
a1 / 琢(u( ))

,摇 摇 t 逸 t2 .

从 t2 到 t 逸 t2 对上式积分产生

摇 摇 L2x( t2) 逸- L2x( t) + L2x( t2) 逸 f(K1 / 琢)乙 t

t2
q( s) f 乙 子( s)

t2

du
a1 / 琢(u( ))

ds,

上式与条件(5)矛盾. 定理 1 证毕.
令

摇 摇 Q1( t) = q( s) f 乙 子( t)

t0

1
a( s)乙

s

t0

du
c1 / 茁(u( ))

1 / 琢
d( )s . (7)

定理 2摇 设方程

摇 摇 y忆( t) + Q1( t) f(y1 / (琢茁)(子( t))) = 0 (8)
振动,则方程(E)无 A 型解.

证明摇 设 x( t) 是方程(E)的 A 型正解,则存在 t1 逸 t0,使当 t 逸 t1 时式(3)成立. 现有

摇 摇 L1x( t) = L1x( t0) + 乙 t

t0

d
ds L1x( s)ds = L1x( t0) + 乙 t

t0

L1 / 茁
2 x( s)
c1 / 茁( s)

ds .

因 L2x( t) 在[ t0,肄 ) 上非增,有

摇 摇 L1x( t) 逸 L1 / 茁
2 x( t)乙 t

t0

ds
c1 / 茁( s)

,摇 摇 t 逸 t0,

即

摇 摇 a( t)(x忆( t)) 琢 逸 L1 / 茁
2 x( t)乙 t

t0

ds
c1 / 茁( s)

,摇 摇 t 逸 t0 .

故有

摇 摇 x忆( t) 逸 1
a( t)乙

t

t0

ds
c1 / 茁( s( ))

1 / 琢
L1 / (琢茁)

2 x( t),摇 摇 t 逸 t0 . (9)

从 t0 到 子( t) 逸 t0 对上式积分,注意到 L2x( t) 非增,得到

摇 摇 x(子( t)) 逸 乙 子( t)

t0

1
a( s)乙

s

t0

du
c1 / 茁(u( ))

1 / 琢
dsL1 / (琢茁)

2 x(子( t)) . (10)

在方程(E)中利用式(1)和式(10)产生

摇 摇 - L3x( t) = q( t) f(x(子( t))) 逸

摇 摇 摇 摇 q( t) f 乙 子( t)

t0

1
a( s)乙

s

t0

du
c1 / 茁(u( ))

1 / 琢
d( )s f(L1 / (琢茁)

2 x(子( t))) 以

摇 摇 摇 摇 Q1( t) f (L1 / (琢茁)
2 x(子( t))),摇 摇 t 逸 t1 .

令 y( t) = L2x( t), 上式成为

摇 摇 - y忆( t) 逸 Q1( t) f(y1 / (琢茁)(子( t))),摇 摇 t 逸 t1 . (11)
对式(11)积分,注意到 y( t) > 0,t 逸 t1, 有

摇 摇 y( t) 逸 乙肄

t
Q1( s) f(y1 / (琢茁)(子( s)))ds,摇 摇 t 逸 t1 .

显然, y( t) 在[ t1,肄 ) 上单调减少. 因此,由文献[15]的定理 1 知,方程(8)存在收敛到 0 的正

解. 此与假设矛盾. 定理 2 证毕.
定理 2 有下面的推论.
推论 1摇 设
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摇 摇 f(y1 / (琢茁))
y 逸1,摇 摇 y 屹0, (12)

且

摇 摇 lim inf
t寅肄 乙 t

子( t)
Q1( s)ds > 1

e , (13)

则方程(E)无 A 型解.

2摇 方程(E)不存在 B 型解的条件

定理 3摇 设存在函数 孜( t) 沂 C([ t0,肄 ),R),使得 孜 忆( t) 逸0,子( t) < 孜( t) < t,t 逸 t0, 若

式(12)成立,且

摇 摇 lim sup
t寅肄 乙 t

孜( t)
q( s) f 乙 孜( s)

子( s)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

ds > 1, (14)

则方程(E)无 B 型解.
证明摇 设 x( t) 是方程(E)的 B 型正解, 则存在 t1 逸 t0, 使当 t 逸 t1 时式(4) 成立. 对 t 逸

s 逸 t1, 有

摇 摇 x( t) - x( s) = 乙 t

s

a1 / 琢(u)x忆(u)
a1 / 琢(u)

du .

注意到 L1x( t) 是增函数,得到

摇 摇 x( s) 逸 ( - L1 / 琢
1 x( t))乙 t

s

du
a1 / 琢(u)

.

用 子( t) 和 孜( t) 分别代替 s 和 t, 产生

摇 摇 x(子( t)) 逸 ( - L1 / 琢
1 x(孜( t)))乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u)

,摇 摇 t 逸 t2 逸 t1 . (15)

利用式(15),令 y( t) = - L1x( t), 则由方程(E),得到

摇 摇 (c( t)(y忆( t)) 茁) 忆 - q( t) f 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( ))

f (y1 / 琢(孜( t))) 逸 0,摇 摇 t 逸 t2 . (16)

显然, y( t) > 0,y忆( t) < 0,t 逸 t2 . 令 T 逸 t2使得 inf t逸T 孜( t) 逸 t2, 有

摇 摇 y(滓) = y(子) - 乙 子

滓

(c(u)(y忆(u)) 茁) 1 / 茁

c1 / 茁(u)
du 逸

摇 摇 摇 摇 乙 子

滓

du
c1 / 茁(u)

(c(子)( - y忆(子)) 茁) 1 / 茁,摇 摇 子 逸 滓 逸 T . (17)

在式(17)中用 孜( s) 和 孜( t) 分别代替 滓 和 子, 得到

摇 摇 y(孜( s)) 逸 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u)

(c(孜( t))( - y忆(孜( t))) 茁) 1 / 茁,摇 摇 t 逸 s 逸 T . (18)

令 z( t) = c( t)( - y忆( t)) 茁, 则式(16)和式(18)分别成为

摇 摇 - z忆( t) 逸 q( t) f 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( ))

f (y1 / 琢(孜( t))), (16a)

摇 摇 y(孜( s)) 逸 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u)

( z(孜( t))) 1 / 茁 . (18a)

从 孜( t) 到 t 对式(16a)积分并利用式(18a),有

摇 摇 z(孜( t)) - z( t) 逸 乙 t

孜( t)
q( s) f 乙 孜( s)

子( s)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

f( z1 / (琢茁)(孜( t)))ds,
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因此

摇 摇 z(孜( t)) 逸 f( z1 / (琢茁)(孜( t)))乙 t

孜( t)
q( s) f 乙 孜( s)

子( s)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

ds .

上式中利用式(12),得到

摇 摇 1 逸 乙 t

孜( t)
q( s) f 乙 孜( s)

子( s)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 孜( t)

孜( s)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

ds .

在上式中,令 t 寅 肄 取上极限得到的结果与式(14)矛盾. 定理 3 证毕.
令

摇 摇 Q2( t) = q( t) f 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 浊( t)

孜( t)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

, (19)

其中函数 孜( t) 和 浊( t) 的定义见定理 4.
定理 4摇 设存在两个非减函数 孜( t),浊( t) 沂 C([ t0,肄 ),R),使得 子( t) < 孜( t) < 浊( t) <

t,t 逸 t0, 若方程

摇 摇 z忆( t) + Q2( t) f( z1 / (琢茁)(浊( t))) = 0 (20)
振动,则方程(E)无 B 型解.

证明摇 设 x(t) 是方程(E)的 B 型正解. 同定理 3 的证明一样,我们得到式(15). 类似地,有

摇 摇 - L1x(孜( t)) 逸 L1 / 茁
2 x(浊( t))乙 浊( t)

孜( t)

du
c1 / 茁(u)

,摇 摇 t 逸 t2, (21)

联合式(15)和式(21)产生

摇 摇 x(子( t)) 逸 L1 / 茁
2 x(浊( t)) 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( )) 乙 浊( t)

孜( t)

du
c1 / 茁(u( ))

1 / 琢
,摇 摇 t 逸 t2 . (22)

在方程(E)中代入式(22),令 y( t) = L2x( t), 得到

摇 摇 y忆( t) + q( t) f 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( ))

f 乙 浊( t)

孜( t)

du
c1 / 茁(u( ))

1 /

( )
琢

f(y1 / (琢茁)(浊( t))) 臆 0,摇 摇 t 逸 t2 .

利用式(19),上式成为

摇 摇 - y忆( t) 逸 Q2( t) f(y1 / (琢茁)(浊( t))),摇 摇 t 逸 t2 . (23)
显然,式(23)同式(11),证明剩下部分是类似的,在此略去. 定理 4 证毕.

推论 2摇 设式(12)成立,且

摇 摇 lim inf
t寅肄 乙 t

浊( t)
Q2( s)ds > 1

e ,

则方程(E)无 B 型解.

3摇 方程(E)振动的条件

定理 5摇 设存在非减函数 孜( t) 沂 C([ t0,肄 ),R),使得 子( t) < 孜( t) < t,t 逸 t0, 若条件

(5)、(12)和(14)成立,则方程(E)振动.
证明摇 设 x( t) 是方程(E)的非振动解,不妨设 x( t) > 0,t逸 t0 > 0,则 x( t) 或者是 A 型,

或者是 B 型. 因条件(5)成立,故 x( t) 不可能是方程(E)的 A 型解. 又因条件(12)和(14)成
立,故 x( t) 也不是(E)的 B 型解. 矛盾. 因此, x( t) 振动. 定理 5 证毕.

定理 6摇 设存在两个非减函数 孜( t),浊( t) 沂 C([ t0,肄 ),R),使得 子( t) < 孜( t) < 浊( t) <
t,t 逸 t0, 若一阶时滞微分方程(8)和(20)均为振动,则方程(E)振动.

证明摇 由定理 2 和定理 4 即得定理 6 的结论.
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当 f(u) = u啄 时,方程(E)成为

摇 摇 (c( t)[a( t)((x忆( t)) 琢) 忆] 茁) 忆 + q( t)x啄(子( t)) = 0,摇 摇 t 逸 t0, (E3)
其中, 啄 是两个正奇整数之比,则定理 6 有如下推论:

推论 3摇 设一阶时滞微分方程

摇 摇 dy
dt + q( t) 乙 子( t)

t0

1
a( s)乙

s

t0

du
c1 / 茁(u( ))

1 / 琢
d( )s

啄
y啄 / (琢茁)(子( t)) = 0

和

摇 摇 dz
dt + q( t) 乙 孜( t)

子( t)

du
a1 / 琢(u( ))

啄 乙 浊( t)

孜( t)

du
c1 / 茁(u( ))

啄 / 琢
z啄 / (琢茁)(浊( t)) = 0

均为振动,其中 孜( t),浊( t) 由定理 6 定义,则方程(E3)振动.
例摇 考虑三阶时滞微分方程

摇 摇 d
dt

d
dt

dx( t)
d( )t( )

琢 茁
+ q( t)x啄( t - 3 t ) = 0,摇 摇 t > 9, (E4)

其中, q( t) 沂 C([ t0,肄 ),R +),琢,茁 和 啄 均为两个正奇整数之比. 此时,子( t) = t - 3 t , 故本文

取 孜( t) = t - 2 t ,浊( t) = t - t . 由推论 3 知,若一阶时滞微分方程

摇 摇 dy
dt + 琢

1 +( )琢
啄
q( t) (子( t)) (1+琢)啄 / 琢 y啄 / (琢茁)(子( t)) = 0

和

摇 摇 dz
dt + q( t)(孜( t) - 子( t)) 啄(浊( t) - 孜( t)) 啄 / 琢 z啄 / (琢茁)(浊( t)) = 0

均为振动,则方程(E4)振动.

4摇 结摇 摇 语

讨论了一类三阶非线性时滞微分方程的振动性问题, 利用适当的比较定理, 建立了判别

该类方程振动的若干新的充分条件. 所得结果充分反映了时滞在方程振动中的影响作用, 这

是一个重要的结论. 所得定理为解决交通工具设计、机械设计和高层建筑的抗风、抗震设计、混
沌理论及非线性动力学等实际问题提供了数学理论基础.
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New Criteria for Oscillation of Third Order
Nonlinear Delay Differential Equations

LUO Li鄄ping1,摇 YU Yuan鄄hong2,摇 ZENG Yun鄄hui1

(1. Department of Mathematics and Computational Science,
Hengyang Normal University, Hengyang, Hunan 421002, P. R. China;

2. Academy of Mathematics and Systems Science,
Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, P. R. China)

Abstract: Oscillatory problems of a class of third order nonlinear delay differential equations
were studied. With the techniques of operator and integral, the determinant conditions in which
such equations had not A鄄type solution (or B鄄type solution) were given. Further, several new
sufficient conditions for oscillation of such equations were obtained via suitable comparison the鄄
orems. Obtained results generalize and improve some known results of the latest literature and
fully reflect the influence action of delay in equation oscillation. The main results are illustrated
by some examples.

Key words: third order; delay differential equation; A鄄type solution; B鄄type solution; compari鄄
son theorem; oscillation criterion; nonlinear
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