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摘要：　 基于单胞结构的特征值问题，给出了有限长周期结构特征值分布范围的估计，基于固体物

理中的能带理论，给出了一维有限长周期结构特征值分布范围的更精细估计．通过分析有限长周期

结构特征值的分布范围，阐述了密集特征值出现的原因．分析结果表明，对于有限长周期结构，结构

的单胞数目越大，其特征值分布会越密集．数值算例验证了该文的结论．

关　 键　 词：　 周期结构；　 密集特征值；　 能带；　 辛

中图分类号：　 Ｏ１７５．９； Ｏ３２７　 　 　 文献标志码：　 Ａ
ＤＯＩ： １０．３８７９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１０００⁃０８８７．２０１３．１１．００１

引　 　 言

在实际工程结构中，有许多结构具有周期或近似周期结构形式，比如高层建筑、路桥、大跨

度空间结构［１］、声子晶体［２］、水轮发电机［３］等．这些结构的特征值分布往往非常密集，导致计算

困难．针对密集特征值问题，已有许多研究工作［１， ３⁃１３］ ．文献［１］对密集模态跃迁特性进行了研

究，并阐述了模态跃迁的机理．文献［８］对密集特征值的判断准则进行了研究，提出密集模态转

角判别方法．文献［４， ９，１１⁃１２］对密集特征值以及密集模态分析，提出矩阵摄动方法．文献

［１３］研究了参数小变化对于特征值的影响．其中文献［１２］是一本关于矩阵特征值摄动理论的

专著，也包含了关于密集特征值问题比较全面的综述，全面探讨了孤立特征值、重特征值和密

集特征值的计算问题．纵览文献可以发现，有许多工作探讨如何分析计算密集特征值问题，对
于密集特征值问题以及密集特征值模态分析的研究也曾取得非常大的成功．但是结构的密集

特征值，究竟是什么原因产生的，却鲜有分析，而对这一问题的研究，显然十分有价值．
本文对有限长周期结构密集特征值现象进行了分析，给出了有限长周期结构特征值的分

布估计．通过对有限长周期结构特征值分布的估计，很好地阐述了特征值分布密集的机理．本
文的内容安排如下：第 １ 节，针对一维单自由度有限长周期结构的特征值分布进行了估计；第
２ 节，借助于固体物理［１４］中的能带结构理论以及 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商理论，阐述了一维周期结构的密集

特征值分布情况；第 ３ 节给出两个算例，以验证本文分析的可靠性；第 ４ 节给出本文的结论．
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１　 一维单自由度有限长周期结构

首先针对每站单自由度结构进行分析．考虑一个单自由度 Ｎ 段的周期结构，其两端条件为

ｕ０ ＝ ０ 和 ｕＮ ＝ ０， 成为有限结构．该结构如图 １ 所示．

图 １　 周期弹簧⁃质量模型 图 ２　 单胞模型

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｐｒｉｎｇ⁃ｍａｓｓ ｍｏｄｅｌ Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｍｏｄｅｌ

因为每站只有一个自由度，转换到沿长度传递分析只能有一个辛特征值．如果整个结构的

内部有位移自由度数 Ｎ，则特征值数也是Ｎ，在Ｎ个特征值处可能发生共振．这些特征值究竟分

布何处，应予以探讨．因为是单自由度，所以给定 ω２，其中 ω 为结构振动频率，沿长度传递状态

向量 ｖ 的传递辛矩阵 Ｓ，只有 Ｓｖ ＝ λｖ 的通带辛本征值一个 λ ．本节将证明对于这个结构，Ｎ 个

振动特征值 ω ２ 全部在通带中，随着Ｎ的增大，通带范围有限，从而振动特征值分布变得比较密

集．因为在辛本征值处于禁带时是不可能有结构振动特征值 ω ２ 的．
首先，分析其能带结构．图 ２ 所示为周期结构的单胞结构，在频域 ω ２ 下，第 ｉ 个单胞的运动

方程为

　 　 Ｋ
－
ｕ ＝ ｆ， （１）

其中
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上式中， ｕｉ 和 ｕｉ ＋１ 为单胞结构两端的位移，把式（１）写成分块矩阵形式，即为
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上式可以转化为传递辛矩阵形式：
　 　 ｖｉ ＋１ ＝ Ｓｖｉ， （４）
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其中， ｖｉ 是状态向量，Ｓ 是传递辛矩阵［１５⁃１７］，通过辛矩阵传递，有
　 　 ｖＮ ＝ ＳＮｖ０ ． （６）
对于这里所考虑的单胞，其刚度矩阵和质量矩阵可以分别写为
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因为通带特征值 ω ２ 必然可以使 Ｓ 的特征值的模为 １，不如设为 ｅｉθ，当取 θ ＝ π 时，辛本征

值为 λ ＝ ｅｉπ ＝ － １ 的情况．周期条件 ｕｉ ＝ － ｕｉ ＋１， ｆｉ ＝ － ｆｉ ＋１， 此时

　 　 － ［（ｋａ ＋ ｋｃ － ｍω ２） ＋ ｋａ］ｕｉ ＝ （ － ｋａ － ｋａ）ｕｉ ＋１ ． （８）
由上式可得到通带的上界
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　 　 ω ２
ｕｐｐｅｒ ＝ （４ｋａ ＋ ｋｃ） ／ ｍ ． （９）

当取 θ ＝ － π 时，辛本征值 λ ＝ １，按周期条件有 ｕｉ ＋１ ＝ ｕｉ， ｆｉ ＋１ ＝ ｆｉ， 此时

　 　 － ［（ｋａ ＋ ｋｃ － ｍω ２） － ｋａ］ｕｉ ＋１ ＝ （ － ｋａ ＋ ｋａ）ｕｉ ＋１ ． （１０）
由上式可得到通带的下界

　 　 ω ２
ｌｏｗｅｒ ＝ ｋｃ ／ ｍ ． （１１）

对于一维无限长的单自由度周期结构，其通带在式（９）和（１１）的上、下界特征值之间．对
于有限长的情况，现在假设频率 ω ２ ＞ ω ２

ｕｐｐｅｒ 则超过了能带，其辛特征值必定是 λ １ ＞ １，及其辛

对偶 λ ２ ＝ λ －１
１ ＜ １．因振动特征值问题无外力，沿长度的解在满足 ｕ０ ＝ ０ 条件下必定是 ｕｋ ＝

ｓｉｎｈ（λ １ｋ），此时已经无法满足在另一端 ｕＮ ＝ ０ 的边界条件，矛盾，所以不可能有整个结构的特

征值．ω ２ ＜ ω ２
ｌｏｗｅｒ 证明同此．因此，整个结构的振动特征值全部在 ω ２

ｕｐｐｅｒ ≥ ω ２ ≥ ω ２
ｌｏｗｅｒ 中，结构的

分段数目 Ｎ 是没有限制的．因此，当 Ｎ 比较大时就会出现密集特征值了．

２　 一维多自由度有限长周期结构

上一节针对一个一维单自由度有限长周期结构，利用能带结构进行分析，证明所有特征值

只能分布在通带内．本节将介绍多自由度有限长周期结构的情况．
２．１　 基于单胞结构的特征值分布

这里首先给出一个基于单胞结构的振动特征值分布估计，以图 ３ 所示结构为例．假设整个

结构由图 ４ 所示单胞，共 Ｎ 段组成，整个结构的特征值问题为

　 　 Ｋｘ ＝ ω ２Ｍｘ， （１２）
其中 Ｋ 和 Ｍ 分别为结构的组集刚度矩阵和质量矩阵， ｘ 和 ω２ 分别为结构的特征向量和特征值．

图 ３　 有限长周期结构 图 ４　 第 ｉ 个单胞

Ｆｉｇ．３　 Ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ

本小节将证明：对于有限长周期结构，其特征值的分布范围不超过单胞结构的特征值分布

范围．
根据文献［１８］，特征值可以通过变分原理求解

　 　 δ［ｘＴ（ω ２Ｍ － Ｋ）ｘ］ ＝ ０， （１３）
其中，变分只对位移 ｘ 取．特征值应使上式方括号内为 ０，故

　 　 ω ２ ＝ ｘＴＫｘ
ｘＴＭｘ

＝ Ｕ
Ｔ

（１４）

称为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商，物理意义上讲就是势能 Ｕ ＝ ｘＴＫｘ ／ ２ 与动能 Ｔ ＝ ｘＴＭｘ ／ ２ 的比值．变分式（１３）
也可写成 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商的极值
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最小振动特征值 ω ２
ｍｉｎ 和最大振动特征值 ω ２

ｍａｘ 分别为
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现在分析 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商，其中 Ｕ 是整体结构的势能，等同于各个单胞结构的势能之和．同理，
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整体结构的动能 Ｔ 也可以表示成各个单胞结构的动能之和，故 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商可表示为

　 　 Ｕ
Ｔ

＝ ｘＴＫｘ
ｘＴＭｘ

＝
∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｕｉ

∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｔｉ

， （１７）

其中 Ｕｉ 和 Ｔｉ 分别是第 ｉ 个单胞结构的势能和动能．从物理意义上讲：Ｕｉ 代表了第 ｉ 个单胞结构对

整个周期结构总势能 Ｕ 的贡献，而 Ｔｉ 代表了第 ｉ 个单胞结构对整个周期结构总动能 Ｔ 的贡献．显
然有 Ｕｉ，Ｕ ｊ ≥０，Ｔｉ，Ｔ ｊ ＞ ０，假设 Ｕｉ ／ Ｔｉ ≤ Ｕ ｊ ／ Ｔ ｊ 时，有 Ｕｉ ／ Ｔｉ ≤（Ｕｉ ＋ Ｕ ｊ） ／ （Ｔｉ ＋ Ｔ ｊ） ≤ Ｕ ｊ ／ Ｔ ｊ， 因

此可以给出 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商的一个范围的估计：
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结合式（１８）和式（１６）可得
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实际上， ｍｉｎ（Ｕｉ ／ Ｔｉ） 和 ｍａｘ（Ｕｉ ／ Ｔｉ） 是第 ｉ 个单胞结构的最小振动特征值和最大振动特征值，
这就证明了本小节的结论．一个有限长周期结构的单胞结构的特征值是确定的，这就意味着无

论一个有限长周期结构的单胞数目 Ｎ 取多大，其作为一个整体结构的振动特征值都只能处在

单胞结构的最小振动特征值和最大振动特征值之间，而结构的单胞数目 Ｎ 是没有限制的．因此

当 Ｎ 比较大时，特征值的个数越来越多，就会出现密集特征值了．
对于近似周期结构，这里的结论仍然适用，所不同的是对于近似周期结构，各单胞的特征

值将不再完全相同，但是其整体特征值仍然处在所有单胞的最小特征值和最大特征值之间，因
此如果单胞数目 Ｎ 比较大时，仍然会出现密集特征值．这就解释了许多周期或近似周期结构如

高层建筑、路桥、大跨度屋盖、声子晶体等结构中密集特征值出现的原因．从本小节的分析过程

可以看出，本小节的结论不仅适用于一维周期结构，也适用于二维和三维周期结构．
本小节仅给出关于特征值分布的一个粗略估计，表明有限长周期结构特征值只能分布在

有限区域内，是有上下界的．但是对于一维多自由度周期结构，还可以利用能带结构理论进行

更为精细地分析．
２．２　 两端固定

上小节中对于有限长周期结构特征值分布的估计，可以解释有限长周期结构特征值密集

分布的原因．结合上一小节的结论，本小节针对一维有限长周期结构特征值分布问题，利用固

体物理中的能带理论给出更为精细的估计．
对于一个多自由度周期结构，其状态向量的传递形式仍然如式（６）所示［１７］，其中 Ｓ的特征

值分析十分重要．
　 　 ＳΦ ＝ ΦΛ， （２０）

式中 Φ为 Ｓ 的特征向量矩阵，Λ 为其特征值构成的对角矩阵．把式（２０）代入式（６），显然有

　 　 ｖＮ ＝ ΦΛＮΦ－１ｖ０ ． （２１）
因为矩阵 Ｓ是辛矩阵，对于某一个频率ω，Ｓ的特征值总是成对出现，分别表征向左和向右

的波，并记为 Λ１ 和 Λ２（且有 Λ１ ≤ １， Λ２ ≥ １），相应的特征向量分别记为 Φ１ 和 Φ２ ．且有

　 　 Λ１Λ２ ＝ Ｉ， （２２）
上式中， Ｉ 是单位矩阵．利用展开定理，可令
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÷÷ ， ｂｎ ＝

ｂｎ，１

ｂｎ，２
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è
çç

ö

ø
÷÷ ， Φ ＝ Φ１ Φ２( ) ． （２４）

把式（２３）代入式（２１）则有

　 　 ｂｎ ＝ Λｎｂ０， （２５）
ｂｎ 是待定系数．假设单胞一个边界上的位移为 ｎｂ 个，则上式中，ｖＮ 和 ｖ０ 中有４ｎｂ 个未知量，因此

还需要边界条件．首先分析两端固定的情况，此时：
　 　 ｕ０ ＝ ｕＮ ＝ ０． （２６）

根据式（２２） ～ （２５）和（２６）得

　 　
Φ１１ｂ０，１ ＋ Φ１２ｂ０，２ ＝ ０，

Φ１１ΛＮ
１ ｂ０，１ ＋ Φ１２ΛＮ

２ ｂ０，２ ＝ ０ ．{ （２７）

根据式（２７），并利用矩阵范数理论可得

　 　
‖ｂ０，１‖２ ≤ ‖Φ－１

１１ Φ１２‖２‖ｂ０，２‖２，

‖ｂ０，２‖２ ≤ ‖Λ１‖２Ｎ
２ ‖Φ－１

１２ Φ１１‖２‖ｂ０，１‖２ ．
{ （２８）

把式（２８）中的两个不等式合并：

　 　
‖ｂ０，２‖２ ≤ ‖Λ１‖２Ｎ

２ Ｃ‖ｂ０，２‖２，

Ｃ ＝ ‖Φ－１
１２ Φ１１‖２‖Φ－１

１１ Φ１２‖２ ．
{ （２９）

一般来说，有限长周期结构的振动模态分为扩展态和局部态．扩展态的特征值分布在通带

里面，而局部态的特征值分布在禁带内．如果频率落在禁带内，则必然有 Λ１ ＜ １， Λ２ ＞ １．
也即：‖Λ１‖２Ｎ

２ ＜ １．如果Ｃ为有限值，则必然存在一个Ｎ使得‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ ＜ １，此时要使不等式

（２９） 成立，只有‖ｂ０，２‖２ ＝ ０， 即表明 ｂ０，２ 与 ｂ０，１ 皆为零向量．因此当Ｎ很大时，‖Λ１‖２Ｎ
２ 很小，

要使 ｂ０，２ 与 ｂ０，１ 非 ０， 则只有‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ≥１， 也就要求 Ｃ很大， 此时要求Φ１２ 或者Φ１１ 接近奇

异．而当 Φ１２ 或者 Φ１１ 奇异时，此时 Ｃ 是无限值，从而使得 ｂ０，１ 和 ｂ０，２ 有值，此时即要求行列式

Φ１１ ＝ ０， Φ１２ ＝ ０，注意到Φ１１ 和Φ１２ 是频率ω 的函数，其零点附近分布了所有的局部态特征

值．当Ｎ足够大时，要使‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ≥１，Φ１２ 或者Φ１１ 需要接近奇异，这意味着，局部态的特征值

十分接近 Φ１１ ＝ ０， Φ１２ ＝ ０ 的零点，或者就是其零点．如果局部态特征值很多，也只能落在其

零点附近，因此分布也必然很稠密．
综上分析，对于一个两边固定有限长的周期结构来说，如果该结构的单胞数目 Ｎ 足够大，

当频率落在禁带内时，仅局部态有特征值和本征向量．如果局部态的特征值很多时，其分布是

稠密的．如果局部态数目有限时，大多数特征值只有落在通带内，当 Ｎ 增大时，通带范围有限，
从而导致出现密集特征值的现象．
２．３　 一端固定，一端自由

当考虑一端固定，一端自由的情况时，即有边界条件：
　 　 ｕ０ ＝ ｆＮ ＝ ０． （３０）

此时，根据式（２２） ～ （２５）和（３０）得

　 　
Φ１１ｂ０，１ ＋ Φ１２ｂ０，２ ＝ ０，

Φ２１ΛＮ
１ ｂ０，１ ＋ Φ２２ΛＮ

２ ｂ０，２ ＝ ０ ．{ （３１）

类似地，根据式（３１）和矩阵范数理论可得
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　 　 ‖ｂ０，２‖２ ≤ ‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ‖ｂ０，２‖２， Ｃ ＝ ‖Φ－１

２２ Φ２１‖２‖Φ－１
１１ Φ１２‖２ ． （３２）

根据不等式（３２）同样可见，当频率落在禁带内，则必然有 Λ１ ＜ １， Λ２ ＞ １． 也即

‖Λ１‖２Ｎ
２ ＜ １，如果Ｃ为有限值，必然存在一个Ｎ使得‖Λ１‖２Ｎ

２ Ｃ ＜ １，此时要使不等式（３２） 成

立，只有 ‖ｂ０，２‖２ ＝ ０，即表明 ｂ０，２ 与 ｂ０，１ 皆为零向量．要使频率落在禁带内，存在局部态，仅当

‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ ＞ １，如果 Ｎ较大时，‖Λ１‖２Ｎ

２ ≪１，因此 Ｃ必须很大，这就要求Φ２２ 或者Φ１１ 接近奇

异．而当 Φ２２ 或者 Φ１１ 奇异时，行列式 Φ１１ ＝ ０， Φ２２ ＝ ０，此时 Ｃ 无穷．注意到 Φ１１ 和 Φ２２ 是频

率 ω 的函数，因此局部态特征值必然十分接近行列式 Φ１１ ＝ ０， Φ２２ ＝ ０ 的零点，或者就是其

零点．这表明局部态特征值由 Φ１１ ＝ ０， Φ２２ ＝ ０ 的零点决定，如果局部态特征值很多，也只能

分布在其零点附近，因此分布必然很稠密．如果局部态特征值的数目有限，则大多数特征值只

有落在通带内，当 Ｎ 增大时，通带范围有限，从而导致出现密集特征值的现象．
２．４　 一般情况

当考虑一般情况的边界条件时，可以假设边界条件为

　 　 Ａｖ０ ＝ ０， ＢｖＮ ＝ ０， （３３）
上式中， Ａ 和 Ｂ 取不同值，对应不同情况，比如当令

　 　 Ａ ＝ Ｂ ＝ Ｉ ０( ) （３４）
时，有

　 　 Ａｖ０ ＝ ｕ０， ＢｖＮ ＝ ｕＮ ． （３５）
对于一般情况，根据式（２２） ～ （２５）和（３３）得

　 　
ＡΦ１ｂ０，１ ＋ ＡΦ２ｂ０，２ ＝ ０，

ＢΦ１ΛＮ
１ ｂ０，１ ＋ ＢΦ２ΛＮ

２ ｂ０，２ ＝ ０ ．{ （３６）

类似地，利用矩阵范数理论可得

　 　 ‖ｂ０，２‖２ ≤ ‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ‖ｂ０，２‖２， Ｃ ＝ ‖（ＢΦ２）

－１ＢΦ１‖２‖（ＡΦ１）
－１ＡΦ２‖２ ． （３７）

如果 Ｃ为有限值，同时频率落在禁带内，则必然有 Λ１ ＜ １， Λ２ ＞ １．也即‖Λ１‖２Ｎ
２ ＜ １，

因为 Ｃ 为有限值，必然存在一个 Ｎ 使得 ‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ ＜ １，此时只有 ‖ｂ０，２‖２ ＝ ０，ｂ０，２ 与 ｂ０，１ 皆

为零向量．因此局部态特征值存在的必要条件是‖Λ１‖２Ｎ
２ Ｃ ＞ １，当Ｎ很大时，‖Λ１‖２Ｎ

２ ≪１，因
此 Ｃ必须很大，这就要求 ＢΦ２ 或者 ＡΦ１ 接近奇异．而当 ＢΦ２ 或者 ＡΦ１ 奇异时，行列式 ＡΦ１ ＝
０， ＢΦ２ ＝ ０，此时Ｃ无穷．注意到ＡΦ１ 和ＢΦ２ 是频率ω的函数，因此局部态特征值必然十分接

近式 ＡΦ１ ＝ ０， ＢΦ２ ＝ ０ 的零点，或者就是其零点．这表明局部态的数目仅由行列式 ＡΦ１ ＝
０， ＢΦ２ ＝ ０ 的零点决定，如果局部态特征值很多，也只能分布在其零点附近，因此分布也必

然很稠密．
综上分析，当该结构的单胞数目 Ｎ 足够大，频率落在禁带内时，仅有局部态有特征值和特

征向量．如果局部态的特征值很多时，其分布必然稠密．如果局部态特征值的数目有限，则大多

数特征值只有落在通带内．当 Ｎ 增大时，由于通带范围有限，从而导致出现密集特征值的现象．

３　 数 值 试 验

算例 １　 分析图 １ 所示有限长周期排列的弹簧⁃质量模型，该模型的刚度矩阵和质量矩阵

分别为
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对于这里所考虑的单胞，其刚度矩阵和质量矩阵可以分别写为

　 　 Ｋｉ ＝
ｋａ ＋ ｋｃ － ｋａ

－ ｋａ ｋａ

é

ë

ê
ê

ù

û
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ë
ê
ê

ù
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ú
ú （３９）

以及左边端部 Ｋ０ ＝ ｋａ，Ｍ０ ＝ ０．５ｍ 和右边端部 ＫＮ ＝ ｋａ ＋ ｋｃ，ＭＮ ＝ ０．５ｍ ．现在令 ｋａ ＝ ２，ｋｃ ＝ １，
ｍ ＝ １， 则单胞的最小和最大特征值分别为： ０．８７７ 和 ９．１２３， 单胞数目 Ｎ 分别取为 １０、１００ 和

１ ０００，计算该周期结构的特征值的最大值和最小值，计算结果分别列于表 １．
表 １　 特征值的上下界

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ

ｅｎｅｒｇｙ ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ １．０００ ０００ ０００ ０ ９．０００ ０００ ０００ ０

ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ０．８７６ ８９４ ３７４ ４ ９．１２３ １０５ ６２５ ６

Ｎ ＝ １０ １．１６２ ０２８ １０５ ５ ８．８３７ ９７１ ８９４ ５

Ｎ ＝ １００ １．００１ ９３４ ８７０ ８ ８．９９８ ０６５ １２９ ２

Ｎ ＝ １ ０００ １．０００ ０１９ ６９９ ８ ８．９９９ ９８０ ３００ ２

　 　 在表 １ 中，第 ２ 行给出通带结构的最小和最大特征值，第 ３ 行给出单胞结构的最小特征值和

最大特征值，而第 ４～６ 行分别给出 Ｎ ＝ １０， １００ 和 １ ０００ 时的有限长周期的最大和最小特征值．
通过表 １ 可以发现，当 Ｎ选取不同值时，结构特征值的分布均落在单胞结构的最小和最大特征

值之间，也都落在通带特征值内；同时还可以发现，通过能带分析而得到的估计要比对于单胞

结构分析给出的估计更为精确．当 Ｎ 变大时，特征值的下界和上界逐渐逼近通带内的最小和最

大特征值．在特征值分布范围不变的情况下，随着 Ｎ 的增大，特征值的个数越来越多，分布越来

越密集．实际计算发现，当 Ｎ ＝ １ ０００ 时，相邻特征值之间最小差值仅为 ５．９１×１０－５，而当 Ｎ ＝ １０
时，相邻特征值之间最小差值则为 ０．４７３．数值算例同时验证了本文分析结论的正确性．

算例 ２　 一个一维长周期结构如图 ５ 所示，图 ６ 给出其单胞结构，其中各杆的面积相同，１～３

号杆的刚度均为 Ｅ１Ａ ＝ ２，长度均为 ｌ１ ＝ １，而 ４ ～ ５ 号杆的刚度为 Ｅ２Ａ ＝ １０，长度为 ｌ２ ＝ ２ ．所
有球的质量均为ｍ ＝ ２．为验证本文结论，取Ｎ ＝ ２０ 和 ２００，左端固定，右端边界条件分固定和自

由两种情况，分别分析其单胞结构、能带结构以及基于整体结构的特征值．计算表明单胞结构

的最小和最大特征值分别为：０ 和 １７３．２５９，而该周期结构的通带特征值区间共有 ３ 段：［０，
４０］，［７０．７１０ ７，８２．３５７ ８］和［８８．４４８ ０， １１０．７１０ ７］，其余区间为禁带．而整体结构的特征值分

布如图 ７、８ 所示，其中圆圈标记的是落在禁带内的特征值．
由图 ７、８ 知，所有情况的特征值均落在单胞结构的最小和最大特征值分别为：０ 和

１７３􀆰 ２５９ 之间．当 Ｎ 较大时，特征值分布开始较密集，而对于所有的情况，其扩展态的特征值均

分布于通带内．对于两种边界条件，其局部态特征值数目均与单胞数目 Ｎ 无关．当右端固定时，
无论 Ｎ 取何值，都有两对重特征值处于禁带内，为局部态，分别为 ４９．２９９ ３ 和 ５５．３５５ ３．这是因

为两端固定时为对称结构，所有振动也是对称的，出现重特征值．当右端自由时，无论 Ｎ 取何

值，都有 ３ 个局部态的特征值，分别为 ４９．２９９ ３、５５．３５５ ３ 和 １２９．４８９ ８．仔细分析可见，特征值

４９．２９９ ３ 和 ５５．３５５ ３ 恰好使得 Φ１１ 奇异，而 １２９．４８９ ８ 使得 Φ２２ 奇异．根据 ２．１ 和 ２．２ 小节的分

５２１１有限长周期结构的密集特征值



图 ５　 周期桁架结构 图 ６　 桁架结构的单胞

Ｆｉｇ．５　 Ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｔｒｕｓｓ Ｆｉｇ．６　 Ａ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｕｓｓ

图 ７　 两端固定

Ｆｉｇ．７　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｕｓｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ ｆｉｘｅｄ

图 ８　 左端固定，右端自由

Ｆｉｇ．８　 Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｕｓｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄ ｆｉｘｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｆｒｅｅ

析表明，当 Ｎ 足够大时，对于两端固定问题，局部态的特征值由 Φ１１ ＝ ０ 决定，而对于左端固

定，右端自由问题，局部态的特征值由 Φ１１ ＝ ０ 和 Φ２２ ＝ ０ 共同决定，无论边界条件如何选

取，扩展态的特征值均落在通带内．这些结论在本算例中均得到验证．图 ９ 绘制了右端自由时 ３
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个禁带特征值所对应的振动模态．由图 ９ 可见，３ 个局部振动模态中，两个是在左端部附近振

动，一个是在右端部附近振动，这 ３ 个局部态都是由边界条件引起的．对于两端固定时，左端部

的局部态与右端部的局部振动模态对称，并且其左端局部振动模态与右端自由工况中的左端

局部振动模态相同，因此这里不再画出．由于特征值大多落在通带内（除有限个局部态特征值

之外），而通带范围有限，这导致特征值分布密集．同时所有的特征值均落在单胞结构的最小和

最大特征值之间，因此当 Ｎ 增加时，特征值分布也变密．

（ａ） 局部振动模态特征值 ω２ ＝ ４９．２９９ ３

（ａ） Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ （ω２ ＝ ４９．２９９ ３） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌｏｃａｌｉｚｅｄ ｖｉｂｒａｔｏｒｙ ｍｏｄｅ

（ｂ） 局部振动模态特征值 ω２ ＝ ５５．３５５ ３

（ｂ） Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ （ω２ ＝ ５５．３５５ ３） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌｏｃａｌｉｚｅｄ ｖｉｂｒａｔｏｒｙ ｍｏｄｅ

（ｃ） 局部振动模态特征值 ω２ ＝ １２９．４８９ ８

（ｃ） Ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ （ω２ ＝ １２９．４８９ ８） ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌｏｃａｌｉｚｅｄ ｖｉｂｒａｔｏｒｙ ｍｏｄｅ
图 ９　 局部振动模态

Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文对有限长周期结构密集特征值现象进行了分析，通过能带结构和单胞结构的特征值

两种手段，给出了有限长周期结构特征值的分布估计．其中，基于能带结构的估计结果要比基

于单胞结构的特征值范围估计结果更加精细．通过分析表明，有限长周期结构的特征值分布会

随着结构单胞数目的增加而变得密集．对于有限长近似周期结构，其特征值分布也会随着结构

单胞数的增加而变得密集，其特征值均落在单胞结构的最小和最大特征值之间．对于一维有限

长周期结构，当单胞数目 Ｎ足够大时，其局部态特征值或者数目有限，或者分布稠密．当 Ｎ增大

时，通带范围有限，扩展态特征值都落在通带范围内，从而亦导致出现密集特征值的现象．最
后，通过两个数值算例验证了本文的结论．本文只是给出了密集特征值出现的一条思路，供大

家探讨．
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ｐｌｅｃｔｉｃ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ，
２００５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｃｌｏｓｅ Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ
Ｗｉｔｈ Ｆｉｎｉｔｅ Ｕｎｉｔ Ｃｅｌｌｓ

ＷＵ Ｆｅｎｇ，　 ＧＡＯ Ｑｉａｎｇ，　 ＺＨＯＮＧ Ｗａｎ⁃ｘｉｅ
（Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ；

Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｄａｌｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｄａｌｉａｎ， Ｌｉａｏｎｉｎｇ １１６０２４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＺＨＯＮＧ Ｗａｎ⁃ｘｉｅ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒ ａ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ， ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｗｈｅｒｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｅｘｉｓｔｅｄ
ｗａｓ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ． Ａ ｍｏｒｅ ｐｒｅｃｉｓｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎ⁃
ｖａｌｕｅ ｄｉｓｔｒｉｕｔｉｏｎ ｒａｎｇｅ ｆｏｒ ａ ｏｎｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ ｗａｓ ｐｒｅｓｅｎ⁃
ｔｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｂａｎｄ ｔｈｅｏｒｙ ｉｎ ｓｏｌｉｄ ｐｈｙｓｉｃｓ． Ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｅｉｇｅｎ⁃
ｖａｌｕｅｓ， ｔｈｅ ｃｌｏｓｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｗａｓ ｍａｄｅ ｃｌｅａｒ． Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｆｏｒ ａ
ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ， ｔｈｅ ｌａｒｇｅｒ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ ｉｓ， ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｒ ｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ａｒｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｓｔｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ； ｃｌｏｓｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ； ｅｎｅｒｇｙ ｂａｎｄ； ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）

（２００９ＣＢ９１８５０１）

９２１１有限长周期结构的密集特征值


