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摘要：　 研究了基于梯度依赖的非局部摩擦模型下圆弧滑裂面土坡的稳定性，并对梯度依赖的非

局部材料参数进行讨论与分析，研究了此参数对土坡安全系数的影响，从微观的角度分析宏观工

程问题发挥机理的本质，发现带微观性质的非局部材料参数变化时，土坡安全系数变化虽然不大，
但变化趋势很明显．当讨论土体相关参数对安全系数的影响时，根据梯度依赖的非局部摩擦模型与

局部摩擦模型的对比，发现安全系数对内摩擦角的变化比较敏感，可为工程中土坡治理提供参考

依据．
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引　 　 言

在边坡、深基坑等岩土工程的设计中，岩土的稳定性计算、分析与评价十分重要，边坡的稳

定性往往是控制工程设计的重要条件之一．由于岩土介质的复杂性，岩土工程稳定性的计算至

今尚未成熟，对岩土工程稳定性问题的研究仍是工程界需要长期研究的一个课题．
边坡稳定性分析的主要方法是［１］：工程类比法、极限平衡分析法、数值计算分析法，而目

前对边坡稳定性分析多采用属于力学范畴的极限平衡分析法．极限平衡分析法是以条分法为

基础，１９１６ 年由瑞典人 Ｐｅｔｔｅｒｓｏｎ 等提出，后经 Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ， Ｔａｙｌｏｒ 等人进行改进．１９５５ 年 Ｂｉｓｈｏｐ
提出了修改安全系数的理论，推动了条分法的发展．此后，Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｍ⁃Ｐｒｉｃｅ 法、Ｓｐｅｎｃｅｒ 法、Ｊａｎ⁃
ｂｕ 的普通条分法、Ｓａｒｍａ 法是对条分法的发展和补充［２］ ．２００６ 年，刘华丽、朱大勇、钱七虎等提

出了基于滑裂面正应力分布假设的方法分析边坡的稳定性［３⁃４］，此方法假设正应力的分布为插
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值函数的形式，较以前的分析方法得出的安全系数精度高，但是这种方法的计算仍然是数值分

析的问题，计算量比较大［５］ ．
１９９９ 年，Ｍａｕｌｄｏｎ 与 Ｕｒｅｔａ 运用最小势能的原理来处理一种特殊形状岩质棱柱体，提出了

一种新求解边坡稳定性的方法［６］，然而其适用的范围很窄．此后，我国的李铀、李小强等学者将

其进行改进推广，其计算过程简单，也不存在数值分析方面的问题，现在能运用于一般的边坡

稳定性分析中，这使得边坡的稳定性分析上升了一个新台阶［７⁃９］ ．
然而，土体滑坡、土体稳定问题是土体非局部滑移问题，土体间的摩擦也是一种非局部摩

擦．因此，以前的一些分析计算均基于局部作用原理，无疑是有其局限性的．本文在文献［６⁃８］
的基础上利用最小势能法，对基于梯度依赖的非局部摩擦模型下土坡滑裂面处的土体剪应力

的变化情况进行了分析，对衡量土坡稳定性的安全系数进行了讨论．

１　 基 本 方 程

如图 １ 所示，土坡滑裂面为圆弧滑裂面，滑体为刚体，滑裂面上某一点的剪应力为 τ，法向

应力为 σ ．假设滑体在滑弧上会产生弹性变形，并且滑体只在滑动的方向上产生位移，不产生

侧向位移；假设滑体在外力 Ｆ（Ｆｘ，Ｆｙ） 的作用下会产生位移 ｄ（ｄｘ，ｄｙ），而且存在一个位移

ｄ∗（ｄ∗
ｘ ，ｄ∗

ｙ ） 使得滑体的势能最小；假设该系统为弹性守恒系统．

图 １　 土坡滑裂面示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｓｏｉｌ ｓｌｏｐｅ ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ

图 １ 所示，微弧段 ｄｓ 的长度为

　 　 ｄｓ ＝ １ ＋ ｙ′ ２ ｄｘ ＝ ｒ

ｒ２ － （ｘ － ｘ０） ２
ｄｘ， （１）

其中， ｒ 为圆弧的半径．在文献［９］中已经证实：微弧段的变形可以用法向的弹簧进行模拟，并
且弹簧刚度与弧长呈正比关系．因此，微弧段的法向刚度为

　 　 ｋ ＝ ｍ·ｄｓ， （２）
其中， ｍ 为材料常数，可依据基床系数方法中的比例系数来确定．由图 １ 可知，微弧段的单位外

法线向量为

　 　 ｅ（ｘ） ＝ { ｅ１（ｘ），ｅ２（ｘ） } ＝ ｘ － ｘ０

ｒ
，
－ ｒ２ － （ｘ － ｘ０） ２

ｒ{ } ． （３）

所以，微弧段 ｄｓ 所存储的势能 ｄＵ 为
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　 　 ｄＵ ＝ １
２

ｋ［ｄ·ｅ（ｘ）］ ２ ． （４）

因此，滑体总的势能 Ｕ 为

　 　 Ｕ ＝ ∫ｄＵ － Ｆ·ｄ ＝

　 　 　 　 ∫ｘ２
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　 　 　 　 ２
ｒ
ｄｘｄｙ［（ｘ２ － ｘ０） ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２］ － （ｄ２

ｘ － ｄ２
ｙ）［ ｒ２ － （ｘ２ － ｘ０） ２ （ｘ２ － ｘ０） －

　 　 　 　 ｒ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２ （ｘ１ － ｘ０）］ } － Ｆｘｄｘ － Ｆｙｄｙ ． （５）

要使系统的势能最小必须满足下列平衡方程：

　 　 ∂Ｕ
∂ｄｘ

＝ ０， ∂Ｕ
∂ｄｙ

＝ ０， （６）

方程（６）可解出 ｄｘ 和 ｄｙ， 计算方法与文献［９］相同．

２　 方程的求解

２．１　 基于梯度依赖的非局部摩擦模型下的摩擦阻力的计算

根据非局部场论、非局部微极场论［１０⁃１２］ 和非局部摩擦模型及其近似解［１３⁃１４］，基于梯度依

赖的非局部摩擦理论可以表示为

　 　 τ ＝ σ－ ｔａｎ φ ＋ ｃ ＝ （σ ＋ λ Ñ
２σ）ｔａｎ φ ＋ ｃ， （７）

其中， σ－ 为考虑非局部摩擦滑动面上的正应力；φ 为土的内摩擦角；ｃ 为土粒间的内聚力；λ 为

常数，且 λ ＝ ｋｌ２，ｋ 为材料常数，ｌ 为材料内部的长度参数．方程（７）表明某一点的应力不仅与该

点的受力状态有关，而且还和该点有限大小领域内其它点的应力状态有关，即依赖于该点应力

的二阶梯度．方程（７）就是基于梯度依赖的非局部摩擦模型．
沿圆弧的正应力可表示为

　 　 σ（ｘ） ＝ ｋ［ｄ·ｅ（ｘ）］
ｄｓ

＝ ｍ ｄｘ

ｘ － ｘ０

ｒ
＋ ｄｙ

－ ｒ２ － （ｘ － ｘ０） ２

ｒ

æ

è
çç
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ø
÷÷ ． （８）

由方程（６）可得， ｄｘ 和 ｄｙ 的解为

　 　 ｄｘ ＝
ｂ１

ｍａ
， ｄｙ ＝

ｂ２

ｍａ
， （９）

其中， ａ，ｂ１，ｂ２ 均为可求的常数，其数值分别为

　 　 ａ ＝ ２（ｘ２ － ｘ０） ２（ｘ１ － ｘ０） ２ － ｒ２［（ｘ２ － ｘ０） ２ ＋ （ｘ１ － ｘ０） ２］ ＋

　 　 　 　 ２（ｘ２ － ｘ０）（ｘ１ － ｘ０） ｒ２ － （ｘ２ － ｘ０） ２ ｒ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２ ＋

　 　 　 　 ｒ４ ａｒｃｔａｎ
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－ ａｒｃｔａｎ

ｘ１ － ｘ０
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÷÷ ， （１０）
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　 　 ｂ１ ＝ ２ｒ（ｘ２ － ｘ１） {Ｆｘ［（ｘ２ － ｘ０） ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２］ ＋

　 　 　 　 Ｆｙｒ２ ａｒｃｔａｎ
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÷÷ } ， （１１）

　 　 ｂ２ ＝ － ２ｒ（ｘ２ － ｘ１） {Ｆｘ［（ｘ２ － ｘ０） ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２］ ＋

　 　 　 　 Ｆｙｒ２ ａｒｃｔａｎ
ｘ２ － ｘ０

ｒ２ － （ｘ２ － ｘ０） ２
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ｒ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２
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è
çç
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　 　 　 　 Ｆｙ［ ｒ２ － （ｘ２ － ｘ０） ２ （ｘ２ － ｘ０） － ｒ２ － （ｘ１ － ｘ０） ２ （ｘ１ － ｘ０）］ } ． （１２）

于是滑裂面处的摩阻应力可表示为

　 　 τ ＝
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ａ
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÷ ｔａｎ φ ＋ ｃ ． （１３）

２．２　 土坡安全系数的计算

本文采用了 Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ 提出的瑞典圆弧滑裂面模型对土坡稳定性安全系数进行计算，即滑

裂面上全部抗滑力矩与滑动力矩之比，表示如下：

　 　 ｆｓ ＝
ＭＮ

ＭＴ
． （１４）

由式（１３）可知，基于梯度依赖的非局部摩擦模型滑面处的抗滑力为

　 　 Ｎ ＝ ∫ｄＮ ＝ ∫τ（ｄｓ） ＝

　 　 　 　 ∫ｘ２
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÷ ｄｘ ． （１５）

于是，抗滑力矩为

　 　 ＭＮ ＝ Ｎ × ｒ ＝

　 　 　 　 ｒ∫ｘ２
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１ － λ·ｒ２
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ｃ·ｒ

ｒ２ － （ｘ － ｘ０） ２
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÷ ｄｘ ． （１６）

本文只考虑自重产生的下滑力矩，如图 １ 所示，将滑裂面划分为三角形和圆弧两部分．三
角形部分的面积 Ｓｔ 和重心坐标 Ｇ ｔ（ｘｔ，ｙｔ） 很容易得到，圆弧部分通过以下计算获得．

圆弧部分对应的圆心角 α 为

　 　 α ＝ ａｒｃｓｉｎ
（ｘ０ － ｘ１）（ｙ２ － ｙ１） － （ｙ０ － ｙ１）（ｘ２ － ｘ１）

ｒ２
． （１７）

于是，圆弧部分的面积 Ｓｃ 为

　 　 Ｓｃ ＝
１
２

ｒ２（α － ｓｉｎ α） ． （１８）
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扇形 ＤＡＢ 的重心到圆心 Ｄ的距离为 ４ｒｓｉｎ（α ／ ２） ／ （３α） ［１５］ ．因此，圆弧部分的重心 Ｇｃ 到圆心 Ｄ
的距离 ｄＤＧ 为

　 　 ｄＤＧ ＝

１
２

αｒ２ｄＤＧ － １
２

ｒ２ｓｉｎ α × ２
３

ｒｃｏｓ α
２

Ｓｃ

＝
４ｒｓｉｎ３ α

２
３（α － ｓｉｎ α）

． （１９）

于是，圆弧部分的重心坐标 Ｇｃ（ｘｃ，ｙｃ） 为

　 　

ｘｃ ＝ ｘ０ ＋
ｙ２ － ｙ１

（ｙ２ － ｙ１） ２ ＋ （ｘ２ － ｘ１） ２
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ｄＤＧ ．
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ï
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（２０）

所以，整个滑体的重心坐标 ＧＬ（ｘＬ，ｙＬ） 为

　 　
ｘＬ ＝

Ｓｔｘｔ ＋ Ｓｃｘｃ
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Ｓｔ ＋ Ｓｃ
；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

重力产生的下滑力矩为

　 　 ＭＴ ＝ γ（Ｓｔ ＋ Ｓｃ） × （ｘＬ － ｘ０）， （２２）
其中， γ 为土的容重．把式（１６）和（２２）代入式（１４），可得安全系数 ｆｓ 为

　 　 ｆｓ ＝ { ｒ∫ｘ２
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æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｔａｎ φ ＋

æ

è
çç

　 　 　 　
ｃ·ｒ

ｒ２ － （ｘ － ｘ０） ２

ö

ø
÷ ｄｘ } { １

２
γ（ （ｘ３ － ｘ１）（ｙ２ － ｙ１） －

　 　 　 　 （ｙ３ － ｙ１）（ｘ２ － ｘ１） ＋ ｒ２（α － ｓｉｎ α））（ｘＬ － ｘ０） } ． （２３）

３　 算例与分析

３．１　 算例

假设有一土坡高 Ｈ ＝ ３０ ｍ，坡比为 １ ∶ １．５，土的容重 γ ＝ ２０ ｋＮ ／ ｍ３，内摩擦角 φ ＝ １８°，内聚

力 ｃ ＝ ３０ ｋＰａ，半径 ｒ ＝ ５１．８４１ ｍ，图示各点的坐标如表 １ 所示．
表 １　 图 １ 所示点的坐标

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｉｎ ｆｉｇ．１

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｐｏｉｎｔ

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ

ｘ １０ ６６ ４６ １８．６５３

ｙ １０ ４０ ４０ ６１．１１４

　 　 将表 １ 坐标值代入式（１７） ～ （２１），可得土坡滑体各部分重心坐标，如表 ２ 所示．
根据式（１３）的计算，滑裂面处的摩阻应力为

　 　 τ（ｘ） ＝ １０ －６ × （０．６４７ｘ ＋ ０．４３０ ２ ６８７．４８９ － （ｘ － １８．６５３） ２ ） ＋

　 　 　 　 １３．８９１λ

（ ２ ６８７．４８９ － （ｘ － １８．６５３） ２ ） ３
＋ ３０． （２４）
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由式（２３），可得安全系数 ｆｓ 为

　 　 ｆｓ ＝
ＭＮ

ＭＴ

＝ １４８ ８８６．４４５ ＋ ０．９９０ ６λ
１３６ ２８２．３９３

＝ １．０９２ ＋ ０．９９０ ６
１３６ ２８２．３９３

λ ． （２５）

表 ２　 土坡滑体各部分重心坐标

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｌｏｐｅ ｌａｎｄｓｌｉｄｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｇｒａｖｉｔｙ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｐｏｉｎｔ

Ｇｔ Ｇｃ ＧＬ

ｘ ４０．６６７ １９．０９０ ２７．４９０

ｙ ３０ ６０．２８２ ４８．５０１

３．２　 分析结果

１） 非局部材料参数对滑裂面处剪应力的影响

取弦长 ＡＢ 的 ０．０５ 倍作为非局部材料的参照长度，如图 ２ 所示，给出了非局部摩擦模型

（λ ＝ ０．３ ｍ）和局部摩擦模型 （λ ＝ ０） 两种模型下的滑裂面剪应力差值分布．由图 ２ 可知，滑动

面上的点离坐标原点越远非局部摩擦的剪应力差值越大，即非局部摩擦效应越明显．当 ｘ 值到

达最大时，其剪应力的差值也达到最大值．

图 ２　 非局部摩擦模型和局部摩擦模型 图 ３　 非局部摩擦模型滑裂面处

下的滑面剪应力差值分布图 剪应力的分布情况

Ｆｉｇ．２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅｅｒ ｓｔｒｅｓｓ Ｄ⁃ｖａｌｕｅ Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｈｅａｒ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ
ｌｏｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

如图 ３ 所示，给出了非局部摩擦材料尺寸参数 λ ＝ ０，λ ＝ ０．３ ｍ，λ ＝ ０．５ ｍ，λ ＝ ０．８ ｍ时滑

裂面处剪应力的分布情况．从而可知，材料尺寸参数 λ 增加时，非局部摩擦与局部摩擦两种模

型相应的剪应力差值呈指数形式增加．这说明随着材料尺寸参数的增大，非局部效应变得更加

明显，剪应力增加也越快．
２） 非局部材料参数对安全系数的影响

图 ４ 给出了非局部摩擦模型与局部摩擦模型的安全系数 ｆｓ 的曲线．由图 ４ 可知，考虑非局

部摩擦效应计算得出的安全系数要比局部摩擦模型算出的安全系数大，随着非局部材料尺寸

参数的增加，安全系数也增加．因此，基于局部摩擦模型计算出来的安全系数会稍微偏小，在实

际工程计算中显得保守．
３） 非局部摩擦与局部摩擦两种模型内聚力的变化对安全系数的影响

结合式（２３）和算例，给出了土坡在非局部摩擦模型 （λ ＝ ０．３ ｍ）和局部摩擦模型下，安全
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图 ４　 非局部摩擦稳定安全系数 ｆｓ 与材料参数 λ 的关系

Ｆｉｇ．４　 Ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｓａｆｅｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｆｓ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ λ

系数 ｆｓ 与内聚力 ｃ 的关系曲线，如图 ５ 所示．
图 ５ 表明在两种摩擦模型下的安全系数 ｆｓ 都随内聚力 ｃ的增大而增加．基于梯度依赖的非

局部摩擦模型与局部摩擦模型所得出的土坡安全系数 ｆｓ，在内聚力 ｃ 不同时，两种模型的安全

系数曲线几乎重合，这说明对于不同的内聚力，土坡滑裂面处的非局部摩擦效应不明显．这是

因为基于梯度依赖的非局部摩擦效应体现在滑裂面正应力的二阶梯度上，而内聚力与正应力

的二阶梯度联系不紧密．
４） 非局部摩擦与局部摩擦两种模型内摩擦角的变化对安全系数的影响

图 ６ 给出了土坡在非局部摩擦模型与局部摩擦模型下，安全系数 ｆｓ 与内摩擦角 φ 的关系

曲线．图 ６ 表明内摩擦角 φ 的改变对安全系数 ｆｓ 有较大影响，在考虑基于梯度依赖的非局部摩

擦模型中，内摩擦角 φ 的改变对安全系数 ｆｓ 的影响非常大．

图 ５　 非局部摩擦和局部摩擦 图 ６　 非局部摩擦和局部摩擦

两种模型的 ｆｓ ⁃ｃ 曲线 两种模型的 ｆｓ ⁃φ 曲线

Ｆｉｇ．５　 ｆｓ ⁃ｃ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ Ｆｉｇ．６　 ｆｓ ⁃φ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ

ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ

４　 结　 　 论

１） 对基于梯度依赖的非局部摩擦模型土坡滑裂面处的摩阻力进行了相应的计算与分析．
得出以下结论：距离圆心点的水平距离越远，滑裂面处的剪应力差值越大，且呈非线性快速增

长，即非局部摩擦效应越明显；基于梯度依赖非局部摩擦模型的材料参数 λ 的增大，对应的剪

应力差值也增大．
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２） 讨论了基于梯度依赖的非局部材料尺寸参数对土坡安全系数的影响，研究结果表明，
随着非局部材料尺寸参数的增加，土坡的安全系数呈线性增加，说明采用局部摩擦模型研究土

坡的稳定性，其计算结果会偏小．
３） 研究了相关参数对土坡稳定性安全系数的影响，研究表明在非局部摩擦和局部摩擦两

种模型下，考虑不同的内聚力对安全系数的影响时，两种模型计算的结果差异很小．考虑内摩

擦角对安全系数的影响时，非局部摩擦模型土坡稳定性安全系数的增长更快，也就是说土坡稳

定性安全系数对于土体内摩擦角的变化较敏感．因此，改变内摩擦角是提高土坡稳定性安全系

数的较好方式．
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１８１１基于梯度依赖的非局部摩擦模型的土坡稳定性分析


