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摘要：　 浅拱采用竖向、转动方向弹性约束时，自振频率和模态与理想的铰支 ／固结边界存在差异，
不同约束刚度将改变外激励下的非线性响应及各种分岔产生的参数域．由浅拱基本假定建立无量

纲动力学方程， 采用在频率和模态中考虑约束刚度大小的方法，通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 全离散和多尺度摄

动分析导出极坐标、直角坐标形式的平均方程， 其中方程系数与约束刚度一一对应．用数值方法分

析了周期激励下竖向弹性约束系统最低两阶模态之间 １ ∶ ２ 内共振时的动力行为， 所得结果与有限

元的对比以及平均方程系数的收敛性证明了所采用方法是可行的．随着激励幅值、频率的变化存在

若干分岔点，分岔发生时的参数分布与约束刚度值有关，在由分岔点连接的不稳定区或共振区附

近，存在一系列稳态解、周期解、准周期解和混沌解窗口，且随参数的变化可观测到倍周期分岔．
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引　 　 言

拱在土木、机械与航天航空等领域有广泛的应用，在低阻尼、轻质量的情况下外激励将引

起结构大幅振动，甚至出现分岔和混沌．文献［１⁃４］对周期激励下两端铰支浅拱发生内共振时

的分岔和混沌特性进行了研究；文献［５］则研究了一端铰支一端转动弹性约束曲梁的非线性

相互作用； 文献［６⁃７］研究了周期激励和水平参数激励联合作用下浅拱的非线性振动特性与

分岔行为； 文献［８］研究了弹性地基上集中移动荷载作用下浅拱的动力跳跃； 文献［９］研究了

两端竖向弹性约束浅拱在脉冲荷载作用下的动力屈曲特性．拱结构的精确动力分析在很多情

况下需考虑复杂的边界，如系杆拱桥、弹性约束的机械拱臂 ／曲梁中，拱结构与相邻结构共同受

力， 基础变形引起的附加惯性力将对结构力学特性产生影响， 此时， 将其考虑为弹性约束更

加合理．
本文针对两端均采用竖向、转动弹性约束浅拱，在系统的自振频率和模态中考虑弹性约束

刚度大小，进而通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 全离散及多尺度摄动法［１０］得到平均方程．以 １ ∶ ２ 内共振为例，采
用数值方法全面分析两端竖向弹性约束时系统的非线性响应和分岔特性．
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１　 动力学方程与非线性模态

图 １ 所示为直角坐标系 Ｏ⁃ｘｙ下跨径为 ｌ 的两端弹性约束拱，其中 ｋ１，ｋ２ 为两端竖向支撑刚

度，ｋ３，ｋ４ 为两端转动支撑刚度，ψ（ｘ） 为初始时刻的拱轴线形，在 ｔ 时刻外荷载 ｆ
　
（ｘ， ｔ） 作用下

发生水平位移 ｗ（ｘ， ｔ） 和竖直位移 ｕ（ｘ， ｔ）， 其动力学控制方程与边界条件可写为［１０］
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上述式中 Ｎ０ 为初始轴向力；ｅ ＝ ｗ ｘ^ － ｗ２
ｘ^ ＋ ｕ ｘ^ψ ｘ^ ＋ ｕ２

ｘ^ ／ ２ ＋ ψ２
ｘ^ ／ ２；Ｅ， ρ，Ａ，Ｉ 分别为弹性模量、密度、

截面积和惯性矩．对于浅拱有基本假定： ① 平截面假定； ② 不考虑剪切变形和转动惯量； ③

忽略纵向惯性； ④ 零初始轴力．可知式（１ａ）右边与 Ｎ０ 均等于 ０，另外 １ ／ １ ＋ ψ２
ｘ^ ≈１ － ψ２

ｘ^ ／ ２；
将这些条件与 ｅ代入式（１） 中展开，利用边界条件 ｘ ＝ ０， ｗ ＝ ０ 以及 ｘ ＝ ｌ，ｗ ＝ ０ 进行积分并忽

略三阶以上的非线性项； 引入无量纲变量
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其中 ｒｘ 为转动半径，动力学方程与边界条件可写为
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式中 μ为加入的阻尼系数，ＦｃｏｓΩ ｔ ＝ （ ｌ４ ／ ＥＩｒｘ） ｆ
　
（ｘ， ｔ） 为周期激励．式（４） 中阻尼、外荷载及非

线性项去掉后所得线性方程可求解自振特性，设 ｎ 阶频率 ωｎ 对应标准化正交模态 ϕｎ（ｘ），有

∫１
０
ϕｍϕｎｄｘ ＝ 〈ϕｍ，ϕｎ〉 ＝ δｍｎ（δ 是 Ｄｉｒａｃ 函数），假定 ψ（ｘ） ＝ ｂｓｉｎ πｘ，其中矢高 ｂ ＝ ｂ ／ ｒｘ，则 ϕｎ（ｘ）
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可表示为

　 　 ϕｎ（ｘ） ＝ ｃ１ｃｏｓ ω１ ／ ２
ｎ ｘ ＋ ｃ２ｓｉｎ ω１ ／ ２

ｎ ｘ ＋ ｃ３ｃｏｓｈ ω１ ／ ２
ｎ ｘ ＋ ｃ４ｓｉｎｈ ω１ ／ ２

ｎ ｘ ＋ ｃ５ｓｉｎ πｘ， （６）
其中 ｃｉ 是系数，将其代入式（５），式（４）对应线性方程可得

　 　 ｋ１ｃ１ － ω３ ／ ２ｃ２ ＋ ｋ１ｃ３ ＋ ω３ ／ ２ｃ４ － π３ｃ５ ＝ ０， （７ａ）
　 　 （ω３ ／ ２ｓｉｎ ω１ ／ ２ － ｋ２ｃｏｓ ω１ ／ ２）ｃ１ － （ω３ ／ ２ｃｏｓ ω１ ／ ２ ＋ ｋ２ｓｉｎ ω１ ／ ２）ｃ２ ＋ π３ｃ５ ＋
　 　 　 　 （ω３ ／ ２ｓｉｎｈ ω１ ／ ２ － ｋ２ｃｏｓｈ ω１ ／ ２）ｃ３ ＋ （ω３ ／ ２ｃｏｓｈ ω１ ／ ２ － ｋ２ｓｉｎｈ ω１ ／ ２）ｃ４ ＝ ０， （７ｂ）
　 　 ｃ１ω ＋ ｋ３ω１ ／ ２ｃ２ － ωｃ３ ＋ ｋ３ω１ ／ ２ｃ４ ＋ ｋ３πｃ５ ＝ ０， （７ｃ）
　 　 （ωｃｏｓ ω１ ／ ２ ＋ ｋ４ω１ ／ ２ｓｉｎ ω１ ／ ２）ｃ１ ＋ （ωｓｉｎ ω１ ／ ２ － ｋ４ω１ ／ ２ｃｏｓ ω１ ／ ２）ｃ２ ＋ ｋ４πｃ５ －
　 　 　 　 （ωｃｏｓｈ ω１ ／ ２ ＋ ｋ４ω１ ／ ２ｓｉｎｈ ω１ ／ ２）ｃ３ － （ωｓｉｎｈ ω１ ／ ２ ＋ ｋ４ω１ ／ ２ｃｏｓｈ ω１ ／ ２）ｃ４ ＝ ０， （７ｄ）
　 　 Γ１ｃ１ ＋ Γ２ｃ２ ＋ Γ３ｃ３ ＋ Γ４ｃ４ ＋ Γ５ｃ５ ＝ ０， （７ｅ）

其中

　 　 Γ１ ＝ １ ＋ ｃｏｓ ω１ ／ ２
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， Γ２ ＝ ｓｉｎ ω１ ／ ２
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，
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２ω
＋ π
ｂ２ω

－ ω
ｂ２π３ ．

由 ｃｉ 的系数矩阵对应的行列式等于０求解ωｎ 和ϕｎ（ｘ） ．通过系统参数变化时频率、模态的

规律来分析弹性约束系统的自振特性．具体做法是假定某一参数在一定区间内变化而其余参

数保持不变，由式（７）中 ｃｉ 的系数矩阵进行计算．由于所得方程为超越方程，实际采用 Ｍａｔｈ⁃
ｅｍａｔｉｃａ 软件中的 Ｆｉｎｄｒｏｏｔ 命令搜索求解．

图 １　 竖向弹性支撑浅拱结构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｈａｌｌｏｗ ａｒｃｈ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

２　 １ ∶ ２ 内共振平均方程

为分析方便及使阻尼效应、激励与非线性项同阶，定义小参数 ε用 μ→ ε２μ，Ｆ→ ε３Ｆ，并将

式（４）写为

　 　 ｕ ＋ Ｌｕ ＝ Ｇ２（ｕ１，ｕ２） ＋ Ｇ３（ｕ１，ｕ２，ｕ３） － ε２μｕ － ε３Ｆｃｏｓ Ω ｔ， （８）
上标点表示对 ｔ微分，线性自伴随微分算子 Ｌｕ ＝ ｕ″″ － ψ″〈ｕ′，ψ′〉，Ｇ２ 和 Ｇ３ 分别为 ２、３ 次非线性

微分算子，且 Ｇ２（ｕ１，ｕ２） ＝ ｕ″
１〈ｕ′

２，ψ′〉 ＋ ψ″〈ｕ′
１，ｕ′

２〉 ／ ２，Ｇ３（ｕ１，ｕ２，ｕ３） ＝ ｕ″
１〈ｕ′

２，ｕ′
３〉 ／ ２，上标撇表示

对 ｘ 微分．采用多尺度法进行全离散，将 ｕ 一致展开为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
¥

ｋ ＝ １
ｒｋ（ ｔ）ϕｋ（ｘ）， （９）

式中 ｒｋ 是广义坐标，将其代入式（８）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 积分可得

　 　 ｒｋ ＋ ω２
ｋ ｒｋ ＝ ∑

¥

ｉ ＝ １
∑

¥

ｊ ＝ １
Λｋｉｊｒｉｒ ｊ ＋ ∑

¥
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∑
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　 　 　 　 ε３ ｆｋｃｏｓ Ω ｔ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，¥， （１０）
其中

　 　 Λｋｉｊ ＝ 〈ϕｋ，Ｇ２（ϕｉ，ϕ ｊ）〉， Γｋｉｊｈ ＝ 〈ϕｋ，Ｇ３（ϕｉ，ϕ ｊ，ϕｈ）〉， ２μｋ ＝ 〈μ，ϕ２
ｋ〉， ｆｋ ＝ 〈Ｆ，ϕｋ〉 ．

将 ｒｋ 展开为

　 　 ｒｋ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
¥

ｉ ＝ １
εｉｒｋｉ（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）， （１１）

式中 Ｔｉ ＝ εｉ ｔ（ ｉ ＝ ０，１，２），且 ∂ ／ ∂ｔ ＝∑¥

ｉ ＝ ０
εｉＤｉ，Ｄｉ ＝ ∂ ／ ∂Ｔｉ ．考虑 ｍ 和 ｎ 阶模态之间的 １∶ ２ 内共

振，引入调谐参数 σ１ 和 σ２，
　 　 ωｎ ＝ ２ωｍ ＋ εσ２， Ω ＝ ωｉ ＋ εσ１ 　 　 （ ｉ ＝ ｍ，ｎ）， （１２）

分别描述 ωｎ 和 ωｍ 之间，Ω 与 ωｍ（ωｎ） 之间的接近程度．将式（１１）代入式（１０）展开并利用时间

参数的独立性可得各阶近似方程

ε
　 　 Ｄ２

０ｒｋ１ ＋ ω２
ｋ ｒｋ１ ＝ ０， （１３）

ε２

　 　 Ｄ２
０ｒｋ２ ＋ ω２

ｋ ｒｋ２ ＝ － ２Ｄ１Ｄ０ｒｋ１ ＋ ∑
¥

ｉ ＝ １
∑

¥

ｊ ＝ １
Λｋｉｊｒｉ１ｒ ｊ１， （１４）

ε３

　 　 Ｄ２
０ｒｋ３ ＋ ω２

ｋ ｒｋ３ ＝ － ２Ｄ１Ｄ０ｒｋ２ － Ｄ２
１ｒｋ１ － ２Ｄ２Ｄ０ｒｋ１ － ２μｋＤ０ｒｋ１ ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｉ ＝ １
∑

¥

ｊ ＝ １
Λｋｉｊ（ ｒｉ１ｒ ｊ２ ＋ ｒｉ２ｒ ｊ１） ＋ ∑

¥

ｉ ＝ １
∑

¥

ｊ ＝ １
∑

¥

ｈ ＝ １
Γｋｉｊｈｒｉ１ｒ ｊ１ｒｈ１ － ｆｋｃｏｓ Ω ｔ ． （１５）

式（１３）中一阶近似方程的解可写为

　 　 ｒｋ１ ＝ Ａｋ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｉωｋＴ０ ＋ ＣＣ， （１６）
其中 ＣＣ 表示前面复数项的共轭项，将上式代入式（１４）可得

　 　 Ｄ２
０ｒｋ２ ＋ ω２

ｋ ｒｋ２ ＝

　 　 　 　 － ２ｉωｋＤ１ＡｋｅｉωｋＴ０ ＋ ∑
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Λｋｉｊ（ＡｉＡ ｊｅｉ（ωｉ＋ω ｊ）Ｔ０ ＋ ＡｉＡ

－

ｊｅｉ（ωｉ－ω ｊ）Ｔ０） ＋ ＣＣ ． （１７）

由消除共振项的条件可得

　 　
２ｉωｍＤ１Ａｍ ＝ Ｓ１ＡｎＡ

－

ｍｅｉσ２Ｔ１，

２ｉωｎＤ１Ａｎ ＝ Ｓ２Ａ２
ｍｅ

－ｉσ２Ｔ１，
２ｉωｋＤ１Ａｋ ＝ ０　 　 （ｋ ≠ ｍ，ｎ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１８）

其中 Ｓ１ ＝ Λｍｍｎ ＋ Λｍｎｍ，Ｓ２ ＝ Λｎｍｍ ．由于系统响应只与发生非线性相互作用的模态有关，式（１７）
的解可写为

　 　 ｒｋ２ ＝
Ｓ１

４ω２
ｍ

ＡｎＡ
－

ｍｅｉ（ωｎ－ωｍ）Ｔ０δｋｍ ＋
Ｓ２

４ω２
ｎ

Ａ２
ｍｅ２ｉωｍＴ０δｋｎ ＋

Λｋｍｍ

ω２
ｋ

ＡｍＡ
－

ｍ ＋
Λｋｎｎ

ω２
ｋ － ４ω２

ｎ

Ａ２
ｎｅ２ｉωｎＴ０ ＋

　 　 　 　
Λｋｍｍ

ω２
ｋ － ４ω２

ｍ

Ａ２
ｍｅ２ｉωｍＴ０（１ － δｋｎ） ＋

Λｋｎｎ

ω２
ｋ

ＡｎＡ
－

ｎ ＋
Λｋｍｎ ＋ Λｋｎｍ

ω２
ｋ － （ωｎ ＋ ωｍ） ２ ＡｍＡｎｅｉ（ωｎ＋ωｍ）Ｔ０ ＋

　 　 　 　
Λｋｍｎ ＋ Λｋｎｍ

ω２
ｋ － （ωｎ － ωｍ） ２ ＡｎＡ

－

ｍｅｉ（ωｎ－ωｍ）Ｔ０（１ － δｋｍ） ＋ ＣＣ ． （１９）

将式（１９）、 （１６）代入式（１５）化简可将三阶近似方程写成
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Ｄ２
０ｒｍ３ ＋ ω２

ｍｒｍ３ ＝ － ２ｉωｍ（Ｄ２Ａｍ ＋ μｍＡｍ）ｅｉωｍＴ０ ＋

　 　 ＳｍｍＡ２
ｍＡ

－

ｍｅｉωｍＴ０ ＋ ＳｍｎＡｍＡｎＡ
－

ｎｅｉωｍＴ０ － ｆｍｃｏｓ Ω ｔ ＋ ＮＳＴ ＋ ＣＣ，

Ｄ２
０ｒｎ３ ＋ ω２

ｎｒｎ３ ＝ － ２ｉωｎ（Ｄ２Ａｎ ＋ μｎＡｎ）ｅｉωｎＴ０ ＋ ＳｎｎＡ２
ｎＡ
－

ｎｅｉωｎＴ０ ＋

　 　 ＳｍｎＡｎＡｍＡ
－

ｍｅｉωｍＴ０ － ｆｎｃｏｓ Ω ｔ ＋ ＮＳＴ ＋ ＣＣ，

Ｄ２
０ｒｋ３ ＋ ω２

ｋ ｒｋ３ ＝ ０　 　 （ｋ ≠ ｍ，ｎ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２０）

式中 ＮＳＴ 表示非共振项，系数 Ｓｍｍ，Ｓｎｎ，Ｓｍｎ 的具体表达式如下：

　 　 Ｓｍｍ ＝
１０Λ２

ｍｍｍ

３ω２
ｍ

＋
９Λｎｍｍ（Λｍｍｎ ＋ Λｍｎｍ）

４ω２
ｎ

＋ ３Γｍｍｍｍ ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｊ ＝ １， ｊ≠ｍ，ｎ
（Λｍｍｊ ＋ Λｍｊｍ）

２Λ ｊｍｍ

ω２
ｊ

＋
Λ ｊｍｍ

ω２
ｊ － ４ω２

ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２１）

　 　 Ｓｎｎ ＝
１０Λ２

ｎｎｎ

３ω２
ｎ

＋
２９Λｍｎｎ（Λｎｎｍ ＋ Λｎｍｎ）

１５ω２
ｍ

＋ ３Γｎｎｎｎ ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｊ ＝ １， ｊ≠ｍ，ｎ
（Λｎｎｊ ＋ Λｎｊｎ）

２Λ ｊｎｎ

ω２
ｊ

＋
Λ ｊｎｎ

ω２
ｊ － ４ω２

ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２２）

　 　 Ｓｍｎ ＝
４Λｍｎｎ（Λｎｍｎ ＋ Λｎｎｍ）

１５ω２
ｍ

＋
Λｎｎｎ（Λｍｍｎ ＋ Λｍｎｍ）

２ω２
ｍ

＋
（Λｍｍｎ ＋ Λｍｎｍ） ２

８ω２
ｍ

＋

　 　 　 　
４ΛｍｎｎΛｍｍｍ

ω２
ｍ

＋ ２（Γｍｎｎｍ ＋ Γｍｎｍｎ ＋ Γｍｍｎｎ） ＋

　 　 　 　 ∑
¥

ｊ ＝ １， ｊ≠ｍ，ｎ
（Λｍｊｎ ＋ Λｍｎｊ）（Λ ｊｍｎ ＋ Λ ｊｎｍ）

１
ω２

ｊ － ９ω２
ｍ

＋ １
ω２

ｊ － ω２
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　
２Λ ｊｎｎ

ω２
ｊ

（Λｍｍｊ ＋ Λｍｊｍ）
ù

û

ú
ú
， （２３）

上述 ３ 式中∑符号前为共振模态项，∑内为非共振模态项．由式（２０） 和式（１８） 中消除永年

项条件，以及变量时间导数的多尺度表达式 Ａ ＝ εＤ１Ａ ＋ ε２Ｄ２Ａ ＋ …， 可得到求解方程：

　 　 ２ｉωｍ（Ａｍ ＋ μｍＡｍ） ＝ Ｓ１ＡｎＡ
－

ｍｅｉσ２Ｔ１ ＋ ＳｍｍＡ２
ｍＡ

－

ｍ ＋ ＳｍｎＡｍＡｎＡ
－

ｎ － １
２

ｆｍｅｉσ１Ｔ１， （２４）

　 　 ２ｉωｎ（Ａｎ ＋ μｎＡｎ） ＝ Ｓ２Ａ２
ｍｅ

－ｉσ２Ｔ１ ＋ ＳｎｎＡ２
ｎＡ
－

ｎ ＋ ＳｍｎＡｎＡｍＡ
－

ｍ － １
２

ｆｎｅｉσ１Ｔ１ ． （２５）

将摄动解 Ａｍ 和 Ａｎ 写为极坐标形式

　 　 Ａ ｊ ＝
１
２

ａ ｊｅｉβｊ，　 　 ｊ ＝ ｍ，ｎ， （２６）

其中， ａ ｊ 和 β ｊ 均为实函数．将其代入式（２４）、 （２５）展开， 分离实、 虚部可得极坐标形式的平均

方程：

　 　 ａｍ ＝ － μｍａｍ ＋
Ｓ１

４ωｍ
ａｎａｍｓｉｎ γ１ ＋

ｆｍ
２ωｍ

ｓｉｎ γ２， （２７ａ）

　 　 ａｍ βｍ ＝ －
Ｓ１

４ωｍ
ａｍａｎｃｏｓ γ１ －

Ｓｍｍ

８ωｍ
ａ３
ｍ －

Ｓｍｎ

８ωｍ
ａｍａ２

ｎ ＋
ｆｍ

２ωｍ
ｃｏｓ γ２， （２７ｂ）
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　 　 ａｎ ＝ － μｎａｎ －
Ｓ２

４ωｎ
ａ２
ｍｓｉｎ γ１ ＋

ｆｎ
２ωｎ

ｓｉｎ γ３， （２７ｃ）

　 　 ａｎ βｎ ＝ －
Ｓ２

４ωｎ
ａ２
ｍｃｏｓ γ１ －

Ｓｎｎ

８ωｎ
ａ３
ｎ －

Ｓｍｎ

８ωｎ
ａｎａ２

ｍ ＋
ｆｎ

２ωｎ
ｃｏｓ γ３， （２７ｄ）

其中 γ１ ＝ βｎ － ２βｍ ＋ σ２Ｔ１，γ２ ＝ βｍ － σ１Ｔ１，γ３ ＝ βｎ － σ１Ｔ１ ．设 ｐｉ ＝ ａｉｃｏｓ βｉ，ｑｉ ＝ ａｉｓｉｎ βｉ（ ｉ ＝ ｍ，
ｎ）， 代入式（２７）化简可得直角坐标形式的平均方程：

　 　 ｐｍ ＝ － μｍｐｍ ＋ χ
ｍｑｍ ＋

Ｓ１

４ωｍ
（ｐｍｑｎ － ｑｍｐｎ） ＋

　 　 　 　
Ｓｍｍ

８ωｍ
ｑｍ（ｐ２

ｍ ＋ ｑ２
ｍ） ＋

Ｓｍｎ

８ωｍ
ｑｍ（ｐ２

ｎ ＋ ｑ２
ｎ）， （２８ａ）

　 　 ｑｍ ＝ － μｍｑｍ － χ
ｍｐｍ －

Ｓ１

４ωｍ
（ｐｍｐｎ ＋ ｑｍｑｎ） －

　 　 　 　
Ｓｍｍ

８ωｍ
ｐｍ（ｐ２

ｍ ＋ ｑ２
ｍ） －

Ｓｍｎ

８ωｍ
ｐｍ（ｐ２

ｎ ＋ ｑ２
ｎ） ＋

ｆｍ
２ωｍ

， （２８ｂ）

　 　 ｐｎ ＝ － μｎｐｎ ＋ χ
ｎｑｎ ＋

Ｓ２

２ωｎ
ｐｍｑｍ ＋

Ｓｎｎ

８ωｎ
ｑｎ（ｐ２

ｎ ＋ ｑ２
ｎ） ＋

Ｓｍｎ

８ωｎ
ｑｎ（ｐ２

ｍ ＋ ｑ２
ｍ）， （２８ｃ）

　 　 ｑｎ ＝ － μｎｑｎ － χ
ｎｐｎ －

Ｓ２

４ωｎ
（ｐ２

ｍ － ｑ２
ｍ） －

　 　 　 　
Ｓｎｎ

８ωｎ
ｐｎ（ｐ２

ｎ ＋ ｑ２
ｎ） －

Ｓｍｎ

８ωｎ
ｐｎ（ｐ２

ｍ ＋ ｑ２
ｍ） ＋

ｆｎ
２ωｎ

， （２８ｄ）

对于 ｍ 阶主共振 χ
ｍ ＝ σ１， χ

ｎ ＝ ２σ１ － σ２； 对于 ｎ 阶主共振 χ
ｍ ＝ （σ１ ＋ σ２） ／ ２， χ

ｎ ＝ σ１ ．稳态解

可通过在式（２７） 或（２８） 中令 ａ ｊ ＝ β ｊ ＝ ０ 或 ｐ ｊ ＝ ｑ ｊ ＝ ０ （ ｊ ＝ ｍ，ｎ） 获得，一般先选取远离共振区

的参数进行积分得到一组解，再利用拟弧长延拓法［１１］ 确定随参数变化的整条曲线，稳定性由

Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的特征值判断．本文采用 ＸＰＰＡＵＴ［１２］软件的 ＡＵＴＯ 程序来实现求解过程．

３　 数 值 分 析

采用数值方法计算本文方法所得频率、 模态， 并与有限元法进行对比验证；验证平均方

程系数的收敛性， 并得到不同 ｋｉ 时的平均方程系数； 以最低两阶模态（ｍ ＝ １， ｎ ＝ ２） 的 １∶ ２内

共振为对象， 研究 ｋｉ 取不同值时系统的一阶模态主共振．计算过程取 μｍ ＝ ０．００６， μｎ ＝ ０．００８，
ｋ３ ＝ ０，ｋ４ ＝ ０， 即数值分析仅考虑竖向弹性约束情况．
３．１　 系统频率与模态验证

图 ２ 给出了（ａ） ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ １００ 和（ｂ） ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ ５００ 两种情况下系统前几阶频率随

ｂ 的变化规律．由图 ２（ａ）可知当 ｂ 在（０，４０］内增加时，１～２ 阶，３～４ 阶，５～６ 阶模态之间的频率

在相互接近时发生交叉，各阶频率在 ｂ 处于如图 ２（ａ）所示的位置存在 １ ∶ ２ 的关系； 而由图 ２
（ｂ）可知当 ｂ ∈ （０，４０］ 时，１～２ 阶，３～４ 阶，５ ～ ６ 阶模态之间的频率在相互接近时发生转向，
各阶频率在如图 ２（ｂ）所示位置存在 １ ∶ ２ 的关系．由于交叉与转向的不同，两种情况下出现 １ ∶ ２
比例关系的模态存在差异，例如 ｂ ≈１５．０ 时前者是 ω６ ＝ ２ω３，后者是 ω６ ＝ ２ω４ ．模态之间是否存

在 １ ∶ ２ 内共振及系统的非线性行为与平均方程系数有关，而平均方程系数直接由相互作用模

态的形状和对称性决定．
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（ａ） ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １００ （ｂ） ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ ５００

图 ２　 频率 ω 随矢高 ｂ 的变化示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｗｉｔｈ ａｒｃｈ ｒｉｓｅ ｂ

以（ａ） ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ １００ 和（ｂ） ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ ５００ 两种情况下 ω２ ＝ ２ω１ 的自振特性为对象，
图 ３ 给出了本文方法所得模态与有限元结果的对比．两种方法通过式（３）进行量纲转换，其中

有限元分析的参数为： 截面 ０．１×０．１ ｍ２， ｌ ＝ １０ ｍ， Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ， ρ ＝ ７ ８５０ ｋｇ·ｍ－３， ｋ１ ＝
１ ７５ × １０２ ｋＮ·ｍ－１， ｋ２ ＝ １．７５ × １０２（８．７５ × １０２） ｋＮ·ｍ－１， ｂ ＝ ０．１１２（０．１１６） ｍ，有限元计算模

态进行了归一化．由图 ３ 可知：两种方法所得模态形状相同，模态峰值差异均小于平均值的

５％，前四阶频率的相对差值最大为 ０．７％； 两种情况下模态两端均不为 ０，这是弹性约束引起

的，另外第一种情况模态具有对称性或反对称性，而第二种情况模态则不具有（反）对称性．

（ａ） ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １００

（ｂ） ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ ５００

图 ３　 本文方法所得前四阶模态与有限元结果对比图

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

３．２　 平均方程系数

式（２１） ～（２３）中 Ｓｉｊ 是与模态相关的无穷项之和， 除了与共振模态有关外， 随着所截取模态

阶数Ｎ的增加非共振部分逐渐衰减．为验证这些系数的收敛性， 表１给出了它们与Ｎ的关系．结果

显示，各系数当Ｎ增至某一值时均迅速收敛，当Ｎ再进一步增加时其变化值相对平均值均小于
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１％，收敛之后即可作为平均方程系数．
表 １　 平均方程系数随截取模态阶数的变化表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｏｒｄｅｒ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｏｒｄｅｒ Ｎ ｆｏｒ ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １００

６ ７ ８ ９ １０ １１

ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｏｒｄｅｒ Ｎ ｆｏｒ ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ ５００

６ ７ ８ ９ １０ １１
Ｓｍｍ ５ ０７７．０２１ ５ ０７６．５８６ ５ ０８６．７５６ ５ ０８６．７４３ ５ ０８６．８３０ ５ ０８６．５５１ ３４．５５０ ３４．５２１ ３４．８３０ ３４．８０４ ３４．３２２ ３４．９２４

Ｓｎｎ ６２５．１１４ ６２５．０５９ ６２６．２０７ ６２６．１９４ ６２６．２８１ ６２６．００２ １８．１４６ １７．９９８ １９．１８４ １９．１５９ １９．１７７ １９．１７８

Ｓｍｎ １ ３５５．３９７ １ ３５５．０９６ １ ３６０．６３４ １ ３６３．５５７ １ ３６４．９６０ １ ３６４．９６０ １３．８７５ １３．７５０ １４．９６１ １４．９２４ １４．９２１ １４．９２１

　 　 考虑 ｋ１ ＝ １００，２００，５００ 三种情况，图 ４ 给出了 Ｓｉｊ 和 Ｓｉ 在 ｋ２ ∈ ［１０２，５ × １０４］ 时的分布规

律，其中横坐标为对数坐标，纵坐标为直角坐标．从中可知： ① ｋ１， ｋ２ 的取值互换前后各系数不

变，如 ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ ２００ 和 ｋ１ ＝ ２００，ｋ２ ＝ １００ 时 Ｓｍｍ 均为 ２ ４６５．６１，这是由于虽然 ｋ１ ≠ ｋ２ 时模

态不对称且两端不为 ０，但 ｋ１，ｋ２ 取值互换前后的模态关于跨中对称，组成系数的Λｋｉｊ 和Γｋｉｊｈ 相

同．② 图 ４（ａ） ～ （ｃ）所示 ｋ２ 变化的过程中，ｋ１ ＝ ５００ 时各系数最平稳，ｋ１ ＝ １００ 时各系数起伏最

大；另一方面，Ｓｍｍ 和 Ｓｍｎ 在 ｋ２ 越大时越稳定，ｋ２ 较小时变化明显，尤以 ｋ２ ＝ １００，２００最显著，Ｓｎｎ

随 ｋ２ 的变化规律刚好相反，但总体上变化值相对小．③ Ｓ１ 和 Ｓ２ 的大小为 ２ ∶ １，这与文献［１３］中
基于动能、弹性势能的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 公式得到 Λｍｍｎ ＋ Λｍｎｍ ＝ ２Λｎｍｍ 的结论一致．图 ４（ｄ）中结果

显示模态耦合系数 Ｓ１ 和 Ｓ２ 在 ｋ１ ＝ ｋ２ 时等于 ０，而 ｋ１ ≠ ｋ２ 时不等于 ０，这决定了系统的非线性

行为，当 ｋ１ ＝ ｋ２ 时对称或反对称的正交模态使组成系数的 Λｋｉｊ 为 ０，而 ｋ１ ≠ ｋ２ 时不对称的正交

模态使得耦合系数不为 ０，这样两种情况下虽然均有 ωｎ ＝ ２ωｍ， 但是前者无 １ ∶ ２ 内共振，后者

有模态的非线性相互作用和 １ ∶ ２ 内共振．这是本文研究的出发点，也是与理想的对称铰支 ／固
支浅拱［１４］的不同之处．

图 ４　 平均方程系数与竖向约束刚度 ｋ１， ｋ２ 的关系

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｖｓ． ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ１， ｋ２
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鉴于平均方程系数对非线性行为、分岔特性的重要性以及图 ４ 中各系数的分布规律，在
后续分析中取 ｋ１ ＝ １００，２００，５００，ｋ２ ∈ ［１０２，５ × １０４］ 来考察外激励下动力系统的各类解．
３．３　 激励幅值的影响

图 ５ 给出了 ｋ１ ＝ １００ 而 ｋ２ 在［１０２，５ × １０４］ 内取不同值时的激励幅值响应曲线，其中 σ１ ＝
０．０５，σ２ ＝ ０．０５，Ｆ是激励幅值， ｆ１ ＝ 〈Ｆ， ϕ１〉 直接激发模态响应， ｆ２ ＝ ０，ａ１，ａ２ 为极坐标形式的

模态响应．由图５可知，ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ １００时系统只有一阶响应 ａ１ 且无分岔点，没有模态相互作用，这
是由系数 Ｓ１（Ｓ２）＝ ０引起的；ｋ２ 取其他不同值时 ａ１，ａ２ 的响应曲线均类似，当Ｆ从 ０ 开始增加时

图 ５　 激励幅值响应曲线 （ｋ１ ＝ １００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ．５　 Ｆｏｒｃｅ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ （ｋ１ ＝ １００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）

（ａ） 鞍结分岔 （ｂ） Ｈｏｐｆ 分岔

（ａ） Ｓａｄｄｌｅ ｎｏｄｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ （ｂ） Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
图 ６　 系统分岔时约束刚度激励幅值的关系图

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｖｓ． ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｏｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

稳态解均遇到两个鞍结分岔点，两个分岔点之间的解不稳定，随Ｆ 的增加解曲线遇到一个 Ｈｏｐｆ
分岔点，在 Ｆ 进一步增加时解失去稳定性．然而 ｋ２ 取不同值时各种分岔对应的 Ｆ 值有所不同．
图 ５显示 ｋ２ ＝ ５００和５０ ０００时各种分岔对应的Ｆ值均较大，且此时系统响应 ａ１，ａ２ 也相对较大；
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而 ｋ２ 取其他值时各种分岔对应的 Ｆ 值比较接近且 Ｆ 相对较小．
图 ６ 进一步对各种 ｋ１，ｋ２ 时的鞍结分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔对应的激励幅值 Ｆ 进行了汇总．图 ６

（ａ）所示 ３ 组 ｋ１ 中上、下支分别表示发生两次鞍结分岔时的两个 Ｆ 值，当 Ｆ 在［０，１．５］ 内增加

时，上支（Ｆ较大） 对应的鞍结分岔先发生，且 ｋ２ ＝ ｋ１ 时均无分岔．对于 ｋ２ ≠ ｋ１，ｋ２ 较小和较大时

鞍结分岔均对Ｆ值敏感，且前者 ｋ１ 越大对应Ｆ值越小，后者 ｋ１ 越大对应Ｆ值越大；而 ｋ２ 在［１０３，
２ × １０４］ 内取值时鞍结分岔对应的 Ｆ 很平稳．图 ６（ｂ）所示的 Ｈｏｐｆ 分岔显示， ｋ２ ＝ ｋ１ 时无 Ｈｏｐｆ

图 ７　 激励幅值变化时主共振周期解 （ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ．７　 Ｐｅｒｉｏｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｖｓ． ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
（ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）

（ａ） Ｆ ＝ ０．１２４ ５， Ｔ ＝ ２１５．６ （ｂ） Ｆ ＝ ０．１２８ ９， Ｔ ＝ ４２９．７

（ｃ） Ｆ ＝ ０．１３０ ７， Ｔ ＝ ８６１．６ （ｄ） Ｆ ＝ ０．１４０ ８， Ｔ ＝ ∞
图 ８　 倍周期分岔相图 （ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ．８　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｉｎ （ｐ１ ⁃ｑ１） ｐｈａｓｅ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄ⁃ｄｏｕｂｌｉｎｇ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

（ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５）
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分岔，这同样是由于此时正（反）对称模态使得平均方程系数 Ｓ１（Ｓ２）＝ ０引起；对于 ｋ２ ≠ ｋ１，ｋ１ ＝
１００ 和 ２００ 时 Ｈｏｐｆ 分岔对应的 Ｆ 值接近，ｋ１ ＝ ５００ 时则有明显区别，整体上 ｋ２ 取较小和较大值

时分岔所对应的 Ｆ 值对 ｋ２ 敏感，ｋ２ 取中间值时对应 Ｆ 值较平稳．
系统出现 Ｈｏｐｆ 分岔之后，稳态解变为周期解，相空间出现极限环，随着参数的变化还可能

出现准周期解和混沌解．图 ７ 给出了 ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ １ ０００ 时 Ｈｏｐｆ 分岔附近区域周期解及对应周

期 Ｔ随 Ｆ变化的分布图，其中 σ１ ＝ ０．０５， σ２ ＝ ０．０５， ｐ１， ｑ１ 为直角坐标，ＨＢ 指 Ｈｏｐｆ 分岔点，ＰＤ
指倍周期分岔点．由图 ７（ａ）可知，从 ＨＢ１ 衍生出来的周期解在 Ｆ ∈ ［０，０．８］ 时有 ５ 个倍周期

分岔点 ＰＤ１～ＰＤ５，在 ＨＢ１ 和 ＰＤ５ 之间周期解随着 Ｆ 的变化来回折返，极限环时大时小，稳定

性交替变化；ＰＤ５ 之后的周期解路径非常明确，极限环随着 Ｆ 的增大逐渐变大．５ 个倍周期分

岔点中，ＰＤ１，ＰＤ２，ＰＤ４ 在分岔后无进一步的倍周期分岔点；ＰＤ５ 和 ＰＤ３ 分岔后还有一系列的

下一级倍周期分岔，每分岔一次周期增倍，分岔前后 ｐ１ 的相对差小于 ２％，其中图 ７（ａ）中 ＰＤ５
附近的各级周期解路径及图 ７（ｂ）中 ＰＤ５ 分岔前后 Ｔ 的分布很好地解释了由倍周期分岔进入

混沌的过程．图 ８ 还采用 ｐ１⁃ｑ１ 平面相图对 ＰＤ３ 附近倍周期分岔前后的周期解进行了定量描

述， Ｐ⁃１，Ｐ⁃２，Ｐ⁃４ 分别为周期 １，２，４ 吸引子．
３．４　 激励频率的影响

通过调谐参数 σ２ 的变化来考察激励频率变化时的非线性行为．图 ９ 给出了 ｋ１ ＝ １００ 而 ｋ２

在［１０２，５ × １０４］ 内取不同值时的激励幅值 ａ１，ａ２ 的响应曲线，其中 σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ３．由图 ９ 可

知，ｋ２ ＝ ｋ１ ＝ １００ 时 ａ２ ＝ ０，系统只有一阶响应 ａ１，在 σ２ ＝ － ０．７５６ 时有一个鞍结分岔点．而对于

ｋ２ ≠ ｋ１ 的情况，ｋ２ 取不同值时各响应曲线类似，在σ２ 的变化过程中均有两条明显分支，其中一

条具有软弹簧性质，顶端鞍结分岔点在图中未显示的 σ２ ＜ － ２ 处，另外一条具有硬弹簧性质，
顶端有一个鞍结分岔点，两条分支上解随着 σ２ 的变化在稳定与不稳定之间交替变换；σ２ 接近

于 ０ 时为两个 Ｈｏｐｆ 分岔点连接的共振区， 期间系统存在周期解、 准周期解， 甚至混沌解．对比

图 ９　 激励频率响应曲线 （ｋ１ ＝ １００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ３）

Ｆｉｇ．９　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ （ｋ１ ＝ １００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ３）
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图 ９（ａ）， （ｃ）， （ｅ）可发现 ａ１ 对 ｋ２ 较敏感，其中，硬弹簧分支顶端鞍结分岔点对应的 ａ１，除了

ｋ２ ＝ ２００外均随 ｋ２ 的增大而递减；对比图 ９（ｂ）， （ｄ）， （ｆ）则发现 ａ２ 在 ｋ２ 增加的过程中变化较

小， 除 ｋ２ ＝ ５０ ０００ 外 ａ２ 均为 ０．５５ 左右．还需指出的是，远离共振区 ａ１， ａ２ 均很小，且解是稳定

的， 尤其 ｜ σ２ ｜ ＞ １．５ 时 ａ２ ＜ １０ －３，ａ２ 可忽略，此时可认为系统在一阶模态主共振作用下无模

态相互作用．
数值研究结果表明，不同 ｋ１， ｋ２ 时 ａ１， ａ２ 的响应曲线类似．基于此，图 １０ 给出了各种分岔

发生时 σ２ 与 ｋ１， ｋ２ 的关系．如图 １０ 所示，当 ｋ２ ＝ ｋ１ 时系统无硬弹簧分支顶端鞍结分岔和共振

区的 Ｈｏｐｆ 分岔．而对于 ｋ２ ≠ ｋ１， 图 １０（ａ）所示鞍结分岔对应的 σ２ 与 ｋ２ 的关系中，ｋ１ ＝ １００，
２００， ５００三组数据中 ｋ２ ＝ ５００均是一个拐点；ｋ２ ＜ ５００时分岔对应的 σ２ 值对约束刚度敏感；而
ｋ２ ＞ ５００ 时分岔对应的 σ２ 值随 ｋ２ 的增加平缓减小．图 １０（ｂ）为两个 Ｈｏｐｆ 分岔点的参数分布，
σ２ 在 ｋ２ 不同取值情况下变化均不明显，各种约束条件下两个分岔点对应的σ２ 值均大致沿σ２ ＝
０ 对称．

（ａ） 鞍结分岔 （ｂ） Ｈｏｐｆ 分岔

（ａ） Ｓａｄｄｌｅ ｎｏｄｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｔ ｔｏｐ ｏｆ ｂｒａｎｃｈ （ｂ） Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
图 １０　 系统分岔时约束刚度与激励频率的关系图

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｖｓ． ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

图 １１　 激励频率变化时主共振周期解 （ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ３）

Ｆｉｇ．１１　 Ｐｅｒｉｏｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｖｓ． ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ３）

ｋ１，ｋ２ 取不同值时共振区非线性行为均十分显著，系统随着 σ２ 的变化均存在一系列稳定

和不稳定的极限环．图 １１ 给出了 ｋ１ ＝ １００，ｋ２ ＝ １ ０００ 时周期解随 σ２ 的变化规律，其中 σ１ ＝
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０ ０５，Ｆ ＝ ３， ｐ１， ｑ１ 为直角坐标，ＨＢ 指 Ｈｏｐｆ 分岔点，ＰＤ 指倍周期分岔点．图 １１（ａ）为一倍周期

解：从 ＨＢ２ 出发的解分布较为简单；而从 ＨＢ１ 出发的解来回折返，稳定解和不稳定解交替分

布，有一些区域对于同一个 σ２，由于初始条件的不同，既存在稳定的稳态解也存在稳定的周期

解，随着 σ２ 值的变化还存在图示的两个分岔点 ＰＤ１（σ２ ＝ － ０．２６３ ３） 和 ＰＤ２（σ２ ＝ － ０．１３２ ５）
以及由它们衍生的一系列多倍周期解．对于 ＰＤ１，由图 １１（ｂ）可知随着 σ２ 的变化二倍周期解

上存在下一级的分岔点 ＰＤ１⁃１，ＰＤ１⁃２ 及更下一级的多倍周期解，分岔前后解越来越接近， ｐ１

的相对差最终小于 ５％，且每分岔一次周期增倍．图 １２ 采用 ｐ１⁃ｑ１ 相图对系统由 ＰＤ１ 到 ＰＤ１⁃１
乃至混沌的过程中周期 １，２，４ 及混沌吸引子进行了定量描述；而从 ＰＤ２ 引出的二倍周期解上

则有 ５ 个下一级倍周期分岔点，其中 ２ 个的附近动力系统由类似图 １２ 的分岔方式进入混沌，
另外 ３ 个衍生的下一级周期解均前面稳定后面不稳定，无更下一级的分岔．

（ａ） σ２ ＝ ０．２６９ ９， Ｔ ＝ ３２．３３ （ｂ） σ２ ＝ ０．２６１ ６， Ｔ ＝ ６６．１０

（ｃ） σ２ ＝ ０．２５３ ６， Ｔ ＝ １３６．２０ （ｄ） σ２ ＝ ０．２４９ ３， Ｔ ＝ ∞

图 １２　 倍周期分岔相图 （ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ．１２　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｉｎ （ｐ１ ⁃ｑ１） ｐｈａｓｅ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄ⁃ｄｏｕｂｌｉｎｇ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

（ｋ１ ＝ １００， ｋ２ ＝ １ ０００， σ１ ＝ ０．０５， Ｆ ＝ ０．０５）

４　 结　 　 论

探讨了周期激励下弹性约束浅拱的非线性行为，在频率和正交模态中考虑不同刚度的竖

向、转动弹性约束．以 １ ∶ ２ 内共振为例，采用多尺度摄动法得到了平均方程，并对两端竖向约束

浅拱的一阶主共振响应及分岔行为进行了数值分析，得到以下结论：
１） 考虑弹性约束之后的频率、模态与有限元结果差异很小，平均方程系数随模态阶数增

加而收敛，证明所采用的方法是可行的．
２） 两端竖向刚度相同时，结构对称，最低两阶模态之间无相互作用和 １ ∶ ２ 内共振．两端竖

向刚度不相同时，激励幅值响应曲线存在两个鞍结分岔点连接的不稳定区域，激励幅值增至某

一值时出现 Ｈｏｐｆ 分岔；幅频响应曲线有两条分支、若干分岔点及由两个 Ｈｏｐｆ 分岔点连接的共

４９１１ 弹性约束浅拱的非线性动力响应与分岔分析



振区．随着参数的变化，系统存在一系列的稳态解、周期解、准周期解和混沌解窗口，动力系统

以倍周期分岔方式进入混沌．
本文采用了无量纲分析方法，对实际工程中的结构，可以通过量纲转换借鉴文中结果，使

得设计参数避开不稳定区域和共振区．
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６９１１ 弹性约束浅拱的非线性动力响应与分岔分析


