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摘要：　 基于应用力学对偶理论，综合运用了辛 Ｇｒａｍｍｅ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化算法，辛本征解的独立性，
辛两端边值问题精细积分法等特色理论，分析 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁的能带结构，以及端部散

射体对于波的散射．
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引　 　 言

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ（伯努利⁃欧拉）梁理论仅适用于梁的横截面尺寸对比其长度来说很小的情

况，如果要进一步考虑该尺寸效应，必须运用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论．因此，Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论被用

于许多工程领域中，如车辆轨道［１］、高层建筑［２⁃３］、功能梯度材料［４⁃５］、裂缝识别［６］、深水桩［７］、
地基梁［８］等．而关于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的理论研究也一直是研究热点．文献［１， ３， ９⁃１２］曾研究过

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的振动问题．文献［１３］研究过 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的动态荷载时域识别问题．文献［２，
１４］曾研究过非线性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁问题．文献［５］研究过 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁波传播问题．文献［１５⁃
１６］曾研究过 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构．虽然关于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论已有许多研究工作，但是

关于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的波散射分析还未见有研究，实际上这一问题的研究显然十分有意义．
钟万勰［１７］基于结构力学与最优控制的相互模拟理论，提出应用力学的辛数学方法，并基

于此提出 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）对偶方程，研究过 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论的波传

播分析．本文在此基础上，进一步研究 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构和波散射分析．

１　 动 力 方 程

首先描述清楚本文的结构模型．本文研究的对象为一个半无穷长的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，梁左端

链接一个刚体，其结构模型如图 １ 所示．当波在梁中传播时，左端刚体可以被看作散射体，在端
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部便会发生波的散射．现在假设梁的位移为 ｕ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ），分别是线变位和角变位．在每个小的

梁段上都有弯曲变形 ｄψ ／ ｄｚ 及 γ ＝ ｄｕ ／ ｄｚ － ψ，于是梁的变形能密度 Ｕ 为

　 　 Ｕ ＝ ＥＪ １
２

ｄψ
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， （１）

其中， ＥＪ 为弯曲刚度，Ａ 为截面积，ｋ 为截面剪切模量系数．梁的内力为

　 　 Ｍ ＝ ＥＪκ ＝ － ＥＪ ｄψ
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图 １　 结构模型 图 ２　 连接条件
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梁的动力方程为

　 　 ∂Ｑ
∂ｚ

＝ ρＡ ∂２ｕ
∂ｔ２

， Ｑ － ∂Ｍ
∂ｚ

＝ ρＪ ∂２ψ
∂ｔ２

，　 　 ｚ ≥ ０． （３）

其左端要求与刚体连接，因此在左端 ｚ ＝ ０ 处要求有

　 　 Ｑ（ ｚ） ＝ － Ｑ０， Ｍ（ ｚ） ＝ Ｍ０， ｕ（ ｚ） ＝ ｕ０， ψ（ ｚ） ＝ ψ０ ． （４）
将内力与应变消去，得到以位移表示的动力方程：
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对于左端刚体，其动力方程也可写成

　 　
∂Ｑｒ

∂ｚ
＝ ρｒＡｒ

∂２ｕｒ

∂ｔ２
， Ｑｒ －

∂Ｍｒ

∂ｚ
＝ ρｒＪｒ

∂２ψｒ

∂ｔ２
，　 　 － Ｌ ≤ ｚ ≤ ０， （６）

其中， Ａｒ，ρｒ 和 Ｊｒ 分别表示左端刚体截面积、密度和转动惯矩，下标“ｒ”表刚体．刚体左端自由，
右端与 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁左端连接，其连接条件如图 ２ 所示，要求在 ｚ ＝ ０ 处有

　 　 Ｑｒ（ ｚ） ＝ Ｑ０， Ｍｒ（ ｚ） ＝ － Ｍ０， ｕｒ（ ｚ） ＝ ｕ０， ψｒ（ ｚ） ＝ ψ０ ． （７）
刚体没有应变，角变位为常数，而线变位为线性变形，根据 ｚ ＝ ０ 处的线变位和角变位可以

得到

　 　 ｕｒ（ ｚ） ＝ （ｕ０ － ψ０Ｌ）
－ ｚ
Ｌ

＋ ｕ０
ｚ ＋ Ｌ
Ｌ

， ψｒ（ ｚ） ＝ ψ０ ． （８）

把式（８）带入式（６）可得到左端刚体的动力方程：
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分析波散射时，要对时间采用化为频域的方法，令

６２２１ 吴　 　 锋　 　 　 徐 小 明　 　 　 高　 　 强　 　 　 钟 万 勰



　 　
ｕ（ ｚ） ＝ ｕ（ ｚ，ω）ｅ － ｉωｔ， ψ（ ｚ） ＝ ψ（ ｚ，ω）ｅ － ｉωｔ，
Ｑ（ ｚ） ＝ Ｑ（ ｚ，ω）ｅ － ｉωｔ， Ｍ（ ｚ） ＝ Ｍ（ ｚ，ω）ｅ － ｉωｔ，{ （１０）

其中 ω 是圆频率，ｉ ＝ －１ ．于是 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的动力方程变为
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为方便分析，可以用向量来表示

　 　 ｑ ＝ （ｕ，ψ） Ｔ， ｑ ＝ （ｕ，ψ） Ｔ， （１２）
其中 ＃ ＝ ｄ＃ ／ ｄｚ ．对于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的动力方程（１１），可以给出相应的势能变分原理：
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其中 Ｌ（ｑ，ｑ） 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数．
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由于其中有了动力项，它已经不能保证为最小势能，但势能仍应取驻值．
采用引入对偶变量的方法，令
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引入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：
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于是有

　 　 Π ＝ ∫＋∞
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对上式变分有
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． （１８）

把式（１６）带入上式得

　 　 ｖ ＝ Ｈｖ， （１９）
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Ｈ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，有 ＪＨ ＝ （ＪＨ） Ｔ 的性质．
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其中 Ｉ 为 ２×２ 的单位阵．在 ｚ ＝ ０ 处的边界有

　 　 ｐ（０） ＝ ｐ０ ＝ （ － Ｑ０， － Ｍ０） Ｔ， ｑ（０） ＝ ｑ０ ＝ （ｕ０，ψ ０） Ｔ ． （２２）
在频域下左端刚体的动力方程变为
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结合式（２２）和式（２３）可以把刚体的动力方程写成矩阵形式：
　 　 ｐ０ ＝ Ｋｒｑ０， （２４）

其中 Ｋｒ 为动力刚度矩阵：
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２　 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的变形能密度 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，因为考虑给定 ω ２， 加入惯性因素后不再正定，
根据式（１４）可以提出动力刚度阵密度 Ｋｄ（ω ２）：

　 　 Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ １
２

ｑ
ｑ

æ

è
ç
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ø
÷

Ｔ

Ｋｄ（ω ２）
ｑ
ｑ
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Ｋ１１ Ｋ１２
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ú
ú
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要分析 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构，必须分析 Ｈ的特征值和特征向量．根据式（１９），ｖ ＝Ｈｖ，
Ｈ是Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵，其特征值必然是成对出现．设Ｈ的某个特征值 ｉ μ 出现在虚轴，其本征状态

向量为 ψ，则 ｖ（ ｚ） ＝ ｅｉ μｚψ 便是 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的一个扩展模态，相当于位移有约束

　 　 ｑ ＝ ｉ μｑ， （２７）
其中将 ｉ μ 看成为给定，而将ω ２ 当作待求．把式（２７）代入式（１４），并注意到对于复数运算，转置

时需要采用 Ｈｅｒｍｉｔ 转置，有

　 　 Ｌ（ｑ，μ） ＝ １
２

ｑＨ［Ｋ１１ ＋ ｉ μ（Ｋ１２ － Ｋ２１） ＋ μ ２Ｋ２２］ｑ， （２８）

式中，上标“Ｈ”表示 Ｈｅｒｍｉｔ 转置， μ 是给定的，只有 ω ２ 待寻求．在动力刚度阵 Ｋｄ 中，ω ２ 并未显

式给出，对于位移 ｑ 取极值 δＬｚ（ｑ，μ） ＝ ０， 得方程

　 　 ［Ｋ１１ ＋ ｉ μ（Ｋ１２ － Ｋ２１） ＋ μ ２Ｋ２２］ｑ ＝ ０． （２９）
把式（１４）代入上式，得
　 　 ［Ｋｑｓμ － ω ２Ｍｑμ］ｑ ＝ ０， （３０）

　 　 Ｍｑμ ＝
ρＡ ０
０ ρＪ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｋｑｓμ ＝

μ ２ｋＧＡ ｉ μｋＧＡ
－ ｉ μｋＧＡ ｋＧＡ ＋ μ ２ＥＪ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３１）

其中 Ｋｑｓμ 是静力刚度阵的贡献部分，Ｍｑμ 是质量贡献的动力部分．式（３０） 就是一个普通的振动

问题本征值方程，有 ２ 个 ω ２ 本征值．令
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　 　 ｄｅｔ（Ｋｑｓμ － ω ２Ｍｑμ） ＝ ０， （３２）
可得

　 　 ω ４ － ω ２ μ ２Ｅ
ρ

＋ μ ２ｋＧ
ρ

＋ ｋＧＡ
ρＪ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ μ ４ＥｋＧ

ρ ２
＝ ０． （３３）

取不同的 μ，由上式计算出 ω ２， 按大小次序排列，即可画出 ２ 条能带曲线．

３　 波 的 散 射

对于如图 １ 所示结构，给定一个频率为 ω 的入射波，问入射波和反射波的关系．对于离散

的半无穷周期结构，可用辛矩阵本征向量展开的方法求解．本文考虑的是连续半无穷长 Ｔｉｍｏ⁃
ｓｈｅｎｋｏ 梁，可用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵的本征向量展开．Ｈ 是 ４×４ 的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，当给定 ω 时可以求

解其本征值和本征向量．令行列式 ｄｅｔ（Ｈ － μＩ） ＝ ０， 展开有

　 　 μ ４ ＋ μ ２ρω ２ １
Ｅ

＋ １
ｋＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ρ ２ω ４

ＥＧｋ
－ ρω ２Ａ

ＥＪ
＝ ０． （３４）

有两个不同的 μ ２ 可以满足上述方程，但还需要区分：１） μ ２ 为两个负根； ２） μ ２ 为一个负根一个

正根．如果都为负根，则 Ｈ 的 ４ 个本征值都在虚轴上，此时相应的本征值为通带本征值；如果有

一个正根，则 Ｈ 有两个本征值在实轴上，此时相应的本征值为禁带本征值，禁带本征值对应于

局部振动模态．这两种情况必须分别考虑．
３．１　 全通带的情况

半无穷长 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁左端部连接有一个刚体，振动模态在连接 ｚ ＝ ０的状态向量 ｖ０ 是辛

矩阵的各个模态一起构成的，可以用全部辛本征向量展开．其中有通带的本征解也有禁带的本

征解．首先考虑全通带的情况，假设 Ｈ 的 ４个本征值记为 ｉ μ １， － ｉ μ １ 和 ｉ μ ２， － ｉ μ ２，相应的本征

向量记为 ψａ１，ψｂ１ 和 ψａ２，ψｂ２， 并且要求辛归一性，即
　 　 ψＴ

ａ１Ｊψｂ１ ＝ １， ψＴ
ａ２Ｊψｂ２ ＝ １． （３５）

如果 ψａ１ 和 ψｂ１ 不具有归一性，假设

　 　 ψａ１ ＝ ψａ１ｒ ＋ ｉψａ１ｉ， （３６）
ψａ１ｒ，ψａ１ｉ 分别是 ψａ１ 的实部和虚部，则因为 ψｂ１ 对应的本征值是 － ｉ μ １，因此 ψｂ１ 有

　 　 ψｂ１ ＝ ｉ ψ－ ｂ１ ＝ ψａ１ｉ ＋ ｉψａ１ｒ， （３７）

＃
－
表示＃的共轭，根据辛归一性，有

　 　 ψＴ
ａ１Ｊψｂ１ ＝ ２ψＴ

ａ１ｒＪψａ１ｉ ． （３８）
因此只要令

　 　 ψａ１ ＝ １

２ψＴ
ａ１ｒＪψａ１ｉ

ψａ１， ψｂ１ ＝ ｉ ψ－ ａ１， （３９）

便可得到辛归一的本征向量．在 ４ 个本征向量中， ψａ１，ψａ２ 是反射的辛本征向量，ψｂ１，ψｂ２ 是入

射的辛本征向量．为分析波散射问题，要将状态向量表达清楚．状态向量可区分为波传播的 ２
个反射波和 ２ 个入射波：

　 　 ｖ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
ａｉψａｉ ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
ｂｉψｂｉ， （４０）

其中 ａｉ 为待求未知数，可取复数值，ｂｉ 为给定值．这些通带的 ａｉ 和 ｂｉ 可分别组成２维向量 ａｍｐｂ 和

ｂｍｐｂ，分别代表反射和入射的波向量．散射问题就是要研究入射波向量 ｂｍｐｂ 和反射波向量 ａｍｐｂ
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之间的关系 ａｍｐｂ ＝ Ｓｃａｂｍｐｂ ．只要解出复数的 ｍｐｂ 维向量 ａｍｐｂ 和 ｂｍｐｂ， 状态向量就得到了．
本文根据文献［１７］的分析表明，各波的传播互相独立无关．但左端的刚体提供了动力刚度

阵 Ｋｒ（ω ２） ．独立无关的传播波在 Ｋｒ（ω ２） 处发生散射，才互相发生关系．散射问题用状态向量

的方法求解，一方面要用辛数学方法；另一方面在考虑与端部弹性体连接时，要求的是状态向

量双方一致．为方便分析，现在把 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵 Ｈ 的本征向量矩阵 Ψ写成

　 　 Ψ（ω ２） ＝
Ｑ′

ａ Ｑ′
ｂ

Ｐ′
ａ Ｐ′

ｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ψａ Ψｂ[ ] ， （４１）

其中

　 　 Ψａ ＝
Ｑ′

ａ

Ｐ′
ａ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ ［ψａ１ ψａ２］， Ψｂ ＝

Ｑ′
ｂ

Ｐ′
ｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ ［ψｂ１ ψｂ２］ ． （４２）

本征向量矩阵 Ψ的子矩阵 Ｑ′
ａ，Ｑ′

ｂ，Ｐ′
ａ 和 Ｐ′

ｂ 全部是 ２×２ 的复数矩阵．上标“′”表示是复数的．因
此根据式（２０）和式（４０），梁左端部 ｚ ＝ ０ 处的位移与对偶力的复数向量分别为

　 　 ｑ０ ＝ Ｑ′
ａａｍｐｂ ＋ Ｑ′

ｂｂｍｐｂ， ｐ０ ＝ Ｐ′
ａａｍｐｂ ＋ Ｐ′

ｂｂｍｐｂ， （４３）
其中反射系数向量 ａｍｐｂ 为待求，而 ｂｍｐｂ 为给定入射系数向量．因梁左端部链接一个刚体，刚体

的动力方程为

　 　 ｐ０ ＝ Ｋｒｑ０ ．
把式（４３）代入上式得

　 　 ａｍｐｂ ＝ － （Ｐ′
ａ － ＫｒＱ′

ａ）
－１（Ｐ′

ｂ － ＫｒＱ′
ｂ）ｂｍｐｂ ． （４４）

由此得到散射矩阵为

　 　 Ｓｃａ ＝ － （Ｐ′
ａ － ＫｒＱ′

ａ）
－１（Ｐ′

ｂ － ＫｒＱ′
ｂ） ． （４５）

３．２　 有禁带的情况

当 μ ２ 为一个负根一个正根的情况时， 必然出现禁带特征值．假设 Ｈ 的两个纯虚数本征值

ｉ μ ｐ 和 － ｉ μ ｐ， 相应的本征向量记为 ψａｐ 和 ψｂｐ， 且 ψａｐ 和 ψｂｐ 满足辛归一原则 ψＴ
ａｐＪψｂｐ ＝ １．状

态向量由 ２ 个通带本征向量和 ２ 个禁带本征向量构成．２ 个通带本征向量构成一个二维的通带

子空间，同时 ２ 个禁带本征向量构成一个二维的禁带子空间．通带子空间的基是 ２ 个复数通带

本征向量 ψａｐ 和 ψｂｐ ．同时通带子空间的基也可以看做是 ψａｐ 的实部向量 ψａｒ 和虚部向量 ψａｉ ．
而禁带子空间的两个基则可以通过辛 Ｇｒａｍｍｅ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化算法找到，而无需计算其禁带本

征值．把通带子空间的两个基和禁带子空间的两个基写为

　 　 Ｃ（ω ２） ＝ （Ｖａｐ Ｖａｓ Ｖｂｐ Ｖｂｓ）， （４６）
其中

　 　 Ｖａｐ ＝ ２ ψａｒ， Ｖｂｐ ＝ ２ ψａｉ ． （４７）
上式中，ψａｒ 和ψａｉ 前乘以 ２ 是因为根据式（３８），满足辛归一的通带特征向量有ψＴ

ａｒＪψａｉ ＝ １ ／ ２，
因此（ ２ ψａｒ） ＴＪ（ ２ ψａｉ） ＝ １．Ｖａｓ 和 Ｖｂｓ 是禁带子空间的两个基，通过任选两个初始基：

　 　 Ｖ′
ａｓ ＝ （０ １ ０ ０） Ｔ， Ｖ′

ｂｓ ＝ （０ ０ ０ １） Ｔ， （４８）
令

　 　 Ｖａｓ ＝ Ｖ′
ａｓ ＋ ａ１Ｖａｐ ＋ ａ２Ｖｂｐ， Ｖｂｓ ＝ Ｖ′

ｂｓ ＋ ａ３Ｖａｐ ＋ ａ４Ｖｂｐ， （４９）
其中 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 为待定常数．取辛正交

　 　
ＶＴ

ｂｐＪＶａｓ ＝ ＶＴ
ｂｐＪＶ′

ａｓ － ａ１ ＝ ０， ＶＴ
ａｐＪＶａｓ ＝ ＶＴ

ａｐＪＶ′
ａｓ ＋ ａ２ ＝ ０；

ＶＴ
ｂｐＪＶｂｓ ＝ ＶＴ

ｂｐＪＶ′
ｂｓ － ａ３ ＝ ０， ＶＴ

ａｐＪＶｂｓ ＝ ＶＴ
ａｐＪＶ′

ｂｓ ＋ ａ４ ＝ ０，{ （５０）
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可确定常数 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ ．再把 Ｖａｓ 和 Ｖｂｓ 辛归一化即可．经过辛 Ｇｒａｍｍｅ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交归一化后

得到的矩阵 Ｃ 是辛矩阵．对辛矩阵 Ｃ 重新排列，把通带基 Ｖｂｐ 与禁带基 Ｖａｓ 互换位置，得
　 　 Ｃｅｘ（ω ２） ＝ （Ｖａｐ Ｖｂｐ Ｖａｓ Ｖｂｓ） ． （５１）

把 Ｃｅｘ（ω ２） 用于转化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵 Ｈ 有

　 　 Ｈｅｘ ＝ Ｃ －１
ｅｘ ＨＣｅｘ ＝

Ｈｐｂ ０
０ Ｈｓｂ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （５２）

其中， Ｈｅｘ 为对角化矩阵，Ｈｐｂ 为 ２ × ２ 的通带 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，Ｈｓｂ 为 ２×２ 的禁带 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵．
当采用了 Ｃｅｘ（ω ２） 变换后，梁的动力方程（１９）化为

　 　 ｖｐｅｘ ＝ Ｈｐｂｖｐｅｘ， （５３）
　 　 ｖｓｅｘ ＝ Ｈｓｂｖｓｅｘ， （５４）

其中

　 　
ｖｐｅｘ

ｖｓｅｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ Ｃ －１

ｅｘ ｖ， ｖｐｅｘ ＝
ｑｍｐｂ

ｐｍｐｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｖｓｅｘ ＝

ｑｍｓｂ

ｐｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５５）

ｑｍｐｂ， ｐｍｐｂ 分别是通带子空间内的广义位移和广义力，ｑｍｓｂ， ｐｍｓｂ 分别是禁带子空间内的广义位

移和广义力．可见，利用 Ｃｅｘ（ω ２） 把梁的状态向量分成通带和禁带两个部分，且两个部分互相

独立．式（５４）给出禁带子空间内广义位移的微分方程， 实际上禁带解的物理意义是代表梁的

局部振动， 对于半无穷长梁来说， 在 ｚ ＝ ０处的状态向量 ｖｓｅｘ（０） 与无穷长处 ｖｓｅｘ（∞ ） 是没有关

系的．对于禁带子空间内广义位移的微分方程，可以利用精细积分法计算，得到在 ｚ ＝ ０ 处的广

义位移 ｑｍｓｂ 和广义力 ｐｍｓｂ 的关系 － Ｑ∞ ｑｍｓｂ ＝ ｐｍｓｂ， 这一部分在文献［１７］中有详细的介绍，这里

不再给出．因为梁左端是与刚体连接，梁的动力方程变换后，也需要对刚体的动力方程（２４）进
行相同的变换．首先把矩阵 Ｃ（ω ２） 写成分块形式：

　 　 Ｃ（ω ２） ＝ （Ｖａｐ Ｖａｓ Ｖｂｐ Ｖｂｓ） ＝
Ｑａｃ Ｑｂｃ

Ｐａｃ Ｐｂｃ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （５６）

注意到 Ｃｅｘ（ω ２） 是辛矩阵 Ｃ（ω ２） 的一个排列，根据式（５３）有

　 　 ｖ０ ＝
ｑ０

ｐ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ Ｃｅｘｖｅｘ ＝ Ｃ

ａｃ

ｂｃ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ａｃ ＝

ｑｍｐｂ

ｑｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｂｃ ＝

ｐｍｐｂ

ｐｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５７）

其中 ａｃ 和 ｂｃ 分别是广义位移和广义力．把式（５７）和式（２４）结合有

　 　
Ｋｒｃｐｐ Ｋｒｃｐｓ

Ｋｒｃｓｐ Ｋｒｃｓｓ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑｍｐｂ

ｑｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｐｍｐｂ

ｐｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｋｒｃ ＝ （Ｋｒ Ｑｂｃ － Ｐｂｃ）

－１（Ｐａｃ － Ｋｒ Ｑａｃ） ． （５８）

上式中， Ｋｒｃ 是广义动力刚度矩阵，并且是实对称矩阵，只需要利用Ｃ是辛矩阵这一性质即可证

明．ｑｍｓｂ 和 ｐｍｓｂ 是禁带子空间内的广义位移和广义力，有关系 － Ｑ∞ ｑｍｓｂ ＝ ｐｍｓｂ， 因此必须给予考

虑，有

　 　
Ｋｒｃｐｐ Ｋｒｃｐｓ

Ｋｒｃｓｐ Ｋｒｃｓｓ ＋ Ｑ∞

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑｍｐｂ

ｑｍｓｂ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｐｍｐｂ

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５９）

此时禁带部分再无外力作用，这相当于将 Ｋｒｃ 刚度阵的右下 ２ × ２ 子块 Ｋｒｃｓｓ 叠加了Ｑ∞ ， 体现了

周期结构的禁带部分的作用．再可以通过凝聚作用得

　 　 Ｋｒｅｄｑｍｐｂ ＝ ｐｍｐｂ， Ｋｒｅｄ ＝ Ｋｒｃｐｐ － Ｋｒｃｐｓ（Ｋｒｃｓｓ ＋ Ｑ∞ ） －１Ｋｒｃｓｐ ． （６０）
到这一步，已经给出只包含通带部分的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁动力方程（５３）和只包含通带部分的
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刚体动力方程（６０），因此就可以按照 ３．１ 小节中全通带情况下的做法进行处理．

４　 功 率 流

根据文献［１７］，通过梁坐标 ｚ 处的平均功率流可计算为

　 　 Ｗ（ ｚ） ＝ ω
２π ∫

２π

０
Ｒｅ { ｐＴｅ － ｉωｔ }·Ｒｅ { ｉωｑｅ － ｉωｔ } ｄｔ ． （６１）

上式中， ｑ 和 ｐ 已通过式（１２） 和（１５） 定义，分别代表梁在坐标 ｚ 处的位移向量和对偶力向量．
由于 ｑ 和 ｐ 是不随时间变化的，因此上式可以积分得

　 　 Ｗ（ ｚ） ＝ ｉω
４
（ｐＨｑ － ｑＨｐ） ＝ ｉω

４
ｖＨＪｖ ． （６２）

功率流 Ｗ（ ｚ） 是坐标 ｚ 的函数，对 ｚ 求导并结合式（１９），有

　 　 ｄＷ
ｄｚ

＝ ｉω
４
（ｖＨＪｖ ＋ ｖＨＪｖ） ＝ ｉω

４
（ｖＨＨＨＪｖ ＋ ｖＨＪＨｖ） ． （６３）

注意到 Ｈ是实数Ｈａｍｉｌｔｏｎ矩阵，有 ＪＨ ＝ （ＪＨ） Ｔ ＝ － ＨＴＪ，因此上式表明 ｄＷ ／ ｄｚ ＝ ０，也即功率流

守恒．在 ｚ ＝ ０ 处，梁的左端连接一个刚体，根据该刚体的动力方程，ｐ０ ＝ Ｋｒｑ０，代入式（６２） 并考

虑到 Ｋｒ 是实对称动力刚度矩阵，可以计算出 ｚ ＝ ０ 处的功率流

　 　 Ｗ（０） ＝ ｉω
４
（ｑＨ

０ ＫＨ
ｒ ｑ － ｑＨ

０ Ｋｒｐ０） ＝ ０． （６４）

因为功率流守恒，有 Ｗ（ ｚ） ＝ ０．现在考虑状态向量中入射波部分与反射波部分的功率流．根据

３􀆰 １ 小节分析，状态向量可区分为波传播的 ２ 个反射波和 ２ 个入射波：
　 　 ｖ ＝ Ψａａｍｐｂ ＋ Ψｂｂｍｐｂ， （６５）

Ψａ 和 Ψｂ 分别是 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁通带反射波和入射波本征向量，ａｍｐｂ 和 ｂｍｐｂ 分别代表反射和入

射的波向量，它们之间有关系 ａｍｐｂ ＝ Ｓｃａｂｍｐｂ ．只要解出复数的ｍｐｂ 维向量 ａｍｐｂ 和 ｂｍｐｂ， 状态向量

就得到了．现在把式（６５）代入式（６２）可得

　 　 ａＨ
ｍｐｂΨＨ

ａ ＪΨａａｍｐｂ ＋ ａＨ
ｍｐｂΨＨ

ａ ＪΨｂｂｍｐｂ ＋ ｂＨ
ｍｐｂΨＨ

ｂ ＪΨａａｍｐｂ ＋ ｂＨ
ｍｐｂΨＨ

ｂ ＪΨｂｂｍｐｂ ＝ ０． （６６）
因为梁通带反射波本征向量 Ψａ 和入射波本征向量 Ψｂ 有辛归一正交性，也即

　 　 ΨＨ
ａ ＪΨｂ ＝ Ｉ， Ψｂ ＝ ｉ Ψ

－
ａ ． （６７）

因此

　 　
ΨＨ

ｂ ＪΨａ ＝ ０， ΨＨ
ａ ＪΨｂ ＝ ０；

ΨＨ
ａ ＪΨａ ＝ ｉＩ， ΨＨ

ｂ ＪΨｂ ＝ － ｉＩ ．{ （６８）

把式（６８）代入式（６６），可得

　 　 ａＨ
ｍｐｂａｍｐｂ ＝ ｂＨ

ｍｐｂｂｍｐｂ ． （６９）
这就是功率流守恒的要求，也即表明入射波的功率流等于反射波的功率流，把 ａｍｐｂ ＝

Ｓｃａｂｍｐｂ 代入上式，并考虑到 ｂｍｐｂ 具有任意性有

　 　 ＳＨ
ｃａＳｃａ ＝ Ｉ， （７０）

这表明散射矩阵 Ｓｃａ 是一个酉矩阵．

５　 算 例 分 析

考虑一个半无穷长 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁左端链接一个刚体，梁的截面形式为工字钢，其结构和

材料参数取为
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　 　 Ｅ ＝ ２ × １０１１ Ｐａ， Ｇ ＝ ４ × １０１０ Ｐａ， Ｊ ＝ ０．０１２ ４ ｍ４，
　 　 ρ ＝ ７ ４３０ ｋｇ ／ ｍ３， Ａ ＝ ０．１２ ｍ２， ｋ ＝ ６ ／ ５．

左端刚体作为散射体，其截面面积 Ａｒ，弯曲惯性矩 Ｊｒ 和密度 ρ ｒ 均与梁一样，长度 Ｌ ＝ ０．１ ｍ ．首
先计算该 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构，把梁参数带入式（３３）并分别取不同的 μ 计算能带，便可

以得到能带图，能带图见图 ３．

图 ３　 能带结构

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据图 ３ 可见，当一个波的频率落在［０，７ ９０７］ ｒａｄ ／ ｓ 内时，梁振动中的转动惯量的影响

还不明显，其状态向量必然由一个入射波本征向量、一个反射波本征向量以及两个禁带本征向

量构成，此时计算的散射矩阵为一阶矩阵．而在其余频率区段内，状态向量必然全由两对通带

本征向量构成，散射矩阵是二阶矩阵．现在选择 ４ 个不同频率，分别计算散射矩阵，计算结果列

于表 １．通过表 １ 可以看到，散射矩阵是对称矩阵．进一步还可以验证 ＳＨ
ｃａＳｃａ ＝ Ｉ， 散射矩阵是酉

矩阵，这证明了第 ４ 节的结论，同时也表明入射波的功率流等于反射波的功率流，功率流守恒．
表 １　 散射矩阵

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｍａｔｒｉｘ

ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ） Ｓｃａ

０．１ －０．０８６ ６９１－０．９９６ ２４ ｉ

０．５ －０．００７ ７６８－０．９９９ ９７ ｉ

１５ ０００
－０．６６９ ９８－０．３５６ ２２ ｉ －０．４８１ ５９－０．４３８ ５３ ｉ
－０．４８１ ５９－０．４３８ ５３ ｉ ０．４１７ ２４＋０．６３３ ７８ ｉ[ ]

２５ ０００
－０．９５３ １６－０．００８ １６５ ６ ｉ ０．０９４ ２６６－０．２８７ ３ ｉ

０．０９４ ２６６－０．２８７ ３ ｉ －０．７７２ ７１－０．５５８ １１ ｉ[ ]

６　 结　 　 论

本文基于应用力学对偶理论，综合运用了辛 Ｇｒａｍｍｅ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化算法、辛本征解的独

立性、辛两端边值问题精细积分法等特色理论，分析 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的能带结构，以及端部散射

体对于波的散射，全部采用辛代数的方法，展示了其优越性．数值算例分析验证了本文的结论．
此外，本文方法可以容易推广于其它周期结构的能带分析和波散射分析．

３３２１基于辛理论的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁波散射分析
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