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摘要：　 给出分数阶 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程（ＦＦＷ）并把其中非线性项 ｕｕｘ 换为 ｕ２ｕｘ 后所得的改进

Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程的解． 使用了分数阶变分迭代法 （ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，
ＦＶＩＭ），其中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子由泛函和 Ｌａｐｌａｃｅ 变换确定．讨论了分数阶次的数值在两种情况下 ＦＦＷ
方程的解，因为确定 ＦＦＷ 方程中时间微分的阶次需要比较原方程中含时间的两个微分的阶次．最
后，给出两个使用分数阶变分迭代法的算例．算例结果证明了所提方法的有效性．

关　 键　 词：　 分数阶 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程；　 分数阶变分迭代法；　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子；　 近似解；
初值问题
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引　 　 言

在过去 ３０ 年间，大量地研究使用了分数阶微分来模拟自然现象及工程问题．与整数阶相

比，分数阶导数建立的模型更能接近实际［１⁃６］ ．但是大多数分数阶微分方程没有精确的解析解，
因此众多学者致力于求分数阶微分方程解的功能强大且稳定的数值或解析方法．这些方法包

括差分法［７⁃８］、同伦分析法（ｈｏｍｏｔｏｐｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ，ＨＡＭ） ［９］、Ａｄｏｍｉａｎ 分解法（Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅ⁃
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＡＤＭ） ［１０⁃１２］、同伦摄动法（ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＨＰＭ） ［１３］、变分迭

代法（ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＶＩＭ） ［１４］、同伦变换摄动法 （ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ，ＨＰＴＭ） ［１５］等．在寻求线性和非线性问题的近似解时变分迭代法［１６⁃１８］ 是一种有效的方

法，所得解析解的序列能够不断逼近真实解．许多学者使用 ＶＩＭ 解决问题时结合了 Ａｄｏｍｉａｎ 或

Ｈｅ 多项式，或提出改进方法，如文献［１９⁃２２］．
本文考虑如下时间分数阶的 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程（ＦＦＷ）：
　 　 Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ － ｕｘｘｔ ＋ ｕｘ ＝ ｕｕｘｘｘ － ｕｕｘ ＋ ３ｕｘｕｘｘ，　 　 ｔ ＞ ０， α ＞ ０． （１）
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其初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ Ａｅｘ ／ ２， （２）
其中 ｕ 表示位移函数，α 表示分数阶微分的阶次．这里采用了工程中常用的 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导

数，而 Ａ 是任意常系数．
基于文献［２３］，把式（１）中的非线性项 ｕｕｘ 改为 ｕ２ｕｘ， 本文提出一个改进的分数阶 Ｆｏｒｎ⁃

ｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ － ｕｘｘｔ ＋ ｕｘ ＝ ｕｕｘｘｘ － ｕ２ｕｘ ＋ ３ｕｘｕｘｘ，　 　 ｔ ＞ ０， α ＞ ０． （３）
当 α ＝ １ 时， ＦＦＷ 方程式（１）和（２）变为经典的非线性 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程，这个方程

在孤立子理论中具有重要意义．Ｆｏｒｎｂｅｒｇ 和 Ｗｈｉｔｈａｍ［２４］获得了一种如下形式的尖峰解 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
Ａｅ ｘ－４ｔ ／ ３ ／ ２ ．当 ０ ＜ α ＜ １ 时，即一般情况下的 ＦＦＷ 方程近年也已经被不少学者研究， 如 Ａｂｉｄｉ
和 Ｏｍｒａｎｉ［２５］，Ｇｕｐｔａ 和 Ｓｉｎｇｈ［２６］，Ｓａｋｅｒ 等［２７］， Ｍｅｒｄａｎ 等［２８］和 Ｌｕ［２９］等．

分数阶微分问题的变分迭代法中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的确定是关键．早期的文献中近似采用整

数阶微分方程对应的变分迭代法中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，这是不恰当的．最近 Ｌａｐｌａｃｅ 变换在一些

著名的解析法中使用以简化求解过程并提高解的精度［３０⁃３３］ ．Ｗｕ（吴国成） ［３４］等基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换提出一种简单而有效的方法确定了分数阶微分问题的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的通用形式．
基于文献［３４］提出的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，本文使用 ＦＶＩＭ 方法求解 ＦＦＷ 方程及改进的 ＦＦＷ

方程，求解时 ＦＦＷ 方程需按 α ≥ １ 和 ０ ＜ α ＜ １ 分类．并给出算例验证其有效性．

１　 分数阶变分迭代法中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的确定

首先给出 ３ 个相关的基本定义．
定义 １　 关于函数 ｆ（ ｔ） 的分数阶积分的定义如下：

　 　 Ｉαａ，ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ，　 　 α ＞ ０． （４）

定义 ２　 关于函数 ｆ（ ｔ） 的 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的定义如下：

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｍ － α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ）ｍ－α－１ ｆ （ｍ）（τ）ｄτ，

　 　 ｔ ＞ ａ， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ ∈ Ｚ ＋ ． （５）
定义 ３　 对 Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ 的拉氏变换如下：

　 　 Ｌ［ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ］ ＝ ｓαｕ－（ ｓ） － ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
ｕ（ｋ）（０ ＋） ｓα－１－ｋ，　 　 ｍ － １ ＜ α ≤ ｍ， （６）

其中 Ｌ 是拉氏算子，且 ｕ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｕ（ ｔ）］ ．

假设 ｈ
－
（ ｓ） ＝ Ｌ［ｈ（ ｔ）］，且 ｇ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｇ（ ｔ）］， 则卷积定理如下：

　 　 ｈ（ ｔ）∗ｇ（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｈ（ ｔ － τ）ｇ（τ）ｄτ （７）

且

　 　 ｈ
－
（ ｓ）ｇ－（ ｓ） ＝ Ｌ［ｈ（ ｔ）∗ｇ（ ｔ）］ ． （８）

考虑如下的通用的分数阶微分方程：
　 　 Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ Ｒ［ｕ］ ＋ Ｎ［ｕ］ ＝ ｆ（τ）， （９）

其中 Ｒ［ｕ］ 是线性项，而 Ｎ［ｕ］ 是非线性项．
通过 ＲＬ 积分得到式（９）对应的校正泛函是

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ ０Ｉαｔ λ（ ｔ，τ）［ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］， （１０）
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其中 Ｒ［ｕｎ］，Ｎ［ｕｎ］ 是限制性变分．
对式（１０）两边同时取拉氏变换式如下：
　 　 ｕ－ ｎ＋１（ ｓ） ＝ ｕ－ ｎ（ ｓ） ＋ Ｌ［ ０Ｉαｔ λ（ ｔ，τ）（ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ））］ ． （１１）

注意到

　 　 Ｉαｔ λ （ ｔ，τ） Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１λ（ ｔ，τ） Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ（τ）ｄτ ． （１２）

设 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ（ ｔ，τ） ＝ λ（Ｘ） Ｘ ＝ ｔ－τ， 式（１２）左端对应的 ＲＬ 积分项可理解为一种卷

积，即函数 ａ（ ｔ） ＝ （λ（ ｔ，τ） ／ Γ（α）） ｔα－１ 与项Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ（ ｔ） 的卷积．
令校正泛函式（１１）关于 ｕ－ ｎ（ ｓ） 具有驻值， 并对式（１２） 两边同时做变分运算，可得 ａ－（ ｓ） ＝

－ １ ／ ｓα，ａ（ ｔ） ＝ － （１ ／ Γ（α）） ｔα－１， 从而确定 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子如下：
　 　 λ（ ｔ，τ） ＝ － １． （１３）
式（１３）代入式（１０）得
　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ － ０Ｉαｔ ［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］ ． （１４）

实际上，变分迭代关系式（１４）可通过常规的 Ｒｉｅｍａｎｎ 积分得到

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ ∫ ｔ

０
λ（ ｔ，τ）［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕｎ ＋ Ｒ［ｕｎ］ ＋ Ｎ［ｕｎ］ － ｆ（τ）］ｄτ， （１５）

其中项 Ｒ［ｕｎ］，Ｎ［ｕｎ］ 是对应于限制性变分的，而 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子由下式确定：

　 　 λ（ ｔ，τ） ＝ （ － １） α（τ － ｔ） α－１

Γ（α）
． （１６）

结论式（１５）和（１６）适用于 α 为任意正实数的情形．

２　 ＦＦＷ 方程的分数阶变分迭代解

下面使用分数阶变分迭代法（以下简记为 ＦＶＩＭ） 求解微分方程（１）．为确定 ＦＦＷ 方程中

对时间的微分阶次的较大值，应比较 α 值与 １ 的大小．下面分别讨论 α ≥１ 和 ０ ＜ α ＜ １ 两种

情况．
２．１　 α ≥ １ 时 ＦＦＷ 方程的解

当 α ≥１时，方程（１） 是一个时间分数阶微分方程， 分数阶微分的阶次 α 大于方程中含时

间导数项 ｕｘｘｔ（ｘ，ｔ） 的阶次 １．根据式（１５）和（１６），可得变分迭代公式如下：

　 　 ｕｎ＋１（ｘ，ｔ） ＝ ｕｎ（ｘ，ｔ） － ∫ ｔ

０

（ ｔ － τ） α－１

Γ（α）
［ｕα

ｎτ（ｘ，τ） － ｕｎｘｘτ（ｘ，τ） ＋ ｕｎｘ（ｘ，τ） －

　 　 　 　 ｕｎ（ｘ，τ）ｕｎｘｘｘ（ｘ，τ） ＋ ｕｎｕｎｘ － ３ｕｎｘ（ｘ，τ）ｕｎｘｘ（ｘ，τ）］ｄτ ． （１７）
式（２）给出迭代的初始值 ｕ０（ｘ，０） ＝ Ａｅｘ ／ ２， 利用迭代公式（１７），可得如下若干次近似项：

　 　

ｕ０（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２，

ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ １ － １
２Γ（１ ＋ α）

ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ １ － １
２Γ（１ ＋ α）

ｔα － １
８Γ（２α）

ｔ２α－１ ＋ １
４Γ（１ ＋ ２α）

ｔ２αæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ３（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ １ － １
２Γ（１ ＋ α）

ｔα － １
８Γ（２α）

ｔ２α－１ ＋ １
４Γ（１ ＋ ２α）

ｔ２α －æ

è
ç

　 　 １
３２Γ（３α － １）

ｔ３α－２ ＋ １
８Γ（３α）

ｔ３α－１ － １
８Γ（３α）

ｔ３α ö

ø
÷ ，

…… ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

８３２１ 分数阶 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程及其改进方程的变分迭代解



其他的近似解可借助符号运算软件获得．结论式（１８）与文献［２５，３１］中的结论相同．
特别地，当 α ＝ １，Ａ ＝ ４ ／ ３ 时，式（１８） 中的 ｕ２（ｘ，ｔ） 和 ｕ３（ｘ，ｔ） 化简为

　 　
ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ ４

３
ｅｘ ／ ２ １ － ５

８
ｔ ＋ １

８
ｔ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ３（ｘ，ｔ） ＝ ４
３

ｅｘ ／ ２ １ － ２１
３２

ｔ ＋ ３
１６

ｔ２ － １
４８

ｔ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１９）

此结果与文献［２８］中的公式一致．
２．２　 ０ ＜ α ＜ １ 时 ＦＦＷ 方程的解

由经典的 ＦＷ 方程的解，根据初值条件式（２）可设方程式（１）的解具有如下形式：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ｖ（ ｔ） ． （２０）

此时，方程（１）可转化为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ － １
４

ｕｔ ＋ ｕｘ ＝ ｕｕｘｘｘ － ｕｕｘ ＋ ３ｕｘｕｘｘ，　 　 ｔ ＞ ０， α ＞ ０． （２１）

方程式（２１）可改写为

　 　 ｕｔ － ４Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ － ４ｕｘ － ４（ｕｕｘ － ｕｕｘｘｘ － ３ｕｘｕｘｘ） ＝ ０． （２２）
尽管方程中含有 α 阶时间分数导数，由于 α ＜ １， 方程（２２）是关于时间的一阶微分方程．

在经典的变分迭代法中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ ＝－ １．可得如下的变分迭代格式：

　 　 ｕｎ＋１（ｘ，ｔ） ＝ ｕｎ（ｘ，ｔ） － ∫ ｔ

０
［ｕτ（ｘ，τ） － ４Ｃ

０Ｄα
τ ｕ（ｘ，τ） － ４ｕｘ（ｘ，τ） －

　 　 　 　 ４（ｕ（ｘ，τ）ｕｘ（ｘ，τ） － ｕ（ｘ，τ）ｕｘｘｘ（ｘ，τ） － ３ｕｘ（ｘ，τ）ｕｘｘ（ｘ，τ））］ｄτ ． （２３）
当方程的解有式（２０）所示形式时，上述变分迭代格式可化简为

　 　 ｕｎ＋１（ｘ，ｔ） ＝ ｕｎ（ｘ，ｔ） － ∫ ｔ

０
［ｕτ（ｘ，τ） － ４Ｃ

０Ｄα
τ ｕ（ｘ，τ） － ２ｕ（ｘ，τ）］ｄτ ． （２４）

利用迭代公式（２３）和初值条件式（２），可得如下近似解析解：

　 　

ｕ０（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２，

ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２（１ ＋ ２ｔ），

ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ １ ＋ ２ｔ ＋ ２ｔ２ ＋ ８
Γ（３ － α）

ｔ２－αæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｕ３（ｘ，ｔ） ＝ Ａｅｘ ／ ２ １ ＋ ２ｔ ＋ ８
Γ（３ － α）

ｔ２－α ＋ ２ｔ２ ＋æ

è
ç

　 　 ３２
Γ（４ － ２α）

ｔ３－２α ＋ ３２
Γ（４ － α）

ｔ３－α ＋ ４
３

ｔ３ ö

ø
÷ ，

…… ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２５）

其他的近似解可借助符号运算软件获得．

３　 改进的 ＦＦＷ 方程的变分迭代解

改进的时间分数阶的 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程为式（３），其中 α 表示分数阶微分的阶次，设
其初始条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ Ａｓｅｃｈ２ｃｘ， （２６）
其中 Ａ，ｃ 为常数．
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３．１　 α ≥ １ 时改进 ＦＦＷ 方程的解

当 α ≥１ 时，方程（３） 可理解为关于时间的分数阶微分方程，分数阶微分的阶次 α 大于方

程中含时间导数项 ｕｘｘｔ（ｘ，ｔ） 的阶次 １．根据式（１５）和（１６），可得变分迭代格式如下：

　 　 ｕｎ＋１（ｘ，ｔ） ＝ ｕｎ（ｘ，ｔ） － ∫ ｔ

０

（ ｔ － τ） α－１

Γ（α）
［ｕα

ｎｔ（ｘ，τ） － ｕｎｘｘｔ（ｘ，τ） ＋ ｕｎｘ（ｘ，τ） －

　 　 　 　 ｕｎ（ｘ，τ）ｕｎｘｘｘ（ｘ，τ） ＋ ｕ２
ｎ（ｘ，τ）ｕ

－
ｎｘ（ｘ，τ） － ３ｕｎｘ（ｘ，τ）ｕｎｘｘ（ｘ，τ）］ｄτ ． （２７）

设 Ａ ＝ ３（ １５ － ５） ／ ４，ｃ ＝ １０（５ － １５ ） ／ ２０， 由式（２６）得

　 　 ｕ０ ＝ （３ ／ ４）（ １５ － ５） ｓｅｃｈ２（ｃｘ），
代入式（２７）计算得

　 　 ｕ１ ＝ ｕ０ ＋ ｔα

Γ（α ＋ １）
ｃＡｔａｎｈ ｃｘ［２ｓｅｃｈ２ｃｘ ＋ （２４ － ６ １５ ）ｓｅｃｈ４ｃｘ］ ． （２８）

此结果可表示为

　 　 ｕ１ ＝ ｕ０ ＋ Ｐ５（ｔａｎｈ ｃｘ） ｔα， （２９）
其中 Ｐ５（ｘ） 表示关于 ｘ 的 ５ 次多项式．

基于式（２９）和迭代格式（２７），可得

　 　 ｕ２ ＝ ｕ１ ＋ Ｑ７（ｔａｎｈ ｃｘ） ｔ２α－１ ＋ Ｑ１２（ｔａｎｈ ｃｘ） ｔ２α ＋
　 　 　 　 Ｑ１３（ｔａｎｈ ｃｘ） ｔ３α ＋ Ｑ１６（ｔａｎｈ ｃｘ） ｔ４α， （３０）

其中 Ｑｉ（ｘ） 表示关于 ｘ 的 ｉ 次多项式（其中 ｉ ＝ ７，１２，１３，１６）， 具体形式略去．
类似可得 ｕ３，ｕ４，…， 其具体表达式较复杂，略去．
设 ｕ１ ＝ ｆ（ｘ） ＋ ｇ（ｘ） ｔα，其中 ｇ ＝ ｆｆｘｘｘ ＋ ３ｆｘ ｆｘｘ － ｆ ２ ｆｘ － ｆｘ ．则迭代结果式（３０）可由下式确定：

　 　 ｕ２ ＝ ｕ１ ＋ ｇｘｘ
Γ（１ ＋ α） ｔ２α－１

Γ（２α）
－

　 　 　 　 （２ｇｆｆｘ ＋ ｇｘ ＋ ｇｘ ｆ ２ － ３ｇｘ ｆｘｘ － ３ｇｘｘ ｆｘ － ｆｇｘｘｘ － ｇ ｆｘｘｘ）
Γ（１ ＋ α） ｔ２α

Γ（１ ＋ ２α）
－

　 　 　 　 （２ｇｆｇｘ ＋ ｆｘｇ２ － ３ｇｘｇｘｘ － ｇｇｘｘｘ）
Γ（１ ＋ ２α） ｔ３α

Γ（１ ＋ ３α）
＋ ｇｘｇ２ Γ（１ ＋ ３α） ｔ４α

Γ（１ ＋ ４α）
． （３１）

若 α ＝ １， 文献［２９］给出改进 ＦＦＷ 方程的精确解如下：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ３
４
（ １５ － ５）ｓｅｃｈ２［ｃｘ － ｃ（５ － １５ ） ｔ］， （３２）

其中 ｃ ＝ １０（５ － １５ ） ／ ２０．式（３２） 中的函数ｓｅｃｈ２［ｃｘ － ｃ（５ － １５ ） ｔ］ 在 ｔ ＝ ０ 可作 Ｔａｙｌｏｒ（泰
勒）展开，形式如下：

　 　 ｓｅｃｈ２［ｃｘ － ｃ（５ － １５ ） ｔ］ ＝

　 　 　 　 ｓｅｃｈ２ｃｘ ＋ ２ｃ（５ － １５ ）ｓｅｃｈ２ｃｘｔａｎｈ（ｃｘ） ｔ ＋

　 　 　 　 ｃ２（５ － １５ ） ２（ｃｏｓｈ ２ｃｘ － ２）ｓｅｃｈ４（ｃｘ） ｔ２ ＋

　 　 　 　 ２
３

ｃ３（５ － １５ ） ３（ｃｏｓｈ ２ｃｘ － ５）ｓｅｃｈ４ｃｘｔａｎｈ（ｃｘ） ｔ３ ＋ Ｏ（ ｔ４） ． （３３）

特别地，若 α ＝ １，可以验证，分数阶变分迭代法结果式（２７） 的极限值ｌｉｍｎ→∞ ｕｎ 同式（３３）．
３．２　 ０ ＜ α ＜ １ 时改进 ＦＦＷ 方程的解

当 ０ ＜ α ＜ １时，方程（３） 可理解为一个时间分数阶微分方程， 分数阶微分的阶次 α 小于
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方程中含时间导数项 ｕｘｘｔ（ｘ，ｔ） 的阶次 １．把式（３）改写为

　 　 ｕｘｘｔ － ［ Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ ＋ ｕｘ － （ｕｕｘｘｘ － ｕ２ｕｘ ＋ ３ｕｘｕｘｘ）］ ＝ ０． （３４）
以 ｘ ＝ ｘ０ 为积分下限，式（３４） 中对 ｘ 进行两次积分得

　 　 ｕｔ ＋ ｕｘｔ ｘ ＝ ｘ０
－ ∫ｘ

ｘ０
∫ｘ
ｘ０
［ Ｃ

０Ｄα
ｔ ｕ ＋ ｕｘ － ｕｕｘｘｘ ＋ ｕ２ｕｘ － ３ｕｘｕｘｘ］ｄｘｄｘ ＝ ０． （３５）

根据式（１５）和（１６），可得方程式（３５）对应的变分迭代公式如下：

　 　 ｕｎ＋１（ｘ，ｔ） ＝ ｕｎ（ｘ，ｔ） － ∫ ｔ

０
{ ｕτ（ｘ，τ） － ｕτ（ｘ０，τ） －

　 　 　 　 ∫ ｘ

ｘ０
∫ ｘ

ｘ０
［ Ｃ

０Ｄα
τ ｕ（ｘ，τ） ＋ ｕｘ（ｘ，τ） ＋ （ｕ２（ｘ，τ）ｕｘ（ｘ，τ） －

　 　 　 　 ｕ（ｘ，τ）ｕｘｘｘ（ｘ，τ） － ３ｕｘ（ｘ，τ）ｕｘｘ（ｘ，τ））］ｄｘｄｘ } ｄτ ． （３６）

由式（２６）对应的初值 ｕ０，代入迭代式（３６），计算可得各阶近似结果．设 ｘ０ ＝ ０，则 ｕ１ 的结果为

　 　 ｕ１ ＝ ｕ０ ＋ ｔα

Γ（α ＋ １）
Ａ ２ － １５

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔａｎｈ ｃｘｓｅｃｈ２ｃｘ －é

ë

ê
ê

　 　 　 　 （２１ － ５ １５ ）ｔａｎｈ ｃｘ ＋ １９ － ９ １５
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｘ

ù

û

ú
ú
， （３７）

其中， Ａ ＝ ３（ １５ － ５） ／ ４，ｃ ＝ １０（５ － １５ ） ／ ２０， 其他阶近似解由于表达式复杂而略去．

４　 算　 　 例

例 １　 对 ＦＦＷ 微分方程式（１），初值条件（２）中，令 Ａ ＝ １．引入

　 　 ｖｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ｘ，ｔ） ／ ｅｘ ／ ２ ． （３８）
取 α ＝ １．５，图 １给出按式（１６） 得到的 ｖｉ（ ｔ） 随时间在区间 ｔ∈［０，４］ 的变化曲线（ ｉ ＝ ２，３，

４，５），其中 ｖ３（ ｔ） 与 ｖ５（ ｔ） 非常接近，而 ｖ４（ ｔ） 和 ｖ５（ ｔ） 基本重合．

图 １　 α ＝ １．５ 时，ＦＦＷ 方程中 ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ ２，３，４，５） 随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ ２，３，４，５） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ １．５

类似地，图 ２ 给出按式（１８）得到的 ｖｉ（ ｔ） 在时间区间 ｔ∈［０，８］ 内的变化曲线（ ｉ ＝ １０，１１，
…，３０），其中 ｖ１１（ ｔ） 与 ｖ３０（ ｔ） 非常接近，而 ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １２，１３，…，３０） 对应的各条曲线基本重合．
图 ３ 给出按式（１８） 得到的 ｕ５（ｘ，ｔ） 的空间曲面图形．
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图 ２　 α ＝ １．５ 时，ＦＦＷ 方程中 ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １０， １１， …， ３０） 随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １０， １１， …， ３０） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ １．５

图 ３　 α ＝ １．５ 时，ＦＦＷ 方程中 ｕ５（ｘ，ｔ）

的空间曲面图形

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕ５（ｘ，ｔ） ｉｎ ＦＦＷ

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ １．５

　 　 取 α ＝ ０．５，图４给出按式（２５） 得到的 ｖｉ（ ｔ） 随

时间的变化曲线（迭代次数 ｉ ＝ １０，２０，２５，２８，３０），
其中 ｖ２０（ ｔ） 与 ｖ２５（ ｔ） 在图上已经比较接近， 而

ｖ２５（ ｔ），ｖ２８（ ｔ） 和 ｖ３０（ ｔ） 基本重合． 图 ５ 给出按式

（２５） 得到的 ｕ２５（ｘ，ｔ） 的空间曲面图形．
例 ２　 改进的 ＦＦＷ 方程式（３）和初值条件式

（２６）中取

　 　 Ａ ＝ ３（ １５ － ５） ／ ４，

　 　 ｃ ＝ １０（５ － １５ ） ／ ２０．
对改进 ＦＦＷ 方程， 取 α ＝ １，图 ６ 给出按式

（３０） 得到的二阶近似解 ｕ２（ｘ，ｔ） 的曲面图，以及

按精确解式（３２）得到的曲面图．对比发现，两者基

本一致．

图 ４　 α ＝ ０．５ 时，ＦＦＷ 方程中 ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １０， ２０， ２５， ２８， ３０） 随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｖｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １０， ２０， ２５， ２８， ３０） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ ０．５
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图 ５　 α ＝ ０．５ 时，ＦＦＷ 方程中 ｕ２５（ｘ，ｔ） 的空间曲面图形

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｕ２５（ｘ，ｔ） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ ０．５

图 ６　 α ＝ １ 时，改进 ＦＦＷ 方程中 ｕ２（ｘ，ｔ） 与精确解的图形的对比

Ｆｉｇ．６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｕ２（ｘ，ｔ） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ １

图 ７　 α ＝ １．５ 时，改进 ＦＦＷ 方程中 ｕ２（ｘ，ｔ） 与 ｕ３（ｘ，ｔ） 对应图形的对比

Ｆｉｇ．７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｕ２（ｘ，ｔ） ａｎｄ ｕ３（ｘ，ｔ） ｉｎ ＦＦＷ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ α ＝ １．５

类似地， α ＝ １．５ 时，图 ７ 给出按式（３１） 得到的二阶近似解 ｕ２（ｘ，ｔ） 与三阶近似解 ｕ３（ｘ，ｔ）
的曲面图，对比发现，两者非常接近．

以上结果说明了分数阶变分迭代法求解分数阶 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程及其改进方程的有

效性．
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５　 结　 　 论

基于拉氏变换，确定了适合分数阶问题的变分迭代法的中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．在变分迭代法

求解 ＦＦＷ 方程及其改进方程时， 需按分数微分阶次 α 与 １ 的大小关系分类， 在 α ≥１ 与 ０ ＜
α ＜ １ 两类情况下位移函数的表达式完全不同．

利用分数阶问题的变分迭代法（ＦＶＩＭ）得到了分数阶非线性 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程及改

进方程的若干阶解析近似解．与经典的变分迭代法（ＶＩＭ）相比， 分数阶问题的变分迭代法能

够求解含有时间分数微分项的 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃Ｗｈｉｔｈａｍ 方程．文献中已有的一些整数阶 Ｆｏｒｎｂｅｒｇ⁃
Ｗｈｉｔｈａｍ 问题的结果成为本文算例结果的特例，这说明本文方法的可行性．
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