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摘要：　 提出了一种求解浅水波方程组的熵相容格式．在熵稳定通量中添加特征速度差分绝对值的

项来抵消解在跨过激波时所产生的熵增，从而实现熵相容．新的数值差分格式具有形式简单、计算

效率高、无需添加任何的人工数值粘性的特点．数值算例充分说明了其显著的优点．利用新格式成

功地模拟了不同类型溃坝问题的激波、稀疏波传播及溃坝两侧旋涡的形成，是求解浅水波方程组

较为理想的方法．
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引　 　 言

当水域沿特征方向的水平尺度比水的深度大得多时，可称为浅水环境，其流体运动的规律

可用二维浅水波方程来描述．二维浅水波方程的形式有很多种，本文考虑二维平底无摩擦、自
由表面可压缩流的守恒形式的浅水波方程［１］：
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其中守恒型向量

　 　 Ｕ ＝ ［ｈ，ｕｈ，ｖｈ］ Ｔ，
通量

　 　 ｆ（Ｕ） ＝ ［ｕｈ，ｕ２ｈ ＋ ｇｈ２ ／ ２，ｕｖｈ］ Ｔ， ｇ（Ｕ） ＝ ［ｖｈ，ｕｖｈ，ｖ２ｈ ＋ ｇｈ２ ／ ２］ Ｔ，
以及粘性矢通量 ｄ ＝ ［０，ｕ，ｖ］ Ｔ ．ｈ ＝ ｈ（ｘ，ｙ，ｔ） 是总水深度，ｕ（ｘ，ｙ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｔ） 分别是深度平均

速度沿着 ｘ，ｙ 方向的分量．式（１） 中关于（Ｕ，ｆ，ｇ） 的 ３ 个方程各自表示对于浅水流的质量守恒

律及在 ｘ，ｙ方向上的动量守恒律．这些通量包括常数重力加速度 ｇ ＞ ０及涡粘系数η ＞ ０，由于

忽略了小尺度涡的运动，本文计算具有涡流粘度的大规模流运动来描述小规模流的能量传输

和耗散．如果涡粘系数为 ０，方程组（１）降低到无粘的浅水波方程．浅水波方程可用来研究诸如
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潮汐、涌浪、溃坝、水环境污染扩散等人们关心的实际问题．浅水波方程的更多应用见文献［２⁃
３］．方程组（１）也属于双曲守恒律方程，又由于守恒律的非线性性质，数值方法的稳定性结果

很难获得．早在 １９ 世纪 ８０ 年代 Ｏｓｈｅｒ，Ｈａｒｔｅｎ，Ｌａｘ 及 Ｔａｄｍｏｒ 等人对双曲守恒律方程的数值求

解已经做了很多工作．Ｔａｄｍｏｒ 在文献［４］里定义了一类二阶的熵守恒格式，得到一种对数值粘

性更精确的量化方法，即：一个三点格式只需含有比熵守恒格式更多的粘性则是熵稳定的．熵
守恒 ／熵稳定格式的提出为获得具有物理意义、数值上稳定的解提供了一种简便有效的方法，
更易于推广和实际应用． Ｔａｄｍｏｒ 进一步提出分段线性路径的熵稳定格式［５］，适用于 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ（Ｎ⁃Ｓ）方程［６］、浅水波方程［７］等各种守恒系统．近几年，Ｉｓｍａｉｌ 和 Ｒｏｅ 在熵守恒格式的基

础上提出了熵相容的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）通量函数，新格式在保证熵增正确性的同时也保持了激波

稳定性［８］ ．随后，Ｍｏｈａｍｍｅｄ 等将与人工物理耗散机制相结合的熵守恒格式推广至一维粘性

Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程及 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程［９］ ．
本文针对浅水波方程构造一个熵相容差分格式，并用该格式模拟了二维部分溃坝问题．熵

相容数值矢通量的构造方法类似于 Ｉｓｍａｉｌ 处理 Ｅｕｌｅｒ 方程的方法［８］以及最近针对 Ｎ⁃Ｓ 方程的

熵相容通量的构造［９］，将总能 Ｅ ＝ （ｇｈ２ ＋ ｕ２ｈ ＋ ｖ２ｈ） ／ ２ 作为浅水波方程的熵函数，通过对数值

通量的构造使格式满足离散熵不等式．本文所构造的数值格式是熵相容的、无需添加任何人工

数值粘性项、非常简单、计算效率高，且与分段线性路径的熵稳定格式［７］ 相比，在网格加密及

时间较长时不会出现复数及分母为 ０ 的情况，是求解二维浅水波方程更为理想的方法．
本文采用空间半离散格式，时间上的推进一律采用三阶强稳定的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法［１０］：
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１　 一维无粘浅水波方程

考虑一维无粘浅水波方程初值问题：
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其中，守恒型变量 Ｕ ＝ ［ｈ，ｕｈ］ Ｔ，通量 ｆ（Ｕ） ＝ ［ｈｕ，ｇｈ２ ／ ２ ＋ ｈｕ２］ Ｔ，ｈ ＝ ｈ（ｘ，ｔ） 是总的水深，ｕ（ｘ，
ｔ） 是深度平均速度．众所周知，问题（３）的解在有激波形成时往往会出现间断，即使初始条件

是光滑的．因此，Ｌａｘ 提出了弱解的概念［１１］，函数 Ｕ ∈ Ｌ∞（Ｒ × Ｒ ＋） 为初值问题（３） 的弱解，若
对所有的紧支光滑检验函数 φ ∈ Ｃ１

０（Ｒ × Ｒ ＋） 满足

　 　 ∫
Ｒ
∫
Ｒ＋
（Ｕφ ｔ ＋ ｆ（Ｕ）φ ｘ）ｄｘｄｔ ＋ ∫

Ｒ
Ｕ（ｘ，０）φ（ｘ，０）ｄｘ ＝ ０．

由于上述的弱解并不唯一，Ｌａｘ 在文献［１２］中证明了如果弱解 Ｕ 满足熵稳定条件

　 　 Ｅ（Ｕ） ｔ ＋ Ｑ（Ｕ） ｘ ≤ ０， （４）
则 Ｕ 是唯一的且具有物理意义．不等式（４） 中 Ｅ（Ｕ） 是 Ｕ 的一个凸函数，Ｑ（Ｕ） 满足

　 　 Ｑ′（Ｕ） Ｔ ＝ Ｅ′（Ｕ） Ｔ ｆ′（Ｕ）， （５）
上述 Ｅ（Ｕ） 称为熵函数，Ｑ（Ｕ） 称为熵通量函数．
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对于一维浅水波方程，取内能和势能的总和作为熵函数，即 Ｅ（Ｕ） ＝ （ｇｈ２ ＋ ｕ２ｈ） ／ ２．由式

（５） 计算出熵通量函数 Ｑ（Ｕ） ＝ ｇｕｈ２ ＋ ｕ３ｈ ／ ２．熵变量 Ｖ ＝ Ｅ′（Ｕ） ＝ ［ｇｈ － ｕ２ ／ ２，ｕ］ Ｔ，熵势 ψ ＝
ｇｕｈ２ ／ ２．熵不等式为
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ｄｔ∫ｘＥｄｘ ≤ ０． （６）

在单元交界面处的熵增定义为 Ｕ ＝ ∫∫
Ω
（∂ｔＵ ＋ ∂ｘＱ）ｄｘｄｔ ＝ ∮

∂Ω
（Ｕｄｘ － Ｆｄｔ），其中 Ω∈［０，∞ ） ×

Ｒ ．通常熵增表现为一个耗散或色散的过程，数学上由一些较小的参数乘以高阶导数来表示．
１．１　 熵守恒格式

平均熵守恒格式［１］及 Ｔａｄｍｏｒ 等提出的分段路径的熵守恒格式［７］ 在计算每个通量时都包

含复数表达式，而且分段线性路径的显式熵守恒格式的数值稳定性还有争议，在计算时出现大

量分母为 ０ 的警告．２００８ 年 Ｆｊｏｒｄｈｏｌｍ 等根据浅水波方程自身的特点，构造了简单的显式熵守

恒格式 ＥＥＣ（ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ） ［１０］避免了这些缺点，其数值通量如下：
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由相应格式得到的解保持离散总熵 Ｓ ＝ Δｘ∑ ｉ
Ｅ（ｕｉ） 不变，熵增为 ０．

１．２　 熵稳定格式

由于熵守恒格式没有任何的耗散机制，导致数值解表现出较强的色散效应．色散效应使系

统的能量重新分布，并以振荡的形式集中在激波附近，见图 １．根据比较原则［４］，通过修正 Ｒｏｅ
通量的扩散因子可以获得熵稳定的数值通量，使之满足离散熵不等式，同时避免振荡的产生．
Ｒｏｅ 已经将类似的方法用于 Ｅｕｌｅｒ 方程的求解．用熵守恒数值通量式（７）代替 Ｒｏｅ 格式的通量

平均项，以及用算术平均求解熵变量形式的数值粘性项，从而获得关于求解一维浅水波方程的

Ｒｏｅ 类型的熵稳定格式 ＥＲｏｅ（ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ Ｒｏｅ） ［１］ ．具体数值通量为
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其中 Ｒ 是 ｆ′（Ｕ） 的特征向量矩阵，
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１．３　 熵相容格式

显然，熵稳定格式就是包含比熵守恒格式更多粘性的数值格式．那么怎么添加一个正确的

粘性项，使之满足离散熵不等式，同时避免振荡的产生呢？ 在稳定状态下，这个量的“正确性”
取决于通过过渡相产生的熵增 Ｕ ．Ｌａｘ 早在 １９７２ 年就已经证明了解在跨过激波时的熵增为激

波强度的立方阶．这说明数值通量也应该包含一个与激波强度平方阶相当的项．具体地，对数值
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通量添加一个与 ［ｕ］ ［ｕ］ 相当的项，那么熵增就达到 ［ｕ］ ［ｕ］ ２，其中［·］ ＝ （·） Ｒ － （·） Ｌ ．Ｉｓ⁃
ｍａｉｌ 等在文献［８］中提出了求解一维守恒律方程的熵相容通量的一般形式，并推广到一维 Ｅｕ⁃
ｌｅｒ 方程组．本文将 Ｉｓｍａｉｌ 等的熵相容通量的一般形式进一步推广到浅水波方程，得到求解一维

浅水波方程组（３）的熵相容数值通量如下：

　 　 Ｆｉ ＋１ ／ ２ ＝ Ｆｉ ＋１ ／ ２ － １
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Ｒ Λ ＋ α Λ[ ]( ) ＲＴ（Ｖｉ ＋１ － Ｖｉ）， （９）

其中
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熵相容格式简记为 ＥＣ（ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅ）．

２　 二维浅水波方程

考虑二维浅水波方程的守恒形式（１），总能 Ｅ（Ｕ） ＝ （ｇｈ２ ＋ ｕ２ｈ ＋ ｖ２ｈ） ／ ２ 作为熵函数，
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熵通量
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对式（１０）进行空间积分得出
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对于无粘例子 （η ＝ ０）， 总熵守恒满足：
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对 ｘ，ｙ 方向分别采用与一维相似的处理方式，就可以得到二维浅水波方程的半离散格式：
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Δｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１３）

其中 ｆ∗ｉ ＋１ ／ ２， ｊ，ｇ∗
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ 是数值通量，ｈｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ （ｈｉ ＋１， ｊ ＋ ｈｉ， ｊ） ／ ２．

２．１　 熵守恒格式

与一维情形类似，构造出求解二维浅水波方程的熵守恒数值通量如下：

　 　 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝

ｈ
－
ｉ＋１ ／ ２， ｊｕ

－
ｉ＋１ ／ ２， ｊ

ｈ
－
ｉ＋１ ／ ２， ｊｕ

－ ２
ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋

ｇ
２
（ｈ２） ｉ ＋１ ／ ２， ｊ

ｈ
－
ｉ＋１ ／ ２， ｊｕ

－
ｉ＋１ ／ ２， ｊｖ

－
ｉ＋１ ／ ２， ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１４ａ）
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　 　 Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝

ｈ
－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ｖ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２

ｈ
－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ｕ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ｖ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２

ｈ
－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２（ｖ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２） ２ ＋ ｇ

２
（ｈ２） ｉ， ｊ ＋１ ／ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１４ｂ）

其中　 　 （·） ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝
（·） ｉ， ｊ ＋ （·） ｉ ＋１， ｊ

２
， （·） ２

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝
（·） ２

ｉ， ｊ ＋ （·） ２
ｉ ＋１， ｊ

２
．

２．２　 熵稳定格式

二维浅水波方程的熵稳定格式是一维情形的直接推广， Ｒｘ，Λｘ 分别是 ｆ′（Ｕ） 的特征向量、
特征值矩阵，Ｒｙ，Λｙ 分别是 ｇ′（Ｕ） 的特征向量、特征值矩阵，数值通量分别为

　 　
ＦＥＲｏｅ

ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ －
１
２

Ｒｘ Λｘ （Ｒｘ） Ｔ（Ｖｉ ＋１， ｊ － Ｖｉ， ｊ），

ＧＥＲｏｅ
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － １

２
Ｒｙ Λｙ （Ｒｙ） Ｔ（Ｖｉ， ｊ ＋１ － Ｖｉ， ｊ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１５）

其中

　 　 Ｒｘ ＝ １
２ｇ

１ ０ １

ｕ － ｇｈ ０ ｕ ＋ ｇｈ

ｖ ２ｇｈ ｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｒｙ ＝ １
２ｇ

１ ０ １

ｕ － ２ｇｈ ｕ

ｖ － ｇｈ ０ ｖ ＋ ｇｈ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

　 　 Λｘ ＝ ｄｉａｇ（ｕ － ｇｈ ，ｕ，ｕ ＋ ｇｈ ）， Λｙ ＝ ｄｉａｇ（ｖ － ｇｈ ，ｖ，ｖ ＋ ｇｈ ） ．

Ｒｘ，Λｘ 中的 ｈ ＝ ｈ
－
ｉ＋１ ／ ２， ｊ，ｕ ＝ ｕ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ，ｖ ＝ ｖ－ ｉ＋１ ／ ２， ｊ ．Ｒｙ，Λｙ 中的 ｈ ＝ ｈ

－
ｉ， ｊ ＋１ ／ ２，ｕ ＝ ｕ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２，ｖ ＝ ｖ－ ｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ．

２．３　 熵相容格式

将本文构造的一维熵相容格式直接推广到二维浅水波方程，即得数值通量如下：

　 　
Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ －

１
２

Ｒｘ（ Λｘ ＋ α ［Λ］ ｘ ）（Ｒｘ） Ｔ（Ｖｉ ＋１， ｊ － Ｖｉ， ｊ），

Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ ＝ Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － １
２

Ｒｙ（ Λｙ ＋ α ［Λ］ ｙ ）（Ｒｙ） Ｔ（Ｖｉ， ｊ ＋１ － Ｖｉ， ｊ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１６）

其中

　 　 ［Λ］ ｘ ＝ ｄｉａｇ（（λ １
ｘ） ｉ ＋１， ｊ － （λ １

ｘ） ｉ， ｊ， （λ ２
ｘ） ｉ ＋１， ｊ － （λ ２

ｘ） ｉ， ｊ， （λ ３
ｘ） ｉ ＋１， ｊ － （λ ３

ｘ） ｉ， ｊ），
　 　 ［Λ］ ｙ ＝ ｄｉａｇ（（λ １

ｙ） ｉ， ｊ ＋１ － （λ １
ｙ） ｉ， ｊ， （λ ２

ｙ） ｉ， ｊ ＋１ － （λ ２
ｙ） ｉ， ｊ， （λ ３

ｙ） ｉ， ｊ ＋１ － （λ ３
ｙ） ｉ， ｊ），

　 　 （λ １
ｘ） ｉ， ｊ ＝ ｕｉ， ｊ － ｇｈｉ， ｊ ， （λ ２

ｘ） ｉ， ｊ ＝ ｕｉ， ｊ， （λ ３
ｘ） ｉ， ｊ ＝ ｕｉ， ｊ ＋ ｇｈｉ， ｊ ，

　 　 （λ １
ｙ） ｉ， ｊ ＝ ｖｉ， ｊ － ｇｈｉ， ｊ ， （λ ２

ｙ） ｉ， ｊ ＝ ｖｉ， ｊ， （λ ３
ｙ） ｉ， ｊ ＝ ｖｉ， ｊ ＋ ｇｈｉ， ｊ ，

　 　 α ＝ １ ／ ６．

３　 数 值 算 例

算例 １　 考虑一维溃坝问题

１５２１求解浅水波方程的熵相容格式



　 　 ｈ（ｘ，０） ＝
２， ｘ ＜ ０，
１．５， ｘ ＞ ０，{ ｕ（ｘ，０） ≡ ０．

（ａ） ｔ ＝ ０．４ 时刻的 ｈ （ｂ） 时间与总熵的关系图

（ａ） Ｔｏｔａｌ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ ｈ ａｔ ｔ ＝ ０．４ （ｂ） Ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｖｓ． ｔｉｍｅ
图 １　 熵守恒格式求解一维溃坝问题的结果

Ｆｉｇ．１　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ
ａ １⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ａ） ｔ ＝ ０．４ 时刻的 ｈ （ｂ） 时间与总熵的关系图

（ａ） Ｔｏｔａｌ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ ｈ ａｔ ｔ ＝ ０．４ （ｂ） Ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｖｓ． ｔｉｍｅ
图 ２　 Ｒｏｅ，ＥＲｏｅ，熵相容格式求解一维溃坝问题的结果

Ｆｉｇ．２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｏｅ， ＥＲｏｅ， ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ
ａ １⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

　 　 取 ＣＦＬ（Ｃｏｕｒａｎｔ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ⁃Ｌｅｗｙ）条件数为 ０．０２，空间网格数为 １００，计算到 ｔ ＝ ０．４．本算例

的精确解包括一个向左传播的稀疏波及一个向右传播的激波．图 １ 是熵守恒格式计算结果，激
波头有 Δｘ 阶的周期性的非物理振荡，这是由于熵守恒格式缺乏任何的扩散机制，非线性色散

效应重新分配能量转化为更高的波数．在离散网格上，最高波数为 １ ／ Δｘ ．图 ２（ａ）是 ３ 种格式计
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算结果与由 １ ２００ 个网格点加密的 Ｒｕｓａｎｏｖ 格式计算的数值解作为参考．虽然与熵守恒格式相

比较，激波与稀疏波都被更加抹平了，但是所有的非物理振荡消除了，并且熵相容格式计算的

结果更好．如此，增加的数值扩散达到了理想效应．图 ２（ｂ）是总熵与时间关系图，表明了格式的

熵稳定性．
算例 ２　 考虑一维大型溃坝问题

　 　 ｈ（ｘ，０） ＝
１５， ｘ ＜ ０，
１， ｘ ＞ ０，{ ｕ（ｘ，０） ≡ ０．

（ａ） 熵守恒格式 （ｂ） Ｒｏｅ，熵稳定格式，熵相容格式

（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＥＣ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｏｅ， ＥＲｏｅ， ＥＣ ｓｃｈｅｍｅｓ
图 ３　 大型溃坝问题的计算结果

Ｆｉｇ．３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

（ａ） Ｒｏｅ 格式， ｔ ＝ ０．００５ ６ （ｂ） 熵稳定格式、熵相容格式， ｔ ＝ ０．１
（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｏｅ ｓｃｈｅｍｅ， ｔ ＝ ０．００５ ６ （ｂ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＥＲｏｅ， ＥＣ ｓｃｈｅｍｅｓ， ｔ ＝ ０．１

图 ４　 高度接近 ０ 的溃坝问题的计算结果

Ｆｉｇ．４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｎｅａｒ⁃ｚｅｒｏ ｈｅｉｇｈｔ

３５２１求解浅水波方程的熵相容格式



　 　 取 ＣＦＬ 条件数为 ０．０２，空间网格数为 １００，计算到 ｔ ＝ ０．１．本算例的精确解包括一个向左传播

的稀疏波及一个向右传播的激波．图 ３（ａ）是熵守恒格式计算结果，图 ３（ｂ）是 ３ 种格式计算结果

与由 １ ２００ 个网格点加密的 Ｒｕｓａｎｏｖ 格式计算的数值解作为参考．由图 ３ 可知 Ｒｏｅ 格式直接产生

了一个非物理的静态激波，而熵稳定格式、熵相容格式都抑制了振荡，得到了较理想的结果．
算例 ３　 考虑一维高度接近 ０ 的溃坝问题

　 　 ｈ（ｘ，０） ≡ １， ｕ（ｘ，０） ＝
－ ４， ｘ ＜ ０，
４， ｘ ＞ ０ ．{

取 ＣＦＬ 条件数为 ０．０２，空间网格数为 １００．数值实验表明：熵守恒格式不能求解出此问题

的近似解，结果为 ＮａＮ（分母为 ０）；熵稳定格式及熵守恒格式都保持了浅水波方程水深非负的

物理特性，且熵相容格式计算效果较好；Ｒｏｅ 格式违反了物理特性．详见图 ４．

（ａ） 熵守恒格式 （ｂ） 熵稳定格式

（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ

（ｃ） 熵相容格式 （ｄ） 总熵与时间关系图

（ｃ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅ （ｄ） Ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｖｓ． ｔｉｍｅ
图 ５　 二维浅水波方程组求解部分溃坝问题

Ｆｉｇ．５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ２⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｐａｒｔｉａｌ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ
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（ａ） 熵守恒格式 （ｂ） 熵稳定格式

（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ （ｂ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｓｔａｂｌｅ ｓｃｈｅｍｅ

（ｃ） 熵相容格式 （ｄ） 总熵与时间关系图

（ｃ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｔｒｏｐｙ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅ （ｄ） Ｔｏｔａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ｖｓ． ｔｉｍｅ
图 ６　 二维浅水波方程组求解圆形溃坝问题

Ｆｉｇ．６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ２⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

算例 ４　 考虑由 Ｆｅｎｎｅｍａ 及 Ｃｈａｕｄｈｒｙ［１３］最初提出的二维无摩擦部分溃坝问题．等宽矩形

（１ ４００×１ ４００）平底二维水域，中间位置有一固定无摩擦水坝，上下游均为静水，水深分别为 １０
和 ９．５，计算区域的四周采用 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件，沿着中间位置的水坝假设为反射条件．其中水

坝从 ５６０ 到 ８４０ 之间自 ０ 时刻起溃决，产生了正、负水波．正波向下游传播，负波向上游传播，
而且受负波影响水域的水深下降，水流向两边扩散，形成回流．重力加速度常数 ｇ ＝ ９．８，图 ５ 为

空间网格数 ５０ × ５０，Δｘ ＝ Δｙ ＝ ２８，Δｔ ＝ ０．２，计算时间到 ｔ ＝ ２５时的水深计算结果．如图所示，可
见水深 ｈ 的数值解都成功地模拟了圆形激波传播以及在溃坝两侧旋涡的形成．对于无粘性的

浅水波方程组，熵守恒格式的弥散性误差以伪振荡的形式表现出来，在溃坝附近很明显，见图

５（ａ）；熵稳定格式的解要比熵守恒格式的解光滑，见图 ５（ｂ）；熵相容格式的解也比熵守恒格

式的解光滑，虽然对解有部分抹平，但通过简单的构造消除了振荡，精确地捕捉到激波及稀疏

５５２１求解浅水波方程的熵相容格式



波．熵相容格式与分段线性路径的显式构造方法［７］ 相比：计算简单、不会出现复数及分母为 ０
的情况，而且在水坝内不会出现上下尖峰．图 ５（ｄ）显示了不同格式对应的总熵（总能量）关于

时间的变化，进一步说明格式的熵稳定性．
算例 ５　 考虑二维浅水波方程组圆形溃坝问题［１］ ．计算区域为［－１，１］×［－１，１］，初始条件为

　 　 ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ ２，　 　 ｘ２ ＋ ｙ２ ＜ ０．５，
１，　 　 其它，{ ｕ（ｘ，ｙ，０） ≡ ０．

采用 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件，取 ＣＦＬ 条件数为 ０．２５，常数 ｇ ＝ １，空间网格数为 ５０ × ５０，计算时间到

ｔ ＝ ０．２．水深高度的精确解包括两部分，分别为向内的稀疏波和向外的激波．计算结果如图 ６ 所

示，可见数值解对激波和稀疏波都准确地捕捉到了，然而熵守恒格式在激波上沿产生了明显地

振荡．熵稳定格式和熵相容格式都抑制了振荡，且熵相容格式对溃坝现象捕捉效果更为锐利．

４　 结　 　 论

本文构造了求解浅水波方程的熵相容格式，该格式与物理概念联系紧密，有效避免产生非

物理解．与分段线性路径的熵稳定格式相比，新格式具有构造简单、计算效率高、无需添加任何

的人工数值粘性项等优点．即使在网格加密，计算时间较长时也不会出现复数及分母为 ０ 的情

况．数值结果表明新格式是模拟浅水波方程组不同类型的溃坝问题较为理想的方法．也可以将

新格式与限制器、ＷＥＮＯ（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ）重构相结合达到对溃坝现象更加

高分辨率高精度的模拟，这方面的进展将在以后的文章中详述．
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