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摘要：　 由于空间等离子体间接观察的不确定性和不可重复性以及只能进行被动实验的局限性，
为了准确地描述空间等离子体粒子运动的动力学特征，建立了一类太空等离子体单粒子运动的非

线性模型．首先运用重合度理论探讨了一类非线性问题的周期解，然后将其应用于太空等离子体单

粒子运动模型的同宿轨问题的研究，获得了该模型存在同宿轨的新结果，为研究空间环境提供了

更好的观测和理论基础．
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引　 　 言

太空等离子体是各种带电（中性）粒子及其波动组成的复杂的非线性系统，它涵盖了从地

球电离层到星系间广袤的宇宙空间．太阳等离子体的研究，对于深入理解日地空间磁层各部分

之间的波和粒子的能量传输过程，各种不稳定现象以及非线性过程等有着十分重要的意义．
太空等离子体广泛应用于太阳风和行星际磁场、行星自身的磁场和电离层及其相互作用

形成的复杂的边界层的研究［１⁃６］ ．在现有的观测条件下，空间和地面望远镜的分辨能力远远不

能达到等离子体特征尺度（即 Ｄｅｂｙｅ（德拜）长度）的量级，因而太阳物理研究主要集中在宏观

的磁流体力学的尺度，相应的理论研究大多不涉及微观带电粒子的基本物理过程，而是更加侧

重于理论与大尺度观测现象的比较和解释．然而实际上任何宏观或大尺度的唯象理论必然包

含而且最终归结于某些基本物理过程的研究，因此，研究太空等离子体单粒子运动模型在一定

程度上可以克服太阳和空间等离子体间接观测的不确定性和不可重复性，以及只能进行被动

实验的局限性，也为研究空间环境，提供更好的观测和理论基础．
太空等离子体运动过程是非线性的多维的物理过程，只用一般的线性模式去研究它们的

运动机理是不够理想的．许多学者已经研究了非线性问题，如莫嘉琪等在大气物理、海洋气候、
动力系统等方面利用数值分析方法研究了一些非线性问题［７⁃１２］ ．本文借助于 Ｍａｒｗｈｉｎ 重合度及
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泛函理论探讨了一类太空等离子体单粒子非线性运动模型的同宿轨问题．

１　 非线性单粒子运动模型

等离子体主要是由带电粒子组成的电中性的气体，电磁力对等离子体的行为有重要作用，
因此在描述等离子体行为的重要方程中必然包含电磁力．如果电场为 Ｅ，磁感应强度为 Ｂ 的电

磁场作用在质量为ｍ，电荷为 ｑ，速度为 ｖ 的粒子上，粒子就会受到 Ｌｏｒｅｎｔｚ（洛伦兹）力 ＦＬ，而且

由 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力定律可得到 ＦＬ ＝ Ｅｑ ＋ ｑｖ × Ｂ ．假设速度足够小，可以不考虑相对论效应，根据

Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）定律，粒子动量 ｍｖ 的变化率为

　 　 ｍ ｄｖ
ｄｔ

＝ Ｅｑ ＋ ｑｖ × Ｂ ＋ Ｆｑ， （１）

其中 Ｆｑ 代表非电磁力，例如重力等．
经常遇到的是非电磁力足够小可以忽略的情况，可假设 Ｆｑ ＝ ０，然而，在有些情况下重力

也很重要，例如在讨论太阳日冕和行星电离层时必须考虑重力的作用，此时 Ｆｑ ≠ ０．又上述的

讨论中假设磁场是均匀的，即它的强度和方向在任何地方都是不变的，虽然有时这是很好的近

似（例如，地磁场在实验室大小的尺度上可认为几乎不变），但更多的情况并不是这样的．如地

磁场近似是偶极场，它的方向和大小随位置都在变化．这说明需要描述变化磁场中的粒子运

动．再考虑到实际的空间天气现象和扰动，因此，在方程（１）中，各系数一般都与时间 ｔ 有关且

Ｆｑ ≠ ０．由此，本文建立如下的太空等离子体单粒子运动的 ｎ 维非线性模型：
　 　 ｖ′（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ＝ Ｆ（ ｔ）， （２）

其中 ｖ（ ｔ） ＝ （ｖ１（ ｔ），ｖ２（ ｔ），…，ｖｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ， ｔ ∈ Ｒ， Ｇ ∈ Ｃ（Ｒ × Ｒｎ，Ｒｎ）， Ｆ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ） ．
若方程（２）有解 ｖ（ ｔ） 且满足当 ｔ →＋ ∞，ｖ（ ｔ） → ０，则称 ｖ（ ｔ） 为方程（２）的一个同宿解．
构造方程

　 　 ｖ′（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ＝ Ｆｋ（ ｔ）， （３）
其中对 ∀ｋ ∈ Ｎ，Ｆｋ（ ｔ）：Ｒ → Ｒｎ 是一个 ２ｋＴ⁃ 周期函数，且满足

　 　 Ｆｋ（ ｔ） ＝

Ｆ（ ｔ），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ ∈ ［ － ｋＴ，ｋＴ － ε ０］，

Ｆ（ｋＴ － ε ０） ＋
Ｆ（ － ｋＴ） － Ｆ（ｋＴ － ε ０）

ε ０
（ ｔ － ｋＴ ＋ ε ０），

ｔ ∈ ［ｋＴ － ε ０，ｋＴ］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

Ｔ 为一给定的正常数，ε ０ 为（０，Ｔ） 上与 ｋ 无关的常数．
本文首先利用Ｍａｒｗｈｉｎ 重合度理论找到方程（３）的 ２ｋＴ⁃周期解集 { ｖｋ（ ｔ） } ，然后利用泛函

理论中的紧性说明周期解集 { ｖｋ（ ｔ） } 存在唯一的极限点 ｖ０（ ｔ），最后说明该极限点 ｖ０（ ｔ） 即为

方程（２）的一个同宿解．

２　 引　 　 理

∀ｋ ∈ Ｎ， 令

　 　 Ｃ２ｋＴ ＝ { ｘ ｜ ｘ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ），ｘ（ ｔ ＋ ２ｋＴ） ≡ ｘ（ ｔ） } ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｃ２ｋＴ，
定义

　 　 ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ＝ ｘ（ ｔ） Ｔｘ（ ｔ） ， ‖ｘ‖∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［ －ｋＴ，ｋＴ］

｜ ｘ（ ｔ） ｜ ，

　 　 ‖ｘ‖ｒ ＝ (∫ ｋＴ

－ｋＴ
｜ ｘ（ ｔ） ｜ ｒｄｔ )

１ ／ ｒ
，　 　 ｒ ∈ （１， ＋ ∞） ．
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引理 １［１３］ 　 设 ａ ＞ ０，ｑ ∈ Ｗ１，ｐ（Ｒ，Ｒｎ），则对 ∀ｔ ∈ Ｒ， 下面的不等式成立：

　 　 ｜ ｑ（ ｔ） ｜ ≤ （２ａ） －１ ／ μ (∫ ｔ ＋ａ

ｔ－ａ
｜ ｑ（ ｓ） ｜ μｄｓ )

１ ／ μ
＋ ａ（２ａ） －１ ／ ｐ (∫ ｔ ＋ａ

ｔ－ａ
｜ ｑ′（ ｓ） ｜ ｐｄｓ )

１ ／ ｐ
，

其中 μ，ｐ ∈ （１， ＋ ∞） ．
引理 ２［１３］ 　 设 ｑ ∈ Ｗ１，ｐ

２ｋＴ（Ｒ，Ｒｎ）， 则

　 　 ‖ｑ‖∞ ≤ Ｔ －１ ／ ｖ (∫ ｋＴ

－ｋＴ
｜ ｑ（ ｓ） ｜ ｖｄｓ )

１ ／ ｖ
＋ Ｔ（ｐ－１） ／ ｐ (∫ ｋＴ

－ｋＴ
｜ ｑ′（ ｓ） ｜ ｐｄｓ )

１ ／ ｐ
，

其中 ｖ 和 ｐ 为常数且 ｖ ＞ １，ｐ ＞ １．
引理 ３［１４］ 　 设 Ｘ，Ｙ 是两个 Ｂａｎａｃｈ 空间， Ｌ：Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｘ → Ｙ 为指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子，

Ω ⊂ Ｘ 为有界开集，Ｎ：Ｘ → Ｙ 为 Ω
－
上是 Ｌ⁃ 紧的，如果满足下列条件：

１） 对任意的 λ ∈ （０，１），ｘ ∈ ∂Ω ∩ Ｄ（Ｌ），均有 Ｌｘ ≠ λＮｘ；
２） 对任意的 ｘ ∈ Ｋｅｒ Ｌ ∩ ∂Ω，均有 ＱＮｘ ≠ ０；
３） ｄｅｇ { ＪＱＮ，Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，０ } ≠ ０，其中 Ｊ：Ｉｍ Ｑ → Ｋｅｒ Ｌ 同构．

则方程 Ｌｘ ＝ Ｎｘ 在 Ω
－
∩ Ｄ（Ｌ） 上至少存在一个解．

引理 ４　 如果存在常数 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０ 使得下列条件满足：
（Ｈ１）： ｖＴＧ（ ｔ，ｖ） ≥ ａ ｖ ２，　 　 ∀（ ｔ，ｖ） ∈ ［０，Ｔ］ × Ｒｎ；
（Ｈ２）： Ｇ（ ｔ，ｖ） ≤ ｂ ｖ ，　 　 ∀（ ｔ，ｖ） ∈ ［０，Ｔ］ × Ｒｎ；

（Ｈ３）： ∫
Ｒ

Ｆ（ ｔ） ２ｄｔ ＜ ＋ ∞，

则方程（３）至少存在一个 ２ｋＴ⁃ 周期解．

注 ２．１　 由式（４）可得

　 　 ‖Ｆｋ‖２ ≤ ( ∫ ｋＴ－ε０

－ｋＴ
｜ Ｆｋ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ )

１ ／ ２

＋ ( ∫ ｋＴ

ｋＴ－ε０
｜ Ｆｋ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ )

１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ( ∫
Ｒ

Ｆｋ（ ｓ） ２ｄｓ )
１ ／ ２

＋ ε０ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

Ｆ（ ｔ） ，

由条件（Ｈ３）可得， ‖Ｆｋ‖２ ≤＋ ∞，且 ‖Ｆｋ‖２ 是与 ｋ ∈ Ｎ 无关的常数．

证明　 令 Ｘ ＝ Ｃ２ｋＴ， 分别定义算子

　 　
Ｌ：Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｘ → Ｘ， Ｌｖ ＝ ｖ′，
Ｎ：Ｘ → Ｘ， ［Ｎｖ］（ ｔ） ＝ Ｆｋ（ ｔ） － Ｇ（ ｔ，ｖ），{ （５）

其中 Ｄ（Ｌ） ＝ { ｖ ｜ ｖ ∈ Ｃ２ｋＴ， ｖ′ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ） } ．
易见，方程（３）可转换成算子方程 Ｌｖ ＝ Ｎｖ ．此外，根据算子的定义，不难得出

　 　 Ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｒｎ， Ｉｍ Ｌ ＝ { ｖ ∈ Ｘ， ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖ（ ｓ）ｄｓ ＝ ０ } ，

因此， Ｌ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子．
令投影算子 Ｐ，Ｑ 分别为

　 　 Ｐ：Ｘ → Ｋｅｒ Ｌ， Ｐｖ ＝ ｖ（０），

　 　 Ｑ：Ｘ → Ｉｍ Ｑ， Ｑｖ ＝ １
２ｋＴ ∫

ｋＴ

－ｋＴ
ｖ（ ｓ）ｄｓ，

则 Ｋｅｒ Ｌ ＝ Ｉｍ Ｐ， Ｋｅｒ Ｑ ＝ Ｉｍ Ｌ ．
令 Ｋ：Ｉｍ Ｌ → Ｄ（Ｌ） ∩ Ｋｅｒ Ｐ 表示 Ｌ ｜ Ｄ（Ｌ）∩Ｋｅｒ Ｐ：Ｄ（Ｌ） ∩ Ｋｅｒ Ｐ → Ｉｍ Ｌ 的唯一逆，则
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　 　 ［Ｋｙ］（ ｔ） ＝ ∫ ｔ

０
ｙ（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｄ（Ｌ） ． （６）

由式（５）、（６）易证 Ｎ 在 Ω
－
上是 Ｌ⁃ 紧的，其中 Ω 为 Ｘ 中的任意有界开集．

令 Ω１ ＝ { ｖ ｜ ｖ ∈ Ｄ（Ｌ） ⊂ Ｃ２ｋＴ， Ｌｖ ＝ λＮｖ， λ ∈ （０，１） } ，则 ∀ｖ ∈ Ω１， 有

　 　 ｖ′（ ｔ） ＝ λＦｋ（ ｔ） － λＧ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ． （７）
将方程（７）两边同时左乘 ｖＴ（ ｔ），在［ － ｋＴ，ｋＴ］ 上对 ｔ 积分，得

　 　 ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）ｖ′（ ｔ）ｄｔ ＝ λ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）Ｆｋ（ ｔ）ｄｔ － λ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）Ｇ（ ｔ，ｖ（ ｔ））ｄｔ，

　 　 ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）Ｇ（ ｔ，ｖ（ ｔ））ｄｔ ＝ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）Ｆｋ（ ｔ）ｄｔ ．

由 Ｈｏｌｄｅｒ 不等式及条件（Ｈ１）得

　 　 ａ‖ｖ‖２
２ ＝ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ａ ｖ（ ｔ） ２ｄｔ ≤ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖＴ（ ｔ）Ｆｋ（ ｔ） ｄｔ ≤ ‖ｖ‖２·‖Ｆｋ‖２，

即有

　 　 ‖ｖ‖２ ≤
‖Ｆｋ‖２

ａ
＝ Ｍ１， （８）

其中 Ｍ１ 为与 ｋ ∈ Ｎ 无关的常数．
将方程（７）两边同时左乘 ｖ′ Ｔ（ ｔ），在［ － ｋＴ，ｋＴ］ 上对 ｔ 积分，得

　 　 ∫ ｋＴ

－ｋＴ
ｖ′ Ｔ（ ｔ）ｖ′（ ｔ）ｄｔ ≤

　 　 　 　 ∫ ｋＴ

－ｋＴ
｜ ｖ′ Ｔ（ ｔ） ｜· ｜ Ｆｋ（ ｔ） ｜ ｄｔ ＋ ∫ ｋＴ

－ｋＴ
｜ ｖ′ Ｔ（ ｔ） ｜· ｜ Ｇ（ ｔ，ｖ（ ｔ）） ｜ ｄｔ ．

由 Ｈｏｌｄｅｒ 不等式，式（８）及条件（Ｈ２）得
　 　 ａ‖ｖ′‖２

２ ≤ ‖ｖ′‖２·‖Ｆｋ‖２ ＋ ｂ‖ｖ′‖２‖ｖ‖２ ≤

　 　 　 　 １ ＋ ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｖ′‖２·‖Ｆｋ‖２，

即有

　 　 ‖ｖ′‖２ ≤ １ ＋ ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ｆｋ‖２ ＝ Ｍ２， （９）

其中 Ｍ２ 为与 ｋ ∈ Ｎ 无关的常数．由引理 ２，有

　 　 ‖ｖ‖∞ ≤ Ｔ －１ ／ ２‖ｖ‖２ ＋ Ｔ‖ｖ′‖２ ≤ Ｔ －１ ／ ２Ｍ１ ＋ ＴＭ２ ＝ Ｍ ．
令

　 　 Ω ＝ { ｖ ∈ Ｃ２ｋＴ， ‖ｖ‖∞ ＜ Ｍ ＋ １ } ，　 　 ∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，
则 ｖ ＝ ｃ ∈ Ｒｎ 且 ｜ ｃ ｜ ＝ Ｍ ＋ １，

　 　 ＱＮｃ ＝ １
２ｋＴ ∫

ｋＴ

－ｋＴ
［Ｆｋ（ ｓ） － Ｇ（ ｓ，ｃ）］ｄｓ ＝ Ｆ

－

ｋ － １
２ｋＴ ∫

ｋＴ

－ｋＴ
Ｇ（ ｓ，ｃ）ｄｓ，

其中　 　 Ｆ
－

ｋ ＝
１

２ｋＴ ∫
ｋＴ

－ｋＴ
Ｆｋ（ ｓ）ｄｓ ．

根据条件（Ｈ１），有 ｃＴＧ（ ｓ，ｃ） ≤－ ａ ｜ ｃ ｜ ２ 或ｃＴＧ（ ｓ，ｃ） ≥ ａ ｜ ｃ ｜ ２ ．
ｃＴＧ（ ｓ，ｃ） ≤－ ａ ｜ ｃ ｜ ２ 时，

　 　 ｃＴＱＮｃ ＝ ｃＴＦ
－

ｋ － １
２ｋＴ ∫

ｋＴ

－ｋＴ
ｃＴＧ（ ｓ，ｃ）ｄｓ ≥
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　 　 　 　 ｃＴＦ
－

ｋ ＋ ａ ｜ ｃ ｜ ２ ≥－｜ ｃ ｜ ｜ Ｆ
－

ｋ ｜ ＋ ａ ｜ ｃ ｜ ２ ≥ ａ ｜ ｃ ｜ ２ －｜ ｃ ｜ ‖Ｆ‖∞ ＞ ０；
ｃＴＧ（ ｓ，ｃ） ≥ ａ ｜ ｃ ｜ ２ 时，

　 　 ｃＴＱＮｃ ＝ ｃＴＦ
－

ｋ － １
２ｋＴ ∫

ｋＴ

－ｋＴ
ｃＴＧ（ ｓ，ｃ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｃＴＦ
－

ｋ － ａ ｜ ｃ ｜ ２ ≤｜ ｃ ｜ ｜ Ｆ
－

ｋ ｜ ＋ ａ ｜ ｃ ｜ ２ ≤｜ ｃ ｜ ‖Ｆ‖∞ － ａ ｜ ｃ ｜ ２ ＜ ０．
所以， ∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ，ｖＴＱＮｖ ≠ ０，从而有 ＱＮｖ ≠ ０ 即 Ｎｖ ∉ Ｉｍ Ｌ ．
再令 Ｊ：Ｉｍ Ｑ → Ｋｅｒ Ｌ， Ｊｖ ＝ ｖ ．
当 ｖＴＧ（ ｓ，ｖ） ≤－ ａ ｜ ｖ ｜ ２， 作同伦

　 　 Ｈ（ｖ，ξ） ＝ ξｖ ＋ （１ － ξ）ＪＱＮｖ，　 　 ξ ∈ ［０，１］
且

　 　 ｖＴＨ（ｖ，ξ） ＝ ξ ｜ ｖ ｜ ２ ＋ （１ － ξ）ｖＴＱＮｖ ＞ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ．
即 Ｈ（ｖ，ξ） ≠ ０，∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ξ ∈ ［０，１］ ．因此，

　 　 ｄｅｇ（ＪＱＮ， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝ ｄｅｇ（Ｈ（·，０）， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝
　 　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｈ（·， １）， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝ ｄｅｇ（ Ｉ， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ≠ ０．
当 ｖＴＧ（ ｓ，ｖ） ≥ ａ ｜ ｖ ｜ ２， 作同伦

　 　 Ｈ（ｖ，ξ） ＝ － ξｖ ＋ （１ － ξ）ＪＱＮｖ，　 　 ξ ∈ ［０，１］
且

　 　 ｖＴＨ（ｖ，ξ） ＝ － ξ ｜ ｖ ｜ ２ ＋ （１ － ξ）ｖＴＱＮｖ ＜ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ ．
即 Ｈ（ｖ，ξ） ≠ ０，∀ｖ ∈ ∂Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ξ ∈ ［０，１］ ．因此，

　 　 ｄｅｇ（ＪＱＮ， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝ ｄｅｇ（Ｈ（·，０）， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝
　 　 　 　 　 ｄｅｇ（Ｈ（·，１）， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ＝ ｄｅｇ（ － Ｉ， Ω ∩ Ｋｅｒ Ｌ， ０） ≠ ０．

根据引理 ３，方程（３）至少存在一个 ２ｋＴ⁃ 周期解．

注 ２．２　 若 ∫
Ｒ

Ｆ（ ｔ） ２ｄｔ ＜ ＋ ∞，由引理 ４，对 ∀ｋ ∈ Ｎ，方程（３） 存在一个 ２ｋＴ⁃ 周期解 ｖｋ（ ｔ） ∈ Ω， 且

　 　 ‖ｖｋ‖∞ ＜ Ｍ ＋ １． （１０）

类似于引理 ４ 的证明，同样有

　 　 ‖ｖｋ‖２ ≤ Ｍ１， ‖ｖ′
ｋ‖２ ≤ Ｍ２， （１１）

其中 Ｍ１，Ｍ２ 为与 ｋ ∈ Ｎ 无关的常数．
引理 ５［１３］ 　 对任意 ｋ ∈ Ｎ，设 ｖｋ ∈ Ｃ２ｋＴ 是方程（３） 的一个解且满足式（１０）、（１１），则存在

ｖ０ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ），使得对 ∀［α，β］ ⊂ Ｒ，一定存在 { ｖｋ } ｋ∈Ｎ 的子序列 { ｖｋ ｊ
} 满足 ｖｋ ｊ（ ｔ） 在［α，β］

上一致收敛于 ｖ０（ ｔ） ．

３　 主 要 结 果

现考虑方程（２）的同宿解存在性问题．
定理 １　 设 Ｆ 和 Ｇ 满足条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３），则方程（２）存在同宿解．
证明　 根据引理 ４，对 ｋ ∈ Ｎ，方程（３） 存在一个 ２ｋＴ⁃ 周期解 ｖｋ（ ｔ） 满足式（１０）、（１１） ．再

由引理 ５，存在 ｖ０ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒｎ），使得对∀［α，β］ ⊂Ｒ， { ｖｋ ｊ
} 一致收敛于 ｖ０（ ｔ） ．下面证明 ｖ０（ ｔ）

恰好为方程（２）的一个同宿解．
１） 证明 ｖ０（ ｔ） 为方程（２）的一个解．

２６２１ 一类太空等离子体单粒子运动模型的同宿轨



考虑到 ｖｋ ｊ（ ｔ） 为方程（３） 的一个 ２ｋ ｊＴ⁃ 周期解，
　 　 ｖ′

ｋ ｊ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ，ｖｋ ｊ（ ｔ）） ＝ Ｆｋ ｊ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［ － ｋ ｊ（ ｔ），ｋ ｊ（ ｔ）］， ｊ ∈ Ｎ ．
对 ［α，β］ ⊂ Ｒ，易见一定存在 ｊ０ ∈ Ｎ，当 ｊ ＞ ｊ０ 时，［ － ｋ ｊ（ ｔ），ｋ ｊ（ ｔ）］ ⊃ ［α，β］ ．故

　 　 ｖ′
ｋ ｊ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ，ｖｋ ｊ（ ｔ）） ＝ Ｆ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［α，β］ ． （１２）

将式（１２）两边从 α 到 β 积分，

　 　 ｖｋ ｊ（ ｔ） － ｖｋ ｊ（α） ＝ ∫ ｔ

α
［Ｆ（ ｓ） － Ｇ（ ｓ，ｖｋ ｊ（ ｓ））］ｄｓ ． （１３）

由引理 ５，令 ｊ →＋ ∞， 得到

　 　 ｖ０（ ｔ） － ｖ０（α） ＝ ∫ ｔ

α
［Ｆ（ ｓ） － Ｇ（ ｓ，ｖ０（ ｓ））］ｄｓ，　 　 ｔ ∈ ［α，β］ ． （１４）

由 α，β 的任意性，式（１４） 说明了 ｖ０（ ｔ） 为方程（２）的一个解．
２） 证明当 ｔ →＋ ∞，ｖ０（ ｔ） → ０．
显然， ∀ｉ ∈ Ｎ，∃ｊｉ ∈ Ｎ 使得对所有 ｊ ＞ ｊｉ 都有

　 　 ∫ ｉＴ

－ｉＴ
［ ｖｋ ｊ（ ｔ）

２ ＋ ｖ′
ｋ ｊ（ ｔ）

２］ｄｔ ≤ ∫ ｋ ｊＴ

－ｋ ｊＴ
［ ｖｋ ｊ（ ｔ）

２ ＋ ｖ′
ｋ ｊ（ ｔ）

２］ｄｔ ≤ Ｍ２
１ ＋ Ｍ２

２ ． （１５）

又

　 　 ∫ ＋∞

－∞
［ ｖ０（ ｔ） ２ ＋ ｖ′

０（ ｔ） ２］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｉ→＋∞ ∫

ｉＴ

－ｉＴ
［ ｖ０（ ｔ） ２ ＋ ｖ′

０（ ｔ） ２］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｉ→＋∞

ｌｉｍ
ｊ→＋∞ ∫

ｉＴ

－ｉＴ
［ ｖｋ ｊ（ ｔ）

２ ＋ ｖ′
ｋ ｊ（ ｔ）

２］ｄｔ，

由式（１５）可知，

　 　 ∫ ＋∞

－∞
［ ｖ０（ ｔ） ２ ＋ ｖ′

０（ ｔ） ２］ｄｔ ≤ Ｍ２
１ ＋ Ｍ２

２ ．

从而

　 　 ∫
ｔ ＞ ｒ

［ ｖ０（ ｔ） ２ ＋ ｖ′
０（ ｔ） ２］ｄｔ → ０，　 　 ｒ →＋ ∞ ．

相应地，

　 　 ∫
ｔ ＞ ｒ

ｖ０（ ｔ） ２ｄｔ → ０， ∫
ｔ ＞ ｒ

ｖ′
０（ ｔ） ２ｄｔ → ０，　 　 ｒ →＋ ∞ ．

由引理 １，当 ｔ →＋ ∞ 时，

　 　 ｜ ｖ０（ ｔ） ｜ ≤ （２ａ） －１ ／ ２ (∫ ｔ ＋ａ

ｔ－ａ
｜ ｖ０（ ｓ） ｜ ２ｄｓ )

１ ／ ２
＋

　 　 　 　 ａ（２ａ） －１ ／ ２ (∫ ｔ ＋ａ

ｔ－ａ
｜ ｖ′

０（ ｓ） ｜ ２ｄｓ )
１ ／ ２

→ ０．

综上可知，方程（２）存在同宿解．

４　 结　 　 论

太空等离子体是由大量带电粒子集合而成，密度又足够低的系统．由于带电粒子数目很

大，所以长程 Ｃｏｕｌｏｍｂ（库伦）力是确定其统计性质的一个重要因素［１５］ ．实际等离子体粒子数虽

然比计算机所能模拟的粒子数远大得多，但仔细分析起来，在等离子体分布函数的相空间中一

点 （ｘ，ｖ） 的周围，每个带电粒子对电磁场的贡献及电磁场对粒子的作用力都基本相同，故周围
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这些大量带电粒子的运动规律基本相同，因而可以不必跟踪计算每一个粒子，只计算代表这些

粒子的一个粒子就可以了．本文建立的是太空等离子体单粒子运动模型，运用重合度理论及泛

函分析技巧得到了一定条件下该模型存在同宿轨这一动力学特征．所得结果一方面有助于描

述太空等离子体粒子的“集体相互作用”效应，另一方面为合理解释观测结果提供理论依据．

致谢　 作者对审稿人的建设性建议表达真诚的感谢．该项工作得到南京信息工程大学科

研基金（２００９０２０２；２０１２ｒ１０１）的资助．
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ｔｅｎｔｉａｌ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｔｈｅｏｒｙ， Ｍｅｔｈｏｄｓ ＆ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００９， ７１（３ ／ ４）： １１２４⁃１１３２．

［１４］　 Ｇａｉｎｅｓ Ｒ Ｅ， Ｍａｗｈｉｎ Ｊ Ｌ． Ｃｏｉｎｃｉｄｅｎｃｅ Ｄｅｇｒｅｅ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ．
Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９７７．

［１５］　 Ｋｉｖｅｌｓｏｎ Ｍ Ｇ， Ｒｕｓｓｅｌｌ Ｃ Ｔ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ Ｓｐａｃｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ， Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｃａｍ⁃
ｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， １９９５．
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Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ Ｏｒｂｉｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｏｔｉｏｎ Ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
ａ Ｓｉｎｇｌｅ Ｓｐａｃｅ Ｐｌａｓｍａ Ｐａｒｔｉｃｌｅ

ＣＨＥＮ Ｌｉ⁃ｊｕａｎ，　 ＬＵ Ｓｈｉ⁃ｐｉｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００４４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｄｕｅ ｔｏ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｒｅｐｅａｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｄｉｒｅｃｔ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｐａｃｅ ｐｌａｓｍａ，
ａｎｄ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｓｓｉｖｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ， ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｐａｃｅ ｐｌａｓｍａ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ， ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｓｐａｃｅ ｐｌａｓｍａ
ｐａｒｔｉｃｌｅ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｂｙ ｄｉｎｔ ｏｆ Ｍａｗｈｉｎ’ｓ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ， ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏ⁃
ｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗａｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ， ａｎｄ ｉｎ ｔｕｒｎ， ｔｈｅ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｓｐａｃｅ ｐｌａｓｍａ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ａ ｎｅｗ ｒｅｓｕｌｔ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔ⁃
ｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｂｅｔｔｅｒ ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｉｎ ｓｐａｃｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｎｏｎｌｉｎｅａｒ； ｓｐａｃｅ ｐｌａｓｍａ； ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （１１２７１１９７）； Ｔｈｅ Ｋｅｙ

Ｐｒｏｊｅｃｔ ｏｆ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｍｉｎｉｓｔｒｙ ｏｆ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ（２０７０４７）

５６２１陈　 　 丽　 　 娟　 　 　 鲁　 　 世　 　 平


