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摘要：　 圆形隧洞的滑移线方程早在 ２０ 世纪中期苏联学者已给出解答，并在国内广泛应用．推导过

程中假设滑移线与速度矢量方向夹角为 ４５° － φ ／ ２ 是错误的，理论上滑移线与速度矢量方向的夹

角与采用的流动法则有关．该文分别从关联流动法则和非关联流动法则出发，推导了圆形隧洞的滑

移线方程和水平方向破裂体深度的表达式．通过与模型试验结果进行对比，对岩土材料应采用基于

非关联流动法则的滑移线解答．
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引　 　 言

在无限大平面内开挖圆形隧洞问题一直是岩土体弹塑性力学分析的经典问题．对于 λ ＝ １
圆形隧洞的滑移线方程前苏联学者已给出解答，并在我国广泛应用［１⁃２］ ．然而，笔者认为过去滑

移线方程推导过程中滑移线与速度矢量方向的夹角假设为 ４５° － φ ／ ２ 是错误的，理论上滑移线

与速度矢量方向的夹角和所采用的流动法则有关［３］ ．目前岩土塑性理论有的采用关联流动法

则，有的采用非关联流动法则，前者适用于金属材料，后者更符合岩土体变形机制［３⁃７］ ．由于极

限破坏分析与采用的流动法则无关，两种流动法则求得的安全系数相同，因而都在极限分析中

广泛应用．但两种流动法则在计算变形及求解滑移线时会存在较大差异，因此在位移计算和滑

移线求解时应采用适应岩土体变形机制的非关联流动法则．本文分别基于上述两种流动法则

推导了圆形隧洞围岩的塑性滑移线方程并求得水平方向破裂体深度的表达式，并与已有模型

试验结果进行了对比．

１　 过去有关圆形隧洞的破坏机理及滑移线场分析

以往的模型试验和理论分析表明，围岩破裂区总是位于塑性区内，并从应变最大处开始和

发展．其发展过程如下：岩体挖洞后，由于应力重分布，洞周径向应力降低，切向应力增高，使
Ｍｏｈｒ（摩尔）应力圆迅速扩大而达到极限平衡状态．在洞周塑性区内，由于围岩刚进入塑性，尚
未进入破坏失稳状态，只有在洞壁附近塑性应变最大处塑性充分发展，在洞壁附近诸多屈服面
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中形成一条破裂面．最近，郑颖人等运用数值极限分析方法即有限元强度折减法对隧洞破坏机

理问题进行了系统研究，获得了隧洞围岩破裂面具体位置，并通过隧洞在浅埋与深埋情况下的

破坏过程分析表明，浅埋拱形隧洞的破坏来自拱顶，而深埋隧洞的破坏来自侧壁［８⁃１０］，见图 １．

（ａ） 深埋隧洞 （ｂ） 浅埋隧洞

（ａ） Ｄｅｅｐ ｂｕｒｉｅｄ ｔｕｎｎｅｌ （ｂ） Ｓｈａｌｌｏｗ ｂｕｒｉｅｄ ｔｕｎｎｅｌ
图 １　 深埋浅埋隧洞破坏形式

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｓｈａｌｌｏｗ ａｎｄ ｄｅｅｐ ｂｕｒｉｅｄ ｔｕｎｎｅｌｓ

按极限分析理论，破裂面可由滑移线场中滑移线确定，并在边坡及地基稳定分析中取得成

功［１１⁃１３］，但由于问题复杂，经典滑移线方法无法求出隧洞滑移线和稳定安全系数．但对于轴对

称圆形隧洞即侧压系数 λ ＝ １ 时，作者通过引用文献［１］中前人的研究成果给出了相应滑移线

方程，见式（１），并一直得到广泛应用．随着研究的深入，作者认识到该公式有误，公式推导过程

中假设滑移线与速度矢量方向夹角为 ４５° － φ ／ ２，而理论上滑移线与速度矢量方向的夹角与采

用的流动法则有关．因此，本文尝试基于岩土塑性流动法则重新分析并推导圆形隧洞围岩的塑

性滑移线方程．
　 　 ｒ ＝ ｒ０ｅ（θ－ρ）ｔａｎ（４５° －φ ／ ２）， （１）

其中， ρ 为滑移线起始角或破裂面起始角，ｒ０ 为圆形隧洞半径，φ 为围岩内摩擦角．

２　 圆形隧洞围岩塑性滑移线方程推导

目前岩土塑性理论采用的流动法则主要有两种，关联流动法则和非关联流动法则，前者适

用于金属材料，若按此流动法则计算岩土体变形，计算结果会远大于岩土体实际发生的形变；
而采用非关联流动法则可消除上述计算失误，更符合岩土体变形机制．由于极限破坏分析与采

用的流动法则无关，两种流动法则求得的安全系数相同，因而都在极限分析中广泛应用．但两

种流动法则在计算变形及求解滑移线时会存在较大差异，因此在位移计算和滑移线求解时应

采用适应岩土体变形机制的非关联流动法则．当采用非关联流动法则时，应力滑移线与速度矢

量方向处处成 φ ／ ２ 角，而采用关联流动法则时，应力滑移线与速度矢量方向处处成 φ 角．
２．１　 基于非关联流动法则的滑移线方程推导

按照基于非关联流动法则的滑移线理论可知，岩土材料应力滑移线与速度矢量方向处处

成 φ ／ ２ 角．对于速度矢量方向，当侧压系数 λ ＝ １ 时，由对称性可知，圆洞速度矢量方向为严格

的圆弧切向．当 λ ≠ １ 时，圆洞速度矢量方向发生不同程度偏转，不再是圆弧切向．然而数值模

拟结果表明，对于 λ ≠ １，在圆洞两侧一定范围内，速度矢量方向可近似为圆弧切向，如图 ２ 所

示．因此，对于 λ ≠ １ 的情况，圆洞两侧的滑移线方程可近似采用 λ ＝ １ 时的推导结果．
当 λ ＝ １时，滑移线方程推导如下：建立如图 ３坐标系，取极坐标为 ｒ，θ的任意微元体 ｐ， 由

几何关系可得
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（ａ） λ ＝ ０．２５ （ｂ） λ ＝ ０．５ （ｃ） λ ＝ １
图 ２　 速度矢量方向数值模拟结果

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｅｃｔｏｒ

图 ３　 滑移线示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｌｉｐ ｌｉｎｅ

　 　 ｄｒ
ｒｄθ

＝ ｔａｎ φ
２
，

　 　 ｄｒ
ｒ

＝ ｔａｎ φ
２

ｄθ ．
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　 　 ｌｎ ｒ － ｌｎ ｒ０ ＝ （θ － ρ）ｔａｎ φ
２

．

于是得滑移线表达式为

　 　 ｒ ＝ ｒ０ｅ（θ－ρ）ｔａｎ（φ ／ ２），　 　 ρ ≤ θ ≤ π ／ ２， （２）
ρ为滑移线起始角或破裂面起始角．参考过去顾金才院士的模型试验［１，１４］ 表明，当 λ变化时，破
裂起始角 ρ均变化不大，特别λ ＝ １时，由轴对称性易知必有 ρ ＝π ／ ４的正确解答．对于λ≠１时，
ρ 近似取 π ／ ４．
２．２　 基于关联流动法则的滑移线方程推导

按前面所述，对于非关联流动法则的滑移线场理论，滑移线与速度矢量方向处处成 φ ／ ２
角，而对于关联流动法则的滑移线场理论，应力滑移线与速度矢量方向处处成 φ 角，两者差别

仅在应力滑移线与速度矢量方向夹角，推导过程参照非关联流动法则的滑移线方程，表达式为

　 　 ｒ ＝ ｒ０ｅ（θ－ρ）ｔａｎ φ，　 　 ρ ≤ θ ≤ π ／ ２， （３）
表达式参数意义同式（２）．

７８２１王　 永　 甫　 　 　 王　 　 成　 　 　 唐　 晓　 松



３　 基于滑移线方程的水平方向破裂体深度计算

对于式（１） ～ （３），令 ρ ＝ π ／ ４，θ ＝ π ／ ２，即可求得水平方向破裂体深度 ｌ， 分别为

　 　 ｌ ＝ ｒ０（ｅ（π ／ ４）ｔａｎ（４５° －φ ／ ２） － １）， （４）
　 　 ｌ ＝ ｒ０（ｅ（π ／ ４）ｔａｎ（φ ／ ２） － １）， （５）
　 　 ｌ ＝ ｒ０（ｅ（π ／ ４）ｔａｎ φ － １） ． （６）

其中式（４）为基于经典滑移线方程的破裂体深度表达式，而式（５）、（６）分别为基于非关联流动

法则滑移线方程及关联流动法则滑移线方程的破裂体深度表达式．需要注意，求解破裂体深度

ｌ 时采用的 φ 为极限破坏状态时对应的内摩擦角．

４　 试验值与理论解对比

过去顾金才院士对圆洞在不同侧压系数条件下进行破坏试验研究，试验采用石膏加砂的

混合料作模型材料，内摩擦角 φ 为 ３３°，黏聚力 ｃ 为 ４００ ｋＰａ，模型尺寸为 ５０ ｃｍ×５０ ｃｍ×２０ ｃｍ，
中间开口直径为 １０ ｃｍ ．在给定的竖向荷载 Ｐｖ 及侧压系数λ条件下，通过破坏试验获得洞室两

侧水平方向最大破坏深度及破裂起始角度 ρ ．试验研究表明，破坏时的 ρ 变化均在 ４５° 左右，但
最大破坏深度有所不同，随 λ 的增加逐渐减小［１，１４］ ．为了与试验结果进行对比，运用有限元强

度折减法（计算采用非关联法则条件下平面应变 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ（莫尔⁃库仑）匹配 ＤＰ５ 屈服准

则）在给定试验荷载下求得极限破坏状态时的内摩擦角 φ值，将其代入式（４） ～ （６） 即求得破

裂体理论计算深度 ｌ， 其结果见表 １．
表 １　 不同侧压系数 λ 时的极限破坏角 φ 及破裂体深度 ｌ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ φ ａｎｄ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｒｏｕｎｄｉｎｇ ｒｏｃｋ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｌａｔｅｒａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λ

　
ｌａｔｅｒａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ λ

０．２５ ０．５０ １．００
ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｌｏａｄ Ｐｖ ／ ＭＰａ １．００ １．１２ １．１８

ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｌｉｍｉｔ ａｎｇｌｅ φ ／ （ °） ３４．５６ ２９．１０ １９．５１

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｄｅｐｔｈ ｌ ／ ｍｍ

ｅｑ．（４） ２４．９ ２８．５ ２６．０

ｅｑ．（５） １３．８ １１．３ ７．２

ｅｑ．（６） ３５．９ ２７．４ １６．０

ＧＵ Ｊｉｎ⁃ｃａｉ’ ｔｅｓｔ［１４］ １３．５ １０．０ ６．０

　 　 通过表 １ 结果可以看出，式（５）的计算结果与试验结果较接近，式（４）结果规律与试验明

显不符，即过去有关滑移线方程的推导有误，而式（６）的结果远大于试验结果．这表明基于关联

流动法则的滑移线解答，应力滑移线与速度矢量方向处处成 φ 角，允许岩土有过大的剪胀，造
成破裂体深度计算结果远远偏离了实际；而基于非关联流动法则的滑移线解答，应力滑移线与

速度矢量方向处处成 φ ／ ２ 角，破裂体深度计算结果与模型试验结果接近．因此，对于岩土体材

料，滑移线方程应采用表达式（２），即基于非关联流动法则的滑移线解答．

５　 结　 　 论

１） 作者认为过去轴对称情况下圆形隧洞的滑移线解答有误， 其推导过程中假设滑移线

与速度矢量方向夹角为 ４５° － φ ／ ２，而理论上滑移线与速度矢量方向的夹角与采用的流动法则

有关．
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２） 目前岩土塑性理论采用的流动法则主要有两种，关联流动法则和非关联流动法则，前
者适用于金属材料，后者更符合岩土体变形机制．两种流动法则求得的安全系数相同，但在计

算变形及求解滑移线时会存在较大差异．
３） 基于关联流动法则和非关联流动法则推导了滑移线方程及破裂体深度表达式，通过与

过去模型试验对比表明，基于关联流动法则的滑移线解答由于允许岩土有过大的剪胀造成结

果远偏离了实际，而基于非关联流动法则的滑移线解答与模型试验结果接近．对岩土材料应采

用基于非关联流动法则的滑移线解答．
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