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摘要：　 建立一个带有双噪声的随机 ＳＩ 传染病模型，运用随机平均法及非线性动力学理论对模型

进行化简．通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和奇异边界理论，得到模型的局部随机稳定性和全局随机稳定性的

条件．根据不变测度的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和平稳概率密度，分析模型的随机分岔．结果表明，系统在随机

因素作用下变得更敏感、更不稳定．
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引　 　 言

近年来，国际上传染病动力学的研究进展迅速，大量的传染病模型被用于分析各种传染病

问题［１⁃４］ ．在建立传染病动力学模型时，通常建立的是确定性模型，很少考虑随机因素的影响．
事实上，在传染病传播的过程中，不可避免的会受到一些随机因素的影响．因此，随机传染病模

型更符合现实情况．
非线性系统在 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下的响应是扩散的 Ｍａｒｋｏｖ 过程．系统运动的微分方程可

模型化为 Ｉｔô 随机微分方程或 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 随机微分方程．在随机传染病模型的研究中，Ｊｉａｎｇ
等［５⁃８］，Ｔｏｒｎａｔｏｒｅ 等［９］建立随机动力系统（Ｉｔô 意义下的），通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法证明

了随机传染病模型的稳定性．在 Ｉｔô 意义下，Ｇａｕｓｓ 白噪声被看成理想的白噪声，而在 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖ⁃
ｉｃｈ 意义下，Ｇａｕｓｓ 白噪声被看成平稳白噪声在相关时间趋近于 ０ 时的极限过程，它在某一时刻

上的值与它在此时刻之前的那些时刻上的值以及在这些时刻上该过程产生的响应相关．由于

理想白噪声具有无限大的“功率”，因此现实中并不存在，现实中的白噪声往往是具有相关时

间极短的平稳 Ｇａｕｓｓ 过程的一个理想化模型．白噪声对系统的作用包括乘性随机激励和加性

随机激励，从现象学的观点，乘性噪声和加性噪声表现出不同的特点．因此，本文构造一个包含

乘性噪声和加性噪声双噪声的随机传染病模型（Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 意义下的随机微分方程）．
本文主要分成 ４ 个部分：第 １ 部分构造了一个双噪声的随机传染病模型（Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 意
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义下）并运用随机平均法及非线性动力学理论对模型进行化简；第 ２ 部分通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

和奇异边界理论，得到该模型局部随机稳定和全局随机稳定的条件；第 ３ 部分根据不变测度和

平稳概率密度分析了模型随机动态分岔（Ｄ⁃分岔）和随机唯象分岔（Ｐ⁃分岔）；第 ４ 部分给出了

本文的结论．

１　 模型的建立和简化

把人群分为两类：易感者 Ｓ，染病者 Ｉ ．选取简单的 ＳＩ 模型［１０⁃１１］，建立双噪声随机 ＳＩ 模型

　 　

ｄＳ
ｄｔ

＝ Ａ － βＳＩ － μＳ ＋ α１Ｓξ（ ｔ） ＋ β１η（ ｔ），

ｄＩ
ｄｔ

＝ βＳＩ － μＩ ＋ α２Ｉξ（ ｔ） ＋ β２η（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

其中， Ａ 表示人口的出生率，β 表示染病者对易感者传染率，μ 是自然死亡率，ξ（ ｔ） 为易感者和

染病者受到的乘性随机激励（与环境及人自身等内在因素相关），η（ ｔ） 为加性随机激励（易感

者和染病者受到的直接影响其数量变化的外界随机激励，如突发自然灾害），α１，α２，β１，β２ 是噪

声强度．为了便于研究，假设 ξ（ ｔ） 与 η（ ｔ） 为独立的具有零均值和标准方差的 Ｇａｕｓｓ 白噪声．即
　 　 Ｅ［ξ（ ｔ）］ ＝ Ｅ［η（ ｔ）］ ＝ ０，
　 　 Ｅ［ξ（ ｔ）ξ（ ｔ ＋ τ）］ ＝ Ｅ［η（ ｔ）η（ ｔ ＋ τ）］ ＝ δ（τ）， Ｅ［ξ（ ｔ）η（ ｔ ＋ τ）］ ＝ ０．

系统（１）为物理意义下的随机动力系统（Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 意义下的随机微分方程）， δ（τ） 为 Ｄｉｒａｃ
函数，系统（１）各项系数皆非负．

当随机系统（１）未受到随机激励时，即 α１ ＝ α２ ＝ β１ ＝ β２ ＝ ０ 时，系统有两个平衡点：
Ｅ１（Ａ ／ μ，０），Ｅ２（μ ／ β，（βＡ － μ２） ／ μβ） ．当 Ｒ０ ＝ βＡ ／ μ２ ≤ １ 时，系统的无病平衡点 Ｅ１ 全局渐近稳

定；当 Ｒ０ ＝ βＡ ／ μ２ ＞ １ 时，系统的正平衡点 Ｅ２ 全局渐近稳定．在非线性随机动力系统（１） 中，随
机项的作用使平衡点的稳定性发生改变，即随机系统的稳态解会产生不同的稳定性和分岔．这
里选取具有代表性的平衡点Ｅ２，且在满足条件Ｒ０ ＝ βＡ ／ μ２ ＞ １下，分析系统（１） 在其平衡点 Ｅ２

附近的随机稳定性与随机分岔．
令

　 　 ｙ１ ＝ Ｓ － μ
β
， ｙ２ ＝ Ｉ － βＡ － μ２

μβ
， Ｙ ＝ ［ｙ１，ｙ２］ Ｔ ．

将上式代入式（１），得
　 　 Ｙ ＝ ＢＹ ＋ ｆ（Ｙ，ξ（ ｔ），η（ ｔ））， （２）

式中

　 　 Ｂ ＝
－ βＡ

μ
－ μ

βＡ － μ ２

μ
０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

　 　 ｆ（Ｙ，ξ（ ｔ），η（ ｔ）） ＝ { － βｙ１ｙ２ ＋ α１ ｙ１ ＋ μ
β

ξ（ ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ β １η（ ｔ），

　 　 　 　 βｙ１ｙ２ ＋ α２ ｙ２ ＋ βＡ － μ ２

μβ
ξ（ ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ β ２η（ ｔ） }

Ｔ
．

讨论系统（２）在平衡点（０，０）处的稳定性，等价于讨论系统（１）在平衡点 Ｅ２ 的稳定性．令
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　 　 Ｙ ＝ ＰＸ， Ｘ ＝
ｘ１

ｘ２
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， Ｐ ＝

１ １

１ － βＡ
μ ２

－ １
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ù

û
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． （３）

把方程（３）代入系统（２），得到

　 　 Ｘ ＝ Ｐ －１ＢＰＸ ＋ Ｐ －１ｆ（ＰＸ，ξ（ ｔ），η（ ｔ）） ． （４）
把系统（４）写成如下形式：

　 　
ｘ１ ＝ ａ１ｘ１ ＋ （ｋ１０ ＋ ｋ１１ｘ１ ＋ ｋ１２ｘ２）ξ（ ｔ） ＋ γ １η（ ｔ），

ｘ２ ＝ ａ２ｘ２ ＋ ａ２１ｘ２
１ ＋ ａ２２ｘ１ｘ２ ＋ ａ２３ｘ２

２ ＋ （ｋ２０ ＋ ｋ２１ｘ１ ＋ ｋ２２ｘ２）ξ（ ｔ） ＋ γ ２η（ ｔ） ．{ （５）

系统（５）中各系数如下：

　 　 ａ１ ＝ － μ， ａ２ ＝ μ ２ － βＡ
μ

， Ｄ ＝ βＡ － ２μ ２， γ １ ＝ － μ ２

Ｄ
（β １ ＋ β ２），

　 　 γ ２ ＝ １
Ｄ
（β １（βＡ － μ ２） ＋ β ２μ ２）， ａ２１ ＝ β

Ｄ
２μ ２ － ３βＡ ＋ Ａ２β ２

μ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ａ２２ ＝ β
Ｄ

Ａ２β ２

μ ２
－ ２Ａβæ

è
ç

ö

ø
÷ ， ａ２３ ＝ β

Ｄ
（βＡ － ２μ ２），

　 　 ｋ１０ ＝ － μ ２

Ｄ
α１

μ
β

＋ α２
βＡ － μ ２

μβ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｋ１１ ＝ － μ ２

Ｄ
α１ ＋ α２

μ ２ － βＡ
μ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｋ１２ ＝ － μ ２

Ｄ
（α１ － α２）， ｋ２０ ＝ μ

Ｄβ
（βＡ － μ ２）（α１ ＋ α２），

　 　 ｋ２１ ＝ １
Ｄ
（βＡ － μ ２）（α１ － α２）， ｋ２２ ＝ １

Ｄ
（α１βＡ － μ ２（α１ ＋ α２）） ．

作如下坐标变换： ｘ１ ＝ ａｃｏｓ θ， ｘ２ ＝ ａｓｉｎ θ， 则系统（５）化为

　 　

ｄａ
ｄｔ

＝ ａ２（ａ２１ｃｏｓ２θｓｉｎ θ ＋ ａ２２ｃｏｓ θｓｉｎ２θ ＋ ａ２３ｓｉｎ３θ） ＋ ａ（ａ１ｃｏｓ２θ ＋ ａ２ｓｉｎ２θ） ＋

　 　 ［ｋ１０ｃｏｓ θ ＋ ｋ２０ｓｉｎ θ ＋ ａ（ｋ１１ｃｏｓ２θ ＋ （ｋ１２ ＋ ｋ２１）ｃｏｓ θｓｉｎ θ） ＋

　 　 ｋ２２ｓｉｎ２θ］ξ（ ｔ） ＋ （γ １ｃｏｓ θ ＋ γ ２ｓｉｎ θ）η（ ｔ），
ｄθ
ｄｔ

＝ （ａ２ － ａ１）ｃｏｓ θｓｉｎ θ ＋ ａ（ａ２１ｃｏｓ３θ ＋ ａ２２ｃｏｓ２θｓｉｎ θ ＋ ａ２３ｓｉｎ３θ） ＋

　 　 ［ｋ２１ｃｏｓ２θ ＋ （ｋ２２ － ｋ１１）ｃｏｓ θｓｉｎ θ － ｋ１２ｓｉｎ２θ ＋

　 　 １
ａ
（ｋ２０ｃｏｓ θ － ｋ１０ｓｉｎ θ）］ξ（ ｔ） ＋ １

ａ
（γ ２ｃｏｓ θ － γ １ｓｉｎ θ）η（ ｔ） ．
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（６）

对系统（６），很难计算出其精确解．根据 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 极限定理［１２］可知，在系统所受到的随机激

励白噪声过程的强度较小时（即 α１，α２，β １，β ２ 充分小），响应过程 { ａ（ ｔ），θ（ ｔ） } 弱收敛于一个

二维的 Ｍａｒｋｏｖ 扩散过程［１２⁃１３］ ．应用随机平均法［１４］可得到该扩散过程（Ｉｔô 随机微分方程）：

　 　
ｄａ ＝ ｍａｄｔ ＋ σ １１ｄＷａ ＋ σ １２ｄＷθ，
ｄθ ＝ ｍθｄｔ ＋ σ ２１ｄＷａ ＋ σ ２２ｄＷθ ．

{ （７）

系统（７）中，
ｍａ

ｍθ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
为漂移系数向量，

σ １１ σ １２

σ ２１ σ ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
是扩散系数矩阵，Ｗａ（ ｔ），Ｗθ（ ｔ） 为相互独立的

Ｗｉｅｎｅｒ 过程．
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将系统（７）写为

　 　
ｄａ ＝ μ １ ＋

μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ ＋

μ ３

ａ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ μ ３ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ＋ （ａμ ５） １ ／ ２ｄＷθ，

ｄθ ＝ （ａμ ５） １ ／ ２ｄＷａ ＋
μ ３

ａ２
＋
μ ６

８
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷθ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

式（８）中

　 　 μ １ ＝ １
２
（ａ１ ＋ ａ２）， μ ２ ＝ ５ｋ２

１１ ＋ ５ｋ２
２２ ＋ ３ｋ２

１２ ＋ ３ｋ２
２１ ＋ ６ｋ１２ｋ２１ － ２ｋ１１ｋ２２，

　 　 μ ３ ＝ １
２
（ｋ２

１０ ＋ ｋ２
２０ ＋ γ ２

１ ＋ γ ２
２）， μ ４ ＝ ３ｋ２

１１ ＋ ３ｋ２
２２ ＋ ｋ２

１２ ＋ ｋ２
２１ ＋ ２ｋ１２ｋ２１ ＋ ２ｋ１１ｋ２２，

　 　 μ ５ ＝ １
４
（ｋ１１ ＋ ｋ２２）（ｋ２１ － ｋ１２）， μ ６ ＝ ｋ２

１１ ＋ ｋ２
２２ ＋ ３ｋ２

１２ ＋ ３ｋ２
２１ － ２ｋ１２ｋ２１ － ２ｋ１１ｋ２２ ．

当 σ ２
１２ ＝ σ ２

２１ ＝ ０ 时，即 ｋ１１ ＋ ｋ２２ ＝ ０ 或 ｋ２１ － ｋ１２ ＝ ０ 时，平均振幅 ａ（ ｔ） 为一个一维 Ｍａｒｋｏｖ 扩散

过程：

　 　 ｄａ ＝ μ １ ＋
μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ ＋

μ ３

ａ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ μ ３ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ． （９）

２　 随机稳定性

２．１　 局部随机稳定性

判定模型的局部随机稳定性，最常用的方法是计算该系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．定义如

下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数：

　 　 λ ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
ｔ

ｌｎ‖Ｘ（ ｔ，ｘ０）‖ ．

考虑线性 Ｉｔô 随机微分方程的稳定性．令 μ ３ ＝ ０， 将方程（９）线性化，得到

　 　 ｄａ ＝ μ １ ＋
μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｄｔ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ． （１０）

利用线性 Ｉｔô 随机微分方程的解，得到方程（１０）的解

　 　 ａ（ ｔ） ＝ ａ（０）ｅｘｐ ∫ ｔ

０
μ １ ＋

μ ２

８
－
μ ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０

μ ４

８
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ（ ｓ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

利用拟不可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的理论，定义一个新的范数： ‖ａ（ ｔ）‖ ＝ ａ１ ／ ２（ ｔ，Ｗａ）， 于是线

性 Ｉｔô 随机微分方程的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数近似为

　 　 λ ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
ｔ

ｌｎ ａ１ ／ ２（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
２ｔ

ｌｎ ａ（ ｔ） ＝ １
２ μ １ ＋

μ ２

８
－
μ ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

当 μ １ ＋ μ ２ ／ ８ － μ ４ ／ １６ ＜ ０ 时，λ ＜ ０， 该线性 Ｉｔô 随机微分方程的平凡解 ａ ＝ ０ 以概率 １ 渐近稳

定．由于线性 Ｉｔô 随机微分方程具有鲁棒性，因此原非线性 Ｉｔô 随机微分方程（９）的平凡解也以

概率 １ 稳定，即随机系统（１）的平衡点 Ｅ２ 在随机激励影响下，以概率 １ 稳定；当 μ １ ＋ μ ２ ／ ８ －
μ ４ ／ １６ ＞ ０ 时，λ ＞ ０， 该线性 Ｉｔô 随机微分方程的平凡解 ａ ＝ ０ 不稳定，即随机系统（１） 的平衡

点 Ｅ２ 在随机激励影响下不稳定；当 μ １ ＋ μ ２ ／ ８ － μ ４ ／ １６ ＝ ０ 时，λ ＝ ０， 该系统将出现分岔，具体

结果将在下一节给出介绍．
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２．２　 全局随机稳定性

扩散过程在边界上的性态在很大程度上决定整个扩散过程的性质．如：一维扩散过程的概

率渐近稳定与平稳概率密度的存在性完全由该过程在边界上的性态决定．迄今，只对一维扩散

过程的边界有较清楚的了解．Ｌｉｎ 和 Ｃａｉ 对一维扩散过程的边界分类做了很好的总结［１５］ ．下面

将通过奇异边界理论，得到模型全局随机稳定的条件．
２．２．１　 μ ３ ＝ ０ 时，全局随机稳定性

当 μ ３ ＝ ０ 时，

　 　 ｄａ ＝ μ １ ＋
μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｄｔ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ． （１１）

因此，当 ａ ＝ ０时，有（μ ４ａ２ ／ ８） １ ／ ２ ＝ ０，故 ａ ＝ ０为系统（１１） 的第一类奇异边界；当 ａ ＝ ＋ ∞，有（μ １

＋ μ ２ ／ ８）ａ ＝ ＋ ∞，故 ａ ＝ ＋ ∞ 为系统（１１）的第二类奇异边界．
根据奇异边界理论，计算边界 ａ ＝ ０ 处的扩散指数 α ａ，漂移指数 β ａ 和特征指数 ｃａ：
　 　 α ａ ＝ ２， β ａ ＝ １，

　 　 ｃａ ＝ ｌｉｍ
ａ→０ ＋

２（μ １ ＋ μ ２ ／ ８）ａ·（ａ － ０） αａ－βａ

（（μ ４ａ２ ／ ８） １ ／ ２） ２
＝
２（８μ １ ＋ μ ２）

μ ４
．

当 ｃａ ＞ １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＞ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０ 是排斥自然；
当 ｃａ ＜ １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０ 是吸引自然；
当 ｃａ ＝ １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＝ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０ 是严格自然．

计算边界 ａ ＝ ＋ ∞ 处的扩散指数 α ａ，漂移指数 β ａ 和特征指数 ｃａ：
　 　 α ａ ＝ ２， β ａ ＝ １，

　 　 ｃａ ＝ － ｌｉｍ
ａ→＋∞

２（μ １ ＋ μ ２ ／ ８）ａ·（ａ） αａ－βａ

（（μ ４ａ２ ／ ８） １ ／ ２） ２
＝ －

２（８μ １ ＋ μ ２）
μ ４

．

当 ｃａ ＞ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是排斥自然；
当 ｃａ ＜ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＞ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是吸引自然；
当 ｃａ ＝ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＝ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是严格自然．

根据以上结果，得到如下结论：
１） 如果 （８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０ 是吸引自然，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是排斥自然，因此平

衡点 Ｅ２ 是以概率渐近稳定的；
２） 如果 （８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＞ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０ 是排斥自然，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是吸引自然，因此平

衡点 Ｅ２ 是不稳定的；
３） 如果 （８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＝ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ０是严格自然，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是严格自然，这是临界

情形，可能会发生分岔．
２．２．２　 μ ３ ≠ ０ 时，全局随机稳定性

当 μ ３ ≠ ０ 时，

　 　 ｄａ ＝ μ １ ＋
μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ ＋

μ ３

ａ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ μ ３ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ． （１２）

当 ａ ＝ ０ 时， μ ３ ＋ （μ ４ａ２ ／ ８） １ ／ ２ ≠０， 故 ａ ＝ ０ 不是系统（１２） 的奇异边界， 通过计算可以得到 ａ
＝ ０ 是系统（１２） 的规则边界．当 ａ ＝ ＋ ∞，有（μ ３ ＋ μ １ ＋ μ ２ ／ ８）ａ ＝ ＋ ∞，故 ａ ＝ ＋ ∞ 为系统（１２）
的第二类奇异边界．
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计算边界 ａ ＝ ＋ ∞ 处的扩散指数 α ａ，漂移指数 β ａ 和特征指数 ｃａ：
　 　 α ａ ＝ ２， β ａ ＝ １，

　 　 ｃａ ＝ － ｌｉｍ
ａ→＋∞

［２（μ １ ＋ μ ２ ／ ８）ａ ＋ μ ３ ／ ａ］·ａαａ－βａ

（（μ ３ ＋ μ ４ａ２ ／ ８） １ ／ ２） ２
＝ －

２（８μ １ ＋ μ ２）
μ ４

．

当 ｃａ ＞ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是排斥自然；
当 ｃａ ＜ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＞ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是吸引自然；
当 ｃａ ＝ － １ ，即（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＝ １ ／ ２，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是严格自然．

由于边界 ａ ＝ ０ 是规则边界，因此平衡点 Ｅ２ 是不稳定的．
２．２．３　 小结

根据以上两种情况的讨论，可以发现：当 （８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＞ １ ／ ２ 时，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是吸引自

然，平衡点 Ｅ２ 是不稳定的；当（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２ 时，边界 ａ ＝ ＋ ∞ 是排斥自然．如果 μ ３ ＝ ０，
边界 ａ ＝ ０ 是吸引自然，平衡点 Ｅ２ 以概率渐近稳定；如果 μ ３ ≠ ０，边界 ａ ＝ ０ 是规则边界，平衡

点 Ｅ２ 不稳定，可能出现 Ｈｏｐｆ 分岔．

３　 随 机 分 岔

随机分岔理论［１６］是研究随机动态系统的参数族的定性性态（平衡态、平稳运动及其他长

时间渐进运动）随参数的变化而发生的变化．随机分岔分为两类：动态分岔（Ｄ⁃分岔）和唯象分

岔（Ｐ⁃分岔）．计算不变测度的极值是研究一个非线性动力系统的最流行有效的方法．不变测度

是随机分岔的一个重要特征值．
３．１　 Ｄ⁃分岔

考虑 μ ３ ＝ ０， 系统（９）化为

　 　 ｄａ ＝ μ １ ＋
μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｄｔ ＋

μ ４

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｄＷａ ． （１３）

当 μ ４ ＝ ０ 时，系统（１３） 为确定系统，且不存在分岔．因此，讨论 μ ４ ≠ ０ 的情况．
令

　 　 ｍ（ａ） ＝ （μ １ ＋ μ ２ ／ ８ － μ ４ ／ １６）ａ， σ（ａ） ＝ （μ ４ ／ ８） １ ／ ２ａ ．
由系统（１３）生成的连续动态系统，如下：

　 　 φ（ ｔ）ｘ ＝ ｘ ＋ ∫ ｔ

０
ｍ（φ（ ｓ）ｘ）ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ（φ（ ｓ）ｘ）􀳱 ｄＷａ，

其中， 􀳱 ｄＷａ 表示 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 意义下的微分，它是以 ｘ 为初值的系统（１３） 的唯一强解．这里

ｍ（０） ＝ ０，σ（０） ＝ ０，因此 ０ 为 φ 的一个固定点．由于 ｍ（ａ） 有界，且对任意的 ａ ≠ ０，满足椭圆

型条件：σ（ａ） ≠ ０， 这保证最多只有一个平稳概率密度．求解与系统（１３）相应的 ＦＰＫ 方程：

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂ａ μ １ ＋

μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ＋ １

２
∂２

∂ａ２

μ ４

８
ａ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ． （１４）

令 ∂ｐ ／ ∂ｔ ＝ ０， 得到方程（１４）的解：

　 　 ｐ（ ｔ） ＝ ｃ ｜ σ －１（ａ） ｜ ｅｘｐ ∫ ｔ

０

２ｍ（ｕ）
σ（ｕ）

ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１５）

上述动态系统有两种可能的平衡状态：不动点和非平凡平稳运动．前者的不变测度 δ ０ 的密度

为 δ ｘ，后者的不变测度 ν 的密度为式（１５）．研究 Ｄ⁃分岔，需要计算这两个不变测度的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数．
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根据线性 Ｉｔô 随机微分方程的解，得到方程（１３）的解为

　 　 ａ（ ｔ） ＝ ａ（０）ｅｘｐ ∫ ｔ

０
ｍ′（ａ） ＋ σ（ａ）σ ″（ａ）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋ ∫ ｔ

０
σ ′（ａ）ｄＷａ（ ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

动态系统 φ 关于测度 μ 的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数定义为

　 　 λ φ（μ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

１
ｔ

ｌｎ‖ａ（ ｔ）‖ ． （１７）

将式（１６）代入式（１７），由于 σ（０） ＝ ０，σ ″（ａ） ＝ ０， 得不动点 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数：

　 　 λ φ（δ ０） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
ｔ [ ｌｎ ａ（０） ＋ ｍ′（０）∫ ｔ

０
ｄｓ ＋ σ ′（０）∫ ｔ

０
ｄＷａ（ ｓ） ] ＝

　 　 　 　 ｍ′（０） ＋ σ ′（０） ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｗａ（ ｔ）
ｔ

＝

　 　 　 　 ｍ′（０） ＝ μ １ ＋
μ ２

８
－
μ ４

１６
．

对于不变测度 ν， 计算 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数：

　 　 λ φ（ν） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
ｔ ∫

ｔ

０
（ｍ′（ａ） ＋ σ（ａ）σ ″（ａ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ

ｍ′（ａ） ＋ σ（ａ）σ ″（ａ）
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ａ）ｄａ ＝

　 　 　 　 － ２∫
Ｒ

ｍ（ａ）
σ（ａ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｐ（ａ）ｄａ ＝

　 　 　 　 － ３２ ２ μ ３ ／ ２
４ ｍ′（ａ） ２ｅｘｐ １６

μ ４
ｍ′（ａ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 － ３２ ２ μ ３ ／ ２
４ μ １ ＋

μ ２

８
－
μ ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｅｘｐ １６
μ ４

μ １ ＋
μ ２

８
－
μ ４

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

设 α ＝ μ １ ＋ μ ２ ／ ８ － μ ４ ／ １６ ，可知：不动点不变测度在 α ＜ ０时稳定，而非平凡平稳状态不变

测度在 α ＞ ０ 时稳定，所以 α ＝ αＤ ＝ ０ 是一个 Ｄ⁃分岔点．
３．２　 Ｐ⁃分岔

根据振幅 ａ（ ｔ） 的 Ｉｔô 随机微分方程，我们得到 ａ（ ｔ） 的 ＦＰＫ 方程：

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂ａ μ １ ＋

μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ ＋

μ ３

ａ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ＋ １

２
∂２

∂ａ２ μ ３ ＋
μ ４

８
ａ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ． （１８）

初值为 ｐ（ａ，ｔ ｜ ａ０，ｔ０） → δ（ａ － ａ０），ｔ→ ｔ０，其中 ｐ（ａ，ｔ ｜ ａ０，ｔ０） 是扩散过程 ａ（ ｔ） 的转移概率密

度．平稳概率密度 ｐｓｔ（ａ） 是 ａ（ ｔ） 的不变测度，ｐｓｔ（ａ） 是下面退化系统的解：

　 　 ０ ＝ － ∂
∂ａ μ １ ＋

μ ２

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ａ ＋

μ ３

ａ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ＋ １

２
∂２

∂ａ２ μ ３ ＋
μ ４

８
ａ２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｐ{ } ． （１９）

经计算，得到

　 　 ｐｓｔ（ａ） ＝ ４ ２
π

２ －３ｖμ ２－ｖ
３

μ ４

μ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ ／ ２

Γ（２ － ｖ） Γ １
２

－ ｖæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

ａ２（μ ４ａ２ ＋ ８μ ３） ｖ－２， （２０）

其中　 　 ｖ ＝ （８μ １ ＋ μ ２）μ
－１
４ ， Γ（ｘ） ＝ ∫∞

０
ｔｘ－１ｅ －ｔｄｔ ．

根据 Ｎａｍａｃｈｉｖａｙａ 的理论，不变测度的极值包含了非线性随机系统最重要的本质．当噪声
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强度趋于 ０ 时， ｐｓｔ（ａ） 的极值渐近表现出确定系统的行为．如果扩散过程 ａ（ ｔ） 是遍历的，根据

Ｏｓｅｌｅｄｅｃ 遍历定理， ｐｓｔ（ａ） 可以看作是停留在 ａ（ ｔ） 附近的时间尺度．
通过以上分析，可知参数 μ １ ＜ ０， μ ３ ＞ ０， μ ２ ＞ μ ４ ＞ ０．如果 ｐｓｔ（ａ） 在 ａ∗ 处有一个最大

值，样本轨迹将长时间停留在 ａ∗ 的附近，即 ａ∗ 是以概率稳定的（很大的概率） ．如果 ｐｓｔ（ａ） 有

一个最小值（当 ｐｓｔ（ａ） ＝ ０ 时），结果则相反．
下面计算系统（９）的振幅 ａ∗，使得 ｐｓｔ（ａ） 在 ａ∗ 处取得最大值．因此 ａ∗ 满足下列条件：

　 　
ｄｐｓｔ（ａ）

ｄａ ａ ＝ ａ∗
＝ ０，

ｄ２ｐｓｔ（ａ）
ｄａ２ ａ ＝ ａ∗

＜ ０．

由 ｄｐｓｔ（ａ） ／ ｄａ ＝ ０ 解得

　 　 ａ ＝ ０ 或 ａ ＝ ａ～ ＝ － ８μ ３ ／ （８μ １ ＋ μ ２ － μ ４） 　 　 （当（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２） ．
由于

　 　
ｄ２ｐｓｔ（ａ）

ｄａ２ ａ ＝ ０
＝ ２７＋３（８μ１＋μ２－μ４）μ －１４ μ ２＋（８μ１＋μ２－μ４）μ －１４

３ ＞ ０，

　 　
ｄ２ｐｓｔ（ａ）

ｄａ２ ａ ＝ ａ～
＝
（８μ ３ － ８μ ３μ ４ ／ （８μ １ ＋ μ ２ － μ ４）） （８μ１＋μ２） ／ μ４

－ １６μ ２
３

＜ ０．

因此 ａ∗ ＝ ａ～，同时，在 ａ ＝ ０时，ｐｓｔ（ａ）＝ ０（最小值） ．这表明系统受到随机激励时，平衡点（ａ ＝ ０）
是不稳定的．该结论与奇异边界理论获得的结果是一致的．原始的非线性随机系统在 ａ ＝ ａ～ 时发

生随机 Ｈｏｐｆ 分岔．因此， ｘ２
１ ＋ ｘ２

２ ＝ － ８μ ３ ／ （８μ １ ＋ μ ２ － μ ４），即 ａ ＝ ａ～ ．不同参数下发生 Ｈｏｐｆ 分岔

的概率和位置见表 １ 和图 １．
表 １　 系统（９）在不同参数条件下发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置和概率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （９）
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ＝ ａ～ ｐｓｔ ＝ ａ～

Ａ μ１ ＝ － ０．７， μ２ ＝ ２．５， μ３ ＝ ０．１， μ４ ＝ ２．７ ０．３７１ ４ ０．７４１ ４
Ｂ μ１ ＝ － ０．７， μ２ ＝ ３．５， μ３ ＝ ０．１， μ４ ＝ ２．７ ０．４０８ ２ ０．６１６ ４
Ｃ μ１ ＝ － ０．７， μ２ ＝ ４．５， μ３ ＝ ０．１， μ４ ＝ ２．７ ０．４５８ ８ ０．４７５ １
Ｄ μ１ ＝ － ０．７， μ２ ＝ ３．５， μ３ ＝ ０．３， μ４ ＝ ２．７ ０．７０７ １ ０．３５５ ９
Ｅ μ１ ＝ － ０．７， μ２ ＝ ３．５， μ３ ＝ ０．５， μ４ ＝ ２．７ ０．９１２ ９ ０．２７５ ７

表 ２　 系统（１）在不同参数条件下发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置和概率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１）
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ＝ ａ～ ｐｓｔ ＝ ａ～

Ａ α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．５， β １ ＝ ０．７， β ２ ＝ ０．３ ０．５０９ ５ ０．７０３ ５

Ｂ α１ ＝ ０．４， α２ ＝ ０．３， β １ ＝ ０．７， β ２ ＝ ０．３ ０．４７６ ５ ０．８２１ ２

Ｃ α１ ＝ ０．８， α２ ＝ ０．７， β １ ＝ ０．７， β ２ ＝ ０．３ ０．５５２ ２ ０．５７２ ６

Ｄ α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．５， β １ ＝ ０．９， β ２ ＝ ０．６ ０．６３８ ９ ０．５６１ １

Ｅ α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．５， β １ ＝ ０．５， β ２ ＝ ０．２ ０．４０３ ２ ０．８８９ ０

　 　 根据原始系统的参数值计算 Ｈｏｐｆ 分支具有重大意义．假设原始系统（１）的参数值如下：
　 　 Ａ ＝ １．７， β ＝ ０．５， μ ＝ ０．３，

α１， α２， β １， β ２见表 ２．原始系统在不同参数条件下发生 Ｈｏｐｆ 分岔的概率和位置见表 ２ 和图 ２．
在参数条件 Ａ（表 ２）下，原始系统的平稳概率密度函数 ｐ（ｘ１，ｘ２） 的图像如图 ３ 所示．

７０３１赵 金 庆　 　 　 刘 茂 省　 　 　 马 扬 军　 　 　 王 弯 弯



图 １　 表 １ 中对应参数的平稳概率密度 ｐｓｔ（ａ） 图 ２　 表 ２ 中对应参数的平稳概率密度 ｐｓｔ（ａ）

和发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置 和发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｓｔ（ａ） ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｆｉｇ．２　 Ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐｓｔ（ａ） ａｎｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｔｏ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｔａｂｌｅ １ ｔｏ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｉｎ ｔａｂｌｅ ２

图 ３　 在 Ａ ＝ １．７， β ＝ ０．５ ，μ ＝ ０．３， α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．５，

β １ ＝ ０．７， β ２ ＝ ０．３ 条件下的平稳概率密度 ｐ（ｘ１， ｘ２）

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｐ（ｘ１， ｘ２） ａｔ Ａ ＝ １．７， β ＝ ０．５，

μ ＝ ０．３， α１ ＝ ０．６， α２ ＝ ０．５， β １ ＝ ０．７， β ２ ＝ ０．３

４　 结　 　 论

本文讨论了一个带有双噪声的随机 ＳＩ 传染病模型．
与系统（１）相对应的确定性 ＳＩ 传染病模型中，当 Ｒ０ ＝ βＡ ／ μ ２ ≤１时，系统的无病平衡点 Ｅ１

全局渐近稳定；当Ｒ０ ＝ βＡ ／ μ ２ ＞ １时，系统的正平衡点Ｅ２ 全局渐近稳定．当系统（１）受到随机激

励时，根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数得到局部随机稳定的条件：当 μ １ ＋ μ ２ ／ ８ － μ ４ ／ １６ ＜ ０时，正平衡点 Ｅ２

以概率 １ 稳定；通过奇异边界理论得到全局随机稳定的条件：当（８μ １ ＋ μ ２） ／ μ ４ ＜ １ ／ ２，μ ３ ＝ ０
时，平衡点 Ｅ２ 以概率渐近稳定．

可以看出，由于随机因素的影响，使得原确定性系统的稳定性条件发生了改变．利用动态系

统不变测度的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和平稳概率密度分析了模型的随机分岔行为：当 α ＝ μ１ ＋ μ２ ／ ８ －
μ４ ／ １６ ＝ ０ 时，随机系统（１）发生 Ｄ⁃分岔；分析了不同参数条件下发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置和

概率，并进行数值模拟．由于随机扰动是不可避免的，因此研究随机动力系统在平衡点处的

８０３１ 带有双噪声的随机 ＳＩ 传染病模型的稳定性与分岔



Ｈｏｐｆ 分岔比确定性系统在平衡点处的稳定性更有意义．由于在系统的平衡点处发生随机 Ｈｏｐｆ
分岔，系统的轨线有很大概率停留在平衡点邻域内的某个极限环上，即疾病有很大概率会呈现

出周期性爆发的现象．根据表 １， μ ３ 可以作为影响随机 Ｈｏｐｆ 分岔的主要参数：当 μ ３ 增大时，发
生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置变大（即极限环跟平衡点的距离增大），而发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的概率

变小．
根据数值模拟的结果，可以看出：在加性随机激励不变时，改变乘性随机激励的强度，主要

影响发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔发生的概率，对发生随机 Ｈｏｐｆ 位置影响较小；而在乘性随机激励不变

时，改变加性随机激励的强度，对发生随机 Ｈｏｐｆ 分岔的位置和概率都有很大影响．
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０１３１ 带有双噪声的随机 ＳＩ 传染病模型的稳定性与分岔


