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摘要：　 通过代数方法，构造出来一个具有复杂混沌吸引子的非线性混沌自治三维系统．从理论和

数值两方面对吸引子进行了分析和仿真，得到了系统在平衡点处不稳定的参数范围．通过分岔图和

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱进一步揭示了系统丰富的动力学行为．
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引　 　 言

早在 １９０３ 年，法国学者 Ｐｏｉｎｃａｒé 在《科学与方法》一书中明确指出了三体问题解的随机

性，成为世界上第一位预见到混沌现象的人．１９６３ 年 Ｌｏｒｅｎｚ 得到第一个混沌系统之后，许多新

的混沌系统也陆续提出，并且得到了广泛地应用［１⁃４］ ．１９９９ 年，陈关荣利用反控制的方法发现

了一个与 Ｌｏｒｅｎｚ 系统不同的混沌系统称为 Ｃｈｅｎ 系统．文献［５⁃６］ 中提出并实现了两个特殊的吸

引子，即多涡旋混沌吸引子和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数恒为常数的吸引子．２０１０ 年，Ｌｉｕ 提出了一个新的

类 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统［７］ ．这些典型混沌系统的出现极大推动了非线性科学的发展．
本文构造了一个新的类 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统，通过理论推导和数值仿真对其基本动力学特性

进行研究，并且利用分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图和时域图等发现系统在取定特定参数和初值时会

发生 Ｈｏｐｆ 分岔现象，揭示了系统丰富的动力学行为，为现实应用提供了重要依据．

１　 数学模型及动力学特性

１．１　 数学模型的提出

在 Ｌｏｒｅｎｚ 系统模型的基础上，设计了一个新的三维自治混沌系统，下面对其进行介绍和

分析．
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其中， （ｘ，ｙ，ｚ） Ｔ ∈ Ｒ３，为状态变量，ａ，ｂ，ｃ 为实参数，且 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，ａ ＞ － ｃ，系统（１） 中仅含

有两个非线性项 ｘｚ，ｘｙ ．可通过数学证明系统（１）与 Ｌｏｒｅｎｚ 系统族中的任意一个都不拓扑等

价，是一个新的混沌系统．
１．２　 基本性质

１） 对称性和不变形

注意到原系统在 Ｔ：（ｘ，ｙ，ｚ） → （ － ｘ， － ｙ，ｚ） 的变换下保持不变，所以系统（１） 关于 ｚ轴对

称，即若 α是系统的解，则在 Ｔα下的解也满足系统（１），显然 ｚ轴也是系统中的一条解轨迹，因
此对于 ｔ → ０， 轴上所有的解轨迹都趋近于原点．

２） 吸引子的存在性

系统（１）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝
－ ａ ａ ０
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根据 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理，向量场散度为

　 　 Ñｖ ＝ ∂ｘ′
∂ｘ

＋ ∂ｙ′
∂ｙ

＋ ∂ｚ′
∂ｚ

＝ － （２ａ ＋ ｃ ＋ １） ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
λ ｉ，

其中， λ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为矩阵 Ｊ 的特征根．
由于 ２ａ ＋ ｃ ＋ １ ＞ ０，所以系统（１） 是耗散的，且以指数形式 ｖ（ ｔ） ＝ ｖ（０）ｅ －（２ａ＋ｃ＋１） ｔ 收敛．

因此，系统（１）的轨线都会被限制在一个体积为 ０ 的集合上，并且动力学行为被限制（或固定）
在一个吸引子上，故吸引子是存在的．
１．３　 平衡点的稳定性分析

通过计算，得到系统（１）的 ３ 个平衡点分别为

　 　 Ｏ ０，０， ｂ
ａ ＋ ｃ
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÷ ， Ｐ ＋ （ ｂ － ａ － ｃ， ｂ － ａ － ｃ，１），

　 　 Ｐ － （ － ｂ － ａ － ｃ， － ｂ － ａ － ｃ，１） ．
根据系统 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵可得特征方程为

　 　 λ ３ ＋ （２ａ ＋ ｃ ＋ １）λ ２ ＋ （２ａ ＋ ｃ ＋ ａ２ ＋ ａｃ － ａｚ ＋ ｘ２）λ ＋
　 　 　 　 ａ２ ＋ ａｃ ＋ ａｘｙ － ａ（ａ ＋ ｃ） ｚ ＋ ａｘ２ ＝ ０， （２）

其中， λ 为特征根．
将平衡点 Ｏ（０，０，ｂ ／ （ａ ＋ ｃ）） 代入特征方程得

　 　 λ ３ ＋ （２ａ ＋ ｃ ＋ １）λ ２ ＋ ２ａ ＋ ｃ ＋ ａ２ ＋ ａｃ － ａｂ
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　 　 　 　 ａ２ ＋ ａｃ － ａｂ ＝ ０．
当 ａ２ ＋ ａｃ － ａｂ ＜ ０ 时，由 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理知平衡点 Ｏ是不稳定的，由于 Ｐ ＋，Ｐ － 具有对

称性，这里只对 Ｐ ＋ 进行讨论．

将 Ｐ ＋ （ ｂ － ａ － ｃ， ｂ － ａ － ｃ，１）， 代入特征方程中有

　 　 λ ３ ＋ （２ａ ＋ ｃ ＋ １）λ ２ ＋ （ａ２ ＋ ａｃ ＋ ｂ）λ ＋ ２ａ（ｂ － ａ － ｃ） ＝ ０，
则平衡点 Ｐ ＋ 不稳定的参数条件为

　 　 ｂ ＜ （ａ２ ＋ ａｃ）（２ａ ＋ ｃ ＋ ３）
ｃ ＋ １

． （３）
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１．４　 吸引子数值仿真

当参数 ａ ＝ ５，ｃ ＝ － ４ 时，由参数条件（３） 可知系统（１） 在 ｂ ＞ １５ 时处于不稳定状态，这里

取 ｂ ＝ １６．这时 － （２ａ ＋ ｃ ＋ １） ＝ － ７ ＜ ０， 则系统是耗散的，平衡点为

　 　 Ｏ（０，０，１６）， Ｐ ＋ （ １５ ， １５ ，１）， Ｐ － （ － １５ ， － １５ ，１） ． （４）

（ａ） 三维空间吸引子

（ａ） Ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｐａｃｅ

（ｂ） ｘ⁃ｙ 投影 （ｃ） ｘ⁃ｚ 投影 （ｄ） ｙ⁃ｚ 投影

（ｂ） ｘ⁃ｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ （ｃ） ｘ⁃ｚ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ （ｄ） ｙ⁃ｚ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
图 １　 系统（１）的一个混沌吸引子数值仿真

Ｆｉｇ．１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （１）

（ａ） 初值（３．８７， ３．８７， １） （ｂ） 初值（－３．８７， －３．８７， １）
（ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （３．８７， ３．８７， １） （ｂ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （－３．８７， －３．８７， １）

图 ２　 参数 ａ ＝ ５， ｂ ＝ １６， ｃ ＝ － ４ 时，系统（１）不同初值下的混沌吸引子

Ｆｉｇ．２　 Ｗｈｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａ ＝ ５， ｂ ＝ １６， ｃ ＝ － ４， ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ （１） ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ

由式（２）可得平衡点 Ｏ 的特征值：
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　 　 λ １ ＝ － １， λ ２ ＝ － ３ ＋ ２ ２１ ， λ ３ ＝ － ３ － ２ ２１ ．
因此， 平衡点 Ｏ是不稳定的， 同理可知， Ｐ ＋， Ｐ － 都是稳定的．这里给定参数 ａ ＝ ５， ｂ ＝ １６，

ｃ ＝ － ４， 系统初值为（０．１，０．１，０．１），可以得到原系统的一个混沌吸引子的 Ｍａｔｌａｂ 仿真相图，如
图 １ 所示．为了观察平衡点的特性，这里保持参数 ａ，ｂ，ｃ 的取值不变，分别取系统初值为（３．８７，
３．８７，１）和（－３．８７，－３．８７，１），可以得到系统（１）在不同初值下的混沌吸引子，如图 ２ 所示．通过

图 ２ 发现当系统所取初值接近平衡点时，混沌吸引子的形态有所改变，即形成吸引子的同时也

围绕稳定的平衡点 Ｐ ＋ 和 Ｐ － 做不规则的环绕运动，使相轨迹在平衡点的某个邻域内变得十分

密集．

２　 动力学行为分析

固定 ａ ＝ ５，ｃ ＝ － ４，参数 ｂ ∈ ［０，３００］， 初值（０．１，０．１，０．１）系统的分岔图及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

如图 ３ 所示．随着 ｂ 的增大，系统由不动点进入一个较大的含有多个周期窗口的混沌区域，在
每个周期窗口都有逆、倍周期分岔现象，都是周期混沌的阵发过渡．由 Ｋａｐｌａｎ⁃Ｙｏｒｋｅ 猜想公式，
确定系统吸引子的分数维很低，这与 Ｌｏｒｅｎｚ 系统类似．值得注意的是，取初值（０．１，０．１，０．１）和

（ａ） 分岔图

（ａ） Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

（ｂ） Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图

（ｂ） Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｇｒａｐｈ
图 ３　 关于参数 ｂ 的分岔图和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｇｒａｐｈ ｖｓ． ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｂ

（３．８７，３．８７，１）时，系统表现出不同的性态．当 ｂ ＝ １３．７３ 时，在初值（０．１，０．１，０．１）下表现为混沌

态，而当初值为（３．８７，３．８７，１）时则出现周期运动的极限环，发生了超临界的 Ｈｏｐｆ 分岔现象，
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如图 ４ 所示．

（ａ） ｂ ＝ １３．７２， 初值（０．１，０．１，０．１）的相图 （ｂ） ｂ ＝ １３．７２， 初值（０．１，０．１，０．１）的时域图

（ａ） ｂ ＝ １３．７２， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｔ （ｂ） ｂ ＝ １３．７２， ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｃｈａｒｔ ａｔ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （０．１，０．１，０．１） ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （０．１，０．１，０．１）

（ｃ） ｂ ＝ １３．７３， 初值（０．１，０．１，０．１）的相图 （ｄ） ｂ ＝ １３．７３， 初值（０．１，０．１，０．１）的时域图

（ｃ） ｂ ＝ １３．７３， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｔ （ｄ） ｂ ＝ １３．７３， ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｃｈａｒｔ ａｔ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （０．１，０．１，０．１） ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （０．１，０．１，０．１）

（ｅ） ｂ ＝ １３．７３， 初值（３．８７，３．８７，１）的相图 （ｆ） ｂ ＝ １３．７３， 初值（３．８７，３．８７，１）的时域图

（ｅ） ｂ ＝ １３．７３， ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｔ （ ｆ） ｂ ＝ １３．７３， ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｃｈａｒｔ ａｔ
ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （３．８７，３．８７，１） ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （３．８７，３．８７，１）

图 ４　 参数 ａ ＝ ５， ｃ ＝ － ４ 时系统的相图和时域图

Ｆｉｇ．４　 Ｗｈｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａ ＝ ５， ｃ ＝ － ４， ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｃｈａｒｔ

３　 结　 　 论

本文构造了一个新的三维自治系统，根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 定理得到系统不稳定的参数取值
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范围．通过数值仿真得到系统的混沌吸引子．最后，通过分析系统的相图、时域图、分岔图以及

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱图发现了系统具有 Ｈｏｐｆ 分岔、混沌等丰富的动力学行为，为现实应用提供了

重要依据．然而，系统的动力学研究还没有结束，分岔和混沌形成的机理依然是研究的难点．因
此，继续对系统进行研究依然显得很有意义．
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