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摘要：　 基于刚体定点转动的四元数表示，运用分析结构力学方法，引入离散系统作用量代替四元

数微分方程，并在积分点严格满足四元数模等于 １ 的约束条件，进行时间积分．则按分析结构力学

理论，不但达到了积分的保辛且区段内部约束条件也可在变分原理意义下近似满足．对重陀螺进行

数值仿真，结果满意．
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引　 　 言

四元数的数学概念是 １８４３ 年首先由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）提出的．２０ 世纪中叶以来，随着现

代控制理论、计算机科学以及航天技术等的飞速发展，四元数逐渐被人们所重视［１］ ．与传统

Ｅｕｌｅｒ 角相比［２］，四元数描述刚体旋转不涉及三角函数，不会出现奇异值，特别适合数值仿真．
然而，在四元数描述的运动学方程中，隐含着四元数模等于 １ 的约束条件，这使得直接使用差

分法进行数值积分会发生数值漂移，随着积分时间的增长，范数将逐渐偏离 １，为此必须限制

时间步长并进行范数修正［３］，这限制了四元数在刚体动力学仿真中的应用．
本文从 Ｃａｙｌｅｙ⁃Ｋｌｅｉｎ（凯瑞⁃克莱因）参量［２］入手，以酉矩阵表述四元数运算，得出用四元数

表述的坐标旋转矩阵．根据正交矩阵群的 Ｌｉｅ 代数为反对称矩阵，推导出角速度与四元数之间

的对应关系．从而将问题转化为微分⁃代数方程的求解．然而采用传统数值方法求解微分⁃代数

方程往往效果不佳．
中国古代著名数学家祖冲之（Ａ．Ｄ．４２９—Ａ．Ｄ．５００），他计算圆周率 π 已经达到 ８ 位有效数

字，比欧洲早 １ １００ 年．可从圆周率是怎么计算开始探讨．祖冲之的方法就是用直径为 １ 的正多

角形边的总长度代替．只有多角形的角点，要求全部处于圆周上．角点的数目越多，多角形边的

总长度就越逼近于 π ．显然，边两端的节点处于圆周上，满足约束条件，而其连接直线（二维空

间 Ｅｕｃｌｉｄ 度量下的短程线）则不在圆周上，没有满足约束条件．所以说，约束条件不必处处满

足，只要在节点处严格满足约束条件就可以了．所以根据分析结构力学［４］ 基本观点，并借鉴祖
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冲之方法论，引入离散系统的区段作用量，并在积分点上严格满足约束条件［５］，进行逐步积

分；而短程线则更换为在动力学意义下的；于是可保证四元数模等于 １ 的约束条件在变分原理

意义下近似满足，并且积分保辛．对重陀螺的仿真算例可以验证，数值结果令人满意．

１　 刚体旋转的正交变换与四元数表示

线性矩阵代数关于本征值有定理， ｎ 维对称矩阵 Ｒ有 ｎ 个本征值及对应的本征向量，它们

互相正交；以这些向量为列排列为矩阵，得到正交矩阵．这些是在实数区域内表达的．
扩展到复数域，实数对称矩阵对应于复数的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵 ＲＨ，ＲＨ

Ｈ ＝ ＲＨ， 上标 Ｈ 代表 Ｈｅｒ⁃
ｍｉｔｅ 对称．ＲＨ 也取 ｎ 个实数本征值及对应的本征向量，它们互相 Ｈｅｒｍｉｔｅ 正交．互相 Ｈｅｒｍｉｔｅ 正

交向量组成的矩阵，称为幺正（ｕｎｉｔａｒｙ， Ｕ⁃）矩阵．
对于刚体定点转动，设惯性坐标系为 Ｏｘｙｚ，贴体坐标系为Ｏｘ′ｙ′ｚ′，贴体坐标轴与主惯性轴

同．由于用 Ｅｕｌｅｒ 角描述刚体旋转比较复杂，因此人们运用二维复数空间变换群 ＳＵ（２）与三维

空间的正交变换群 Ｏ ＋ （３） 的同态关系，给出了刚体旋转的四元数的表达［２］ ．如果规定 ＳＵ（２）
的元素 Ｑ 只对应于 Ｏ ＋ （３） 的元素，则对应关系成为同构．

按文献［２］中 ４．５ 节所述，构造二维复数矩阵 Ｕ⁃矩阵：

　 　 Ｑ ＝
α β

－ β∗ α∗

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， αα∗ ＋ ββ∗ ＝ １， （１）

其中 α，β 为 Ｃａｙｌｅｙ⁃Ｋｌｅｉｎ 参量，复数．类比于正交变换群行列式为 １，二维 Ｕ⁃矩阵也应满足其行

列式为 １，这已在 Ｑ 阵的构造式（１）中给定．下面将 Ｕ⁃矩阵的变换与三维实数空间的点联系起

来．设空间点 Ａ 的惯性坐标为（ｘ，ｙ，ｚ），其在贴体坐标系下可表述为（ｘ′，ｙ′，ｚ′） ．用（ｘ，ｙ，ｚ） 构造

一个二维 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵：

　 　 Ｐ ＝
ｚ ｘ － ｉｙ

ｘ ＋ ｉｙ － ｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２）

其特点是迹为 ０．将 Ｐ 阵进行 Ｕ⁃矩阵 Ｑ 的相似变换：
　 　 Ｐ′ ＝ ＱＰＱＨ ． （３）

由于相似变换不改变矩阵的迹， 所以 Ｐ′ 也是 ０ 迹的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵， 只有 ３ 个独立参数， 可表

示为

　 　 Ｐ′ ＝
ｚ′ ｘ′ － ｉｙ′

ｘ′ ＋ ｉｙ′ － ｚ′
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （４）

这样就得到了从 （ｘ，ｙ，ｚ） 到（ｘ′，ｙ′，ｚ′） 的变换．行列式的值在式（３）的相似变换下不变，从而有

等式

　 　 Ｐ ＝ － （ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＝ － （ｘ′２ ＋ ｙ′２ ＋ ｚ′２） ＝ Ｐ′ ，
表明长度不变．因 Ｐ 对于坐标是线性的，所以空间任何向量的长度全部不变，这表明仅仅是空

间旋转，不会改变刚体的特性．这样，Ｕ⁃矩阵 Ｑ 便与空间旋转变换发生了对应关系．令
　 　 α ＝ ｅ０ ＋ ｉｅ３， β ＝ ｅ２ ＋ ｉｅ１， （５）

则 ｅ０，ｅ１，ｅ２，ｅ３ 便是通常的四元数．并有约束方程

　 　 ｅ２０ ＋ ｅ２１ ＋ ｅ２２ ＋ ｅ２３ ＝ １． （６）
根据式（３）的 Ｕ⁃变换，并代入关系式（５），则可得到用四元数表示的空间坐标旋转矩阵：
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　 　 Ｔ ＝

ｅ２０ ＋ ｅ２１ － ｅ２２ － ｅ２３ ２（ｅ１ｅ２ ＋ ｅ０ｅ３） ２（ｅ１ｅ３ － ｅ０ｅ２）

２（ｅ１ｅ２ － ｅ０ｅ３） ｅ２０ － ｅ２１ ＋ ｅ２２ － ｅ２３ ２（ｅ２ｅ３ ＋ ｅ０ｅ１）

２（ｅ１ｅ３ ＋ ｅ０ｅ２） ２（ｅ２ｅ３ － ｅ０ｅ１） ｅ２０ － ｅ２１ － ｅ２２ ＋ ｅ２３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（７）

满足

　 　 ｘ′ ＝ Ｔ（ ｔ）·ｘ， ｘ ＝ { ｘ ｙ ｚ } Ｔ， ｘ′ ＝ { ｘ′ ｙ′ ｚ′ } Ｔ， （８）
即为从 Ｏｘｙｚ 坐标系到 Ｏｘ′ｙ′ｚ′ 坐标系的正交转换．

以上讲的是有限转动，但动力学有微分方程，计算动能要角速度，要微商，微商要无穷小的

旋转变换．显然，无穷小的旋转变换可用 ｅ１，ｅ２，ｅ３ 来表示．但从约束条件知 １ － ｅ０ 已经是 ｅ１，ｅ２，ｅ３
的髙阶小量了．原来在惯性坐标系的向量 ｄ，转换到贴体坐标系中的向量是 Ｔ·ｄ ．贴体坐标是要

随时间变换的，表明正交矩阵 Ｔ（ ｔ） 是时间的函数．在时间点增加很小的 η 后

　 　 Ａ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
η→０

［Ｔ（ ｔ ＋ η） － Ｔ（ ｔ）］ ／ η， Ｔ（ ｔ ＋ η） ≈ Ｔ（ ｔ） ＋ ηＡ（ ｔ） ． （９）

然而运用普通微商定义，有些不太理想．因为正交矩阵有群的性质，而群是有其乘法定义的．在
群上也应有微商定义，当然仍用其群的乘法规则

　 　 Ｔ（ ｔ ＋ η） ＝ Ｔ（η）·Ｔ（ ｔ）， Ｔ（η） ≈ ［Ｉ ＋ Ａ（η）］， （１０）
其中 Ｔ（η） 是左乘， 代表了从 ｔ时刻到 ｔ ＋ η 时刻的坐标变换．当 η 为无穷小量时，Ｔ（η） 应接近

于单位阵 Ｉ，单位阵对应于 ｅ０ ＝ １，ｅ１ ＝ ｅ２ ＝ ｅ３ ＝ ０．而 Ａ（η） ≈ ηＡ０ 的乘法因子改变了 Ｔ，由于在

无穷小变换下，ｅ１，ｅ２，ｅ３ ＝ Ｏ（η），从而 ｅ０ ＝ １ － Ｏ（η ２） ．参考式（７），对 Ｔ（η） 进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开，
在 Ｏ（η） 量级有

　 　 Ｔ（η） ≈ Ｉ ＋ ηＡ０， Ａ０ ＝
０ ２ｅ３ － ２ｅ２

－ ２ｅ３ ０ ２ｅ１
２ｅ２ － ２ｅ１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１１）

需要提醒的是： ｅｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 是在 ｔ 时刻初始值为 ｅ０ ＝ １，ｅ１ ＝ ｅ２ ＝ ｅ３ ＝ ０ 贴体坐标系中的瞬时

量，并不是 ｅ１，ｅ２，ｅ３ 简单的导数，不要混淆．这样根据式（９） ～ （１１），容易导出

　 　 Ｔ（ ｔ） ＝ Ａ０·Ｔ（ ｔ）， （１２）
其中， Ａ０ 是反对称阵，表明反对称矩阵是正交矩阵群的 Ｌｉｅ 代数［６］ ．在 Ｕ⁃变换下，式（１２）的等

价形式为

　 　 Ｑ（ ｔ） ＝ Ｕ０Ｑ（ ｔ）， Ｕ０ ＝
ｉｅ３ ｅ２ ＋ ｉｅ１

－ ｅ２ ＋ ｉｅ１ － ｉｅ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１３）

２　 相对坐标内的运动

根据刚体运动学知识［２］，对于任意矢量 ｒ，其绝对速度 ｖａ 可表示为

　 　 ｖａ ＝ ｖｒ ＋ ω × ｒ， ｖａ ＝
ｄｒ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ
， ｖｒ ＝

ｄｒ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ
， （１４）

其中下标 ａ 与 ｒ 分别表示从惯性系观测和贴体系观测．若 ｒ固定于刚体上，则有 ｖｒ ＝ ０．此时上式

在贴体坐标系下可以表示为

　 　 ｖ′ａ ＝ Ωｒ′， （１５）
其中
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　 　 Ω ＝
０ － ω ｚ′ ω ｙ′

ω ｚ′ ０ － ω ｘ′

－ ω ｙ′ ω ｘ′ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， ｖ′ａ ＝ { ｖａｘ′ ｖａｙ′ ｖａｚ′ } Ｔ， ｒ′ ＝ { ｒｘ′ ｒｙ′ ｒｚ′ } Ｔ，

ｖ′ａ，ｒ′分别表示 ｖａ 与 ｒ在贴体坐标系下的坐标表示，ω′ ＝ {ω ｘ′ ω ｙ′ ω ｚ′ } Ｔ 为角速度矢量ω 在

贴体坐标系下的坐标向量，不加说明的话 ｖａ，ｒ，ω 表示本身在惯性坐标系下的坐标向量．明确

了上述坐标关系，再根据坐标转换（８），以及式（１２），又可以得到

　 　 ｖ′ａ ＝ Ｔｖａ ＝ Ｔ ｄ
ｄｔ

（ＴＴｒ′） ＝ ＴＴＴＡＴ
０ ｒ′ ＝ － Ａ０ｒ′ ． （１６）

对比式（１５）与（１６），可得到 Ω ＝ － Ａ０， 于是可得到关系式

　 　 ２ｅ３ ＝ ω ｚ′， ２ｅ２ ＝ ω ｙ′， ２ｅ１ ＝ ω ｘ′，
再次提及 ｅｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为贴体坐标系中的瞬时量．现在找到了它在真实状态中所对应的物理

量，即贴体坐标系中的角速度分量．如此一来，根据式（１３）便得到

　 　 Ｕ０ ＝ １
２

ｉω ｚ′ ω ｙ′ ＋ ｉω ｘ′

－ ω ｙ′ ＋ ｉω ｘ′ － ｉω ｚ′

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１７）

由于 Ｑ 为 Ｕ⁃矩阵， ＱＨＱ ＝ Ｉ， 所以

　 　 Ｕ０ ＝ Ｕ０Ｑ（ ｔ）Ｑ（ ｔ）Ｈ ＝ Ｑ（ ｔ）Ｑ（ ｔ）Ｈ ． （１８）
设四元数向量为 ｑ ＝ { ｅ０ ｅ１ ｅ２ ｅ３ } Ｔ， 展开式（１８）便可得到

　 　 ω ｘ′ ＝ ２ｑＴＧ１ｑ， ω ｙ′ ＝ ２ｑＴＧ２ｑ， ω ｚ′ ＝ ２ｑＴＧ３ｑ， （１９）
其中

　 　 Ｇ１ ＝

０ １ ０ ０
－ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ － １
０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｇ２ ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １
－ １ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｇ３ ＝

０ ０ ０ １
０ ０ － １ ０
０ １ ０ ０
－ １ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

（２０）
这 ３ 个矩阵有如下关系：

　 　 Ｇ１Ｇ２Ｇ３ ＝ － Ｉ， Ｇ１Ｇ２ ＝ Ｇ３， Ｇ２Ｇ３ ＝ Ｇ１， Ｇ３Ｇ１ ＝ Ｇ２ ． （２１）
根据式（２１），可由 Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３ 中的任意两个矩阵（生成元），生成一有限群．根据式（１９），便可将

动能直接用四元数表示．这样问题便转化为仅含有约束（６）的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系求解，分析结构力

学便可施展．

３　 刚体定点转动的动力分析与逐步积分算法

刚体旋转有贴体向量表示的 ω ｘ′，ω ｙ′，ω ｚ′，其中贴体坐标轴 Ｏｘ′ｙ′ｚ′ 就是刚体的主惯性轴，
因此刚体旋转的动能可以表示为

　 　 Ｔ ＝ １
２
（ Ｉ１ω ２

ｘ′ ＋ Ｉ２ω ２
ｙ′ ＋ Ｉ３ω ２

ｚ′）， （２２）

其中 Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ 为以定点为参考点的刚体的主惯性矩，一般来说 Ｉ１ ≠ Ｉ２ ≠ Ｉ３ ．根据反对称矩阵是

正交矩阵群的 Ｌｉｅ 代数，本文推导出了式（１９），于是动能可以改写为

　 　 Ｔ ＝ ２（ Ｉ１（ｑＴＧ１ｑ） ２ ＋ Ｉ２（ｑＴＧ２ｑ） ２ ＋ Ｉ３（ｑＴＧ３ｑ） ２） ． （２３）
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而系统的势能可以用四元数来表示：
　 　 Ｕ ＝ Ｕ（ｑ） ． （２４）

系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ Ｔ － Ｕ ． （２５）
重新将约束条件表示为

　 　 ｇ（ｑ） ＝ ｑＴｑ － １ ＝ ０． （２６）
引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ， 则扩展的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌｅ（ｑ，ｑ，λ） ＝ Ｌ（ｑ，ｑ） － λｇ（ｑ） ． （２７）
对扩展的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数进行变分，便可得到约束系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，问题转化为微分⁃代数

方程的求解．
Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系要处处满足约束条件的广义位移难以找到，但本文运用分析结构力学的基

本概念，进入离散系统来分析．首先保证离散积分点的约束条件严格满足；再在时间区段内，用
时间有限元［７⁃８］离散代替差分离散，然后运用作用量的变分原理以代替微分方程，离散的时间

步内积分就不再考虑约束了．分析结构力学理论保证可达到每步积分的自动保辛［４］ ．
具体来说［４⁃５］，取离散时间区段 η，ｔ０ ＝ ０，ｔ１ ＝ η，ｔ２ ＝ ２η，…，ｔｋ ＝ ｋη，… ．可假设 ｔｋ－１ 时的位

移与速度是 ｑｋ－１，ｑｋ－１ 已知，并满足 ｑＴ
ｋ－１ｑｋ－１ ＝ １的约束，现在的问题是要通过 ｔｋ－１ 步的已知量计

算下一个时间步的 ｑｋ，ｑｋ ．
为此首先引入时间 （ ｔｋ－１，ｔｋ） 的区段作用量（含约束）：

　 　 Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，λ ｋ－１，λ ｋ） ＝ ∫ｔ ｋ
ｔｋ－１

（Ｌ（ｑ，ｑ） － λｇ（ｑ））ｄｔ ． （２８）

然后进行有限元近似， 设在 ｋ⁃区段内位移取为平均位移， ｑ＃ｋ ＝ （ｑｋ－１ ＋ ｑｋ） ／ ２， 速度为 ｑ＃ｋ ＝ （ｑｋ －
ｑｋ－１） ／ η，约束在区段内可近似为 λｇ（ｑ） ＝ （λ ｋ－１ｇ（ｑｋ－１） ＋ λ ｋｇ（ｑｋ）） ／ η （Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子乘以一

个常数不影响最终计算）．这样根据式（２３） ～ （２８），可以得到区段作用量的有限元近似：
　 　 Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，λ ｋ－１，λ ｋ） ＝ ２η（ Ｉ１（ｑＴ

＃ｋＧ１ｑ＃ｋ） ２ ＋ Ｉ２（ｑＴ
＃ｋＧ２ｑ＃ｋ） ２ ＋ Ｉ３（ｑＴ

＃ｋＧ３ｑ＃ｋ） ２） －
　 　 　 　 ηＵ（ｑ＃ｋ） － λ ｋ－１ｇ（ｑｋ－１） － λ ｋｇ（ｑｋ） ． （２９）

此时 Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，λ ｋ－１，λ ｋ） 已是两端独立自变量 ｑｋ－１，λ ｋ－１ 与 ｑｋ，λ ｋ 的函数．Ｌａｇｒａｎｇｅ 原理的位

移约束条件已经在节点处严格满足，区段内部的约束条件则由有限元插值近似满足．
根据离散系统的分析结构力学，引入对偶方程

　 　 ｐｋ－１ ＝ － ∂Ｓｋ ／ ∂ｑｋ－１， ｇ（ｑｋ－１） ＝ ０； ｐｋ ＝ ∂Ｓｋ ／ ∂ｑｋ， ｇ（ｑｋ） ＝ ０， （３０）

则状态变量为 ｖｋ ＝ { ｑＴ
ｋ ｐＴ

ｋ } Ｔ ．按分析结构力学方法，从 ｖｋ－１ 可递推 ｖｋ，该变换保辛，但带有参

变量 λ ｋ－１ ．确定 λ ｋ－１ 要根据节点约束条件 ｇ（ｑｋ） ＝ ０．
实际工程中，给定的初始条件通常为 Ｅｕｌｅｒ 角 （ϕ０，θ ０，ψ ０），以及贴体坐标系下角速度矢量

ω′０ 等，这些物理量与四元数之间的变换关系在一般的介绍四元数应用的书中便可找到［１，３］，继
而便可获得初始四元数 ｑ０，ｑ０ 初始时刻的 ｐ０ 则由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换

　 　 ｐ ＝ ∂Ｌ（ｑ，ｑ） ／ ∂ｑ （３１）
确定．得到初始时刻的状态变量 ｖ０ ＝ { ｑＴ

０ ｐＴ
０ } Ｔ ，便可递推地求解出 ｖｋ（ｋ＝ １，２，…） ．实际计算

时，根据式（３０），区段作用量 Ｓｋ 与 Ｓｋ＋１均产生 ｐｋ， 两者相等有动力学方程

　 　 －∂Ｓｋ＋１ ／ ∂ｑｋ ＝∂Ｓｋ ／ ∂ｑｋ， （３２）
此式联立约束方程 ｇ（ｑｋ＋１）＝ ０ 便可迭代求解．
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具体算法如下：
１） 初始时刻，已知 ｑ０，ｑ０，根据式（３１）计算 ｐ０；
２） 联立方程 ｐ０ ＝ －∂Ｓ１ ／ ∂ｑ０，ｇ（ｑ１）＝ ０，迭代求解 ｑ１，λ０；
３） 假设已经求得 ｑｋ－１，ｑｋ，则 ｑｋ＋１， λｋ 由式（３２） 加上非线性约束方程 ｇ（ｑｋ＋１） ＝ ０ 迭代得到．

４　 数值例题与讨论

算例 １　 考察如图 １ 所示对称重陀螺绕其尖点 Ｏ 的运动，该尖点固定于惯性空间．取陀螺

的对称轴为贴体坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′的 ｚ′轴．著作［２］用许多篇幅讲述 Ｅｕｌｅｒ 陀螺（ｔｏｐ），其中只有对

称陀螺．陀螺质心与尖点的距离为 ｌ， 陀螺的基本参数：
　 　 ｍ ＝ １ ｋｇ， ｌ ＝ ０．０４ ｍ， Ｉ１ ＝ Ｉ２ ＝ ０．００２ ｋｇ·ｍ２， Ｉ３ ＝ ０．０００ ８ ｋｇ·ｍ２ ．

取重力加速度 ｇ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ ．此算例中，重力势能可用四元数表示为

　 　 Ｕ（ｑ） ＝ ｍｇｌ（ｅ２０ － ｅ２１ － ｅ２２ ＋ ｅ２３） ． （３３）

图 １　 对称重陀螺

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｈｅａｖｙ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ

首先研究陀螺在高速自旋情况下的仿真效果．取 ω ｚ′ ＝ ４０π ｒａｄ ／ ｓ，ψ ０ ＝ ϕ０ ＝ ０．按下述 ３ 组

初始条件对陀螺的运动进行数值模拟：
初始条件 １　 ω ｘ′ ＝ ０， ω ｙ′ ＝ ０； θ ０ ＝ π ／ ６；
初始条件 ２　 ω ｘ′ ＝ ０， ω ｙ′ ＝ ４； θ ０ ＝ π ／ ３；
初始条件 ３　 ω ｘ′ ＝ ４， ω ｙ′ ＝ ０； θ ０ ＝ π ／ ３．
这 ３ 组初始条件将产生对称重陀螺的 ３ 种著名的章动“尖点运动”、“无环运动”、和“有环

运动” ［９］ ．描绘陀螺运动的经典方法是以陀螺的尖点为球心在惯性空间作一个单位球，用陀螺

对称轴在该单位球面上划出的迹线来描绘运动．设陀螺对称轴 （ ｚ′轴） 与单位球面的交点为 Ａ，
则任意时刻 Ａ 点的位置由下式确定：

　 　 ｘ ＝ ２（ｅ１ｅ３ ＋ ｅ０ｅ２）， ｙ ＝ ２（ｅ２ｅ３ － ｅ０ｅ１）， ｚ ＝ ｅ２０ － ｅ２１ － ｅ２２ ＋ ｅ２３ ． （３４）

时间步长定义为 Δ ｔ～ ＝ ω ｚ′Δｔ ．

图 ２ 显示了对称重陀螺 ３ 种典型运动的仿真结果，时间步长取 Δ ｔ～ ＝ ０．１．左上、右上图对应

于第一组初始条件，描述了尖点运动随时间变化的轨迹．左上图是陀螺对称轴（ ｚ′轴） 与单位球

面交点 Ａ的轨迹沿惯性系 ｚ⁃ｘ平面的部分投影．根据文献［２］，重陀螺的对称轴（ ｚ′轴） 上点 Ａ的

运动轨迹在 ｘ⁃ｙ平面上的投影，应该介于一圆环之间．右上图给出了 Ａ点轨迹沿惯性系 ｘ⁃ｙ 平面

的长时间投影，数值结果显示轨迹始终保持在圆环之间，没有偏离或退化，表明约束满足得很
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好．而相同的算例，文献［９］采用传统的四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法，却产生了偏移和退化．
左下图与右下图分别为无环运动与有环运动情况下 Ａ 点轨迹沿惯性系 ｚ⁃ｘ 平面的部分投影．数
值结果显示本文方法很好地模拟了对称重陀螺的这几种运动．

图 ２　 对称重陀螺典型运动轨迹

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｖｙ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ

（ａ） ω ｚ′ ＝ ３０π ｒａｄ ／ ｓ

（ｂ） ω ｚ′ ＝ ２０π ｒａｄ ／ ｓ

（ｃ） ω ｚ′ ＝ １０π ｒａｄ ／ ｓ

图 ３　 对称重陀螺运动轨迹随自旋角速度渐变的图形比较

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｖｙ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｆ ω ｚ′

图 ３ 显示的是陀螺运动轨迹随着自旋速度 （ω ｚ′） 变化规律．在图中，ω ｚ′ 由上到下分别取为

３０π ｒａｄ ／ ｓ，２０π ｒａｄ ／ ｓ，１０π ｒａｄ ／ ｓ，其它初始值采用“初始条件 １”，步长选取 Δ ｔ～ ＝ ０．１．从 ｘ⁃ｚ 平面
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局部投影（左图）中观察可知，随着自旋速度的变慢，陀螺的章动角越来越大，以致最后超过

π ／ ２， Ａ 点也降至水平面以下，然而仍然保持尖点运动，这与理论相符．从右图可知，长时间轨迹

一直限制在圆环之内，这是一般的传统方法无法做到的．

图 ４　 高速自旋下对称重陀螺的运动 （ω ｚ′ ＝ ４０π ｒａｄ ／ ｓ）

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ ｓｐｉｎ ｓｐｅｅｄ （ω ｚ′ ＝ ４０π ｒａｄ ／ ｓ）

图 ５　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数随时间变化； 真实 Ｈ ＝ ６．６５６ ０（Δ ｔ～ ＝ ０．０２）

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ， ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ Ｈ ＝ ６．６５６ ０（Δ ｔ～ ＝ ０．０２）

下面讨论本文方法的精度以及时间步长对精度的影响．对于对称重陀螺，是有解析解的．
解析解是以椭圆积分的形式表示，其反函数为椭圆函数．Ｇｏｌｄｓｔｅｉｎ 的经典力学［２］对此有详细叙

述．对于椭圆函数的数值计算，采用椭圆函数的精细积分［１０］，可达到计算机精度．重陀螺的运

动，如图 ３ 所示，随着自旋速度的改变，陀螺运动变化的很剧烈．自旋速度越快，则陀螺进动将

越慢，其运动也越稳定．高速旋转的陀螺与低速旋转的陀螺其运动特性很不相同．因此，将分两

种极端情况比较本文方法的仿真效果．
首先取 ω ｚ′ ＝ ４０π ｒａｄ ／ ｓ，对应于高速自旋．其它参数同初始条件 １．如图 ３ 所示，本文比较了

当时间步长分别取为 Δ ｔ～ ＝ ０．０１，０．１，１ 时 Ａ 点归一化 ｚ 坐标随时间变化，并与解析解进行了比
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较．当 Δ ｔ～ ＝ １ 时，一个周期内仅取了约 １８ 个离散点．图 ４（上） 显示，当 Δ ｔ～ ＝ ０．１ 时，在以周期为

量级的角度观测，误差已经难于观测到了．图 ４（下）给出了局部放大图，从图中可以看出，随着

时间步长逐渐减小，误差消退得非常快．图 ５ 给出了时间步长 Δ ｔ～ ＝ ０．０２ 时 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数随时

间变化，共模拟了 １００ ｓ ．图（上、下）中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数随着时间积分的进行，在精确值附近呈周

期震荡，表明保辛效果良好．
图 ６ 给出了低速旋转下 Ａ 点归一化 ｚ 坐标随时间变化曲线，ω ｚ′ ＝ ２０ ｒａｄ ／ ｓ，其他初始条件

不变，时间步长分别取为 Δ ｔ～ ＝ ０．０１，０．０５，０．５．在此种情况下，章动角已经非常大了，进动速度

也明显加大．与解析解的比较显示，本文方法在低速旋转下也能达到良好的仿真效果．

图 ６　 低速自旋下对称重陀螺的运动 （ω ｚ′ ＝ ２０ ｒａｄ ／ ｓ）

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ ｗｉｔｈ ｌｏｗ ｓｐｉｎ ｓｐｅｅｄ （ω ｚ′ ＝ ２０ ｒａｄ ／ ｓ）

算例 ２　 考虑一般重陀螺， Ｉ１ ≠ Ｉ２ ．设 Ｉ１ ＝ ０．００２ ２５ ｋｇ·ｍ２，Ｉ２ ＝ ０．００１ ７５ ｋｇ·ｍ２，其它陀螺参

数与算例 １ 同．给定初始条件为 ω ｘ′ ＝ ０，ω ｙ′ ＝ ０，ω ｚ′ ＝ ４０π ｒａｄ ／ ｓ；ψ ０ ＝ ϕ０ ＝ ０，θ ０ ＝ π ／ ６．此初始

条件对应于对称重陀螺的尖点运动．

图 ７　 不对称重陀螺运动轨迹 （Δ ｔ～ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｈｅａｖｙ ｔｏｐ （Δ ｔ～ ＝ ０．１）

图 ７ 显示了数值仿真的结果，步长取 Δ ｔ～ ＝ ０．１．左图显示，对于一般重陀螺来说，施加初始

条件 １，也有类似的尖点运动轨迹，然而轨迹不再是球面圆环的简单重复了．从右图可以观察

到，长时间的时间积分过后，运动轨迹仍控制在圆环内，没有发生偏移或衰退．一般的经典力学

书中，很少讨论陀螺不对称的情况，但在实际工程中有其应用价值．算例表明本文方法对非对

称重陀螺的仿真效果良好，可以作为一般陀螺仿真分析的有力工具．
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５　 结　 　 论

本文针对刚体旋转，给出了刚体动力学的四元数表示．然后根据分析结构力学基本原理，
先进行离散，并在节点处严格满足位移约束条件，运用作用量以代替微分方程而进行求解．这
样不仅在变分原理意义下满足了四元数的约束条件，而且积分保辛．对重陀螺的数值仿真试验

证明，无论是对称陀螺还是一般陀螺、低速旋转还是高速旋转，本文方法都给出了出色的数值

结果，仿真效果令人满意，可作为陀螺仿真分析的有力工具．
本文仅给出了刚体定点转动的保辛积分方法，对于刚体平动以及多体运动并未涉及，还有

很多工作有待开展．
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