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摘要：　 针对有阻尼和外载荷的线性动力学常微分方程，给出了 ｓ 级 ２ｓ 阶隐式 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 辛

ＲＫ（Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ， ＧＬＳＲＫ）方法的一种显式高效的执行格式，首次给出了

Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 辛 ＲＫ 方法和经典 ＲＫ 方法（ｃｌａｓｓｉｃａｌ ＲＫ， ＣＲＫ）的谱半径和单步相位误差的显式表

达式，并将两者进行了比较．线性多自由度系统和非线性 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系统数值算例表明，对结构动力

学系统而言，辛 ＲＫ 方法远比经典 ＲＫ 方法优越，在运动学特性和长时间数值模拟方面尤为明显．
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引　 　 言

辛性是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的一种典型特性，因此，学者们很自然地寻求具有该特性的数值方

法．有关辛算法的先驱工作归功于 Ｖｏｇｅｌａｅｒｅ［１］，Ｒｕｔｈ［２］ 和冯康［３］ 等．关于辛算法的代表性著作

由 Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ 和 Ｃａｌｖｏ［４］完成．辛算法严格保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛结构，在长时间数值稳定性

方面，辛算法具有独特的优越性．
作为辛算法一种的辛 ＲＫ（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ， ＳＲＫ）方法的系统研究大约起始于 １９８８

年，其完备特性由 Ｌａｓａｇｎｉ［５］采用生成函数法独立发现，有关其代数稳定性则由 Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ［６］和

Ｓｕｒｉｓ［７］基于 Ｂｕｒｒａｇｅ 等［８］和 Ｃｒｏｕｚｅｉｘ［９］经典文献中的思想共同发现．
值得一提的是 Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ［６］的优秀工作．该工作表明所有的 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 方法都是规范

的，或对偶的，并且揭示了线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统能够通过 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 型 ＲＫ 方法进行数值积

分，通过该方法求解时，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的能量和辛结构均能够精确地保持，且存在任意高阶的

ＳＲＫ 方法．对非线性情形，辛结构仍然可能得到保持，但却不保系统的能量．紧随 １９８８ 年之后，
许多文献关注于不同级数和阶数的 ＳＲＫ 方法的构造和阶数条件，但对于其实际应用却较少关

注，对结构动力学尤为如此．主要关于 ＳＲＫ 方法构造的文献可分类如下：其中有 ＳＲＫ 方

法［５⁃７，１０⁃１１］，ＳＰＲＫ（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｅｄ ＲＫ）方法［１２⁃１５］，ＳＲＫＮ（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ⁃Ｎｙｓｔｒöｍ）
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方法［１６⁃２０］，带实数特征值的高效 ＳＲＫ 方法［２１⁃２３］和 ＳＥＦＲＫ（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ⁃ｆｉｔｔｅｄ ＲＫ）方
法［２４⁃２７］等．

ＳＲＫ 方法已成功用于数值求解天体力学［２８⁃２９］、量子力学［３０］、等离子物理［３１］、加速器物力

学和光学［３２］、混沌［３３］等领域的多种问题．但是，除了文献［３４］之外，鲜有文献研究利用 ＳＲＫ 方

法求解结构动力学的问题，这正是激发作者来研究题目所指出的问题的原因所在．

１　 隐式 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 型辛 ＲＫ 方法执行

考虑如下结构动力学方程：
　 　 Ｍｘ ＋ Ｃｘ ＋ Ｋｘ ＝ Ｒ， （１）

其中 Ｍ ＝ ［Ｍｉｊ］ ｎ ´ ｎ，Ｃ ＝ ［Ｃ ｉｊ］ ｎ ´ ｎ，Ｋ ＝ ［Ｋ ｉｊ］ ｎ ´ ｎ 分别为质量、阻尼和刚度矩阵，ｎ 为系统的维数或

自由度数．上标点表示关于时间的导数．ｘ（ ｔ） 和 Ｒ（ ｔ） 分别为位移和载荷列向量．本节中采用隐

式 Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 型 ＳＲＫ（ＧＬＳＲＫ）方法求解非 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１），为达到这一目标，方程（１）
必须转化为一阶格式．令

　 　 ｙ ＝ Ｍｘ， （２）
那么方程（１）可以转换为

　 　
ｘ ＝ Ｍ －１ｙ，
ｙ ＝ Ｒ － ＣＭ －１ｙ － Ｋｘ ．{ （３）

如果 Ｒ ＝ ０ 且 Ｃ ＝ ０， 式（３）即是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则形式．令 ｚＴ ＝ ［ｘＴ ｙＴ］， 那么可以将式（３）重新

写为如下形式：
　 　 ｚ ＝ ｆ（ ｔ，ｚ）， （４）

其中

　 　 ｆ（ ｔ，ｚ） ＝ Ｆ（ ｔ） ＋ Ｄｚ， （５）

　 　 Ｆ ＝
０

Ｒ（ ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｄ ＝

０ Ｍ －１

－ Ｋ － ＣＭ －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （６）

如果阻尼矩阵 Ｃ ＝ ０，Ｄ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵，满足 ＤＴ ＝ ＳＤＳ，Ｓ 是反对称单位辛矩阵．不论方程

（４）是否为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，其单步 ｓ 级含时间的 ＳＲＫ 方法的一般形式如下：

　 　 ｚｋ＋１ ＝ ｚｋ ＋ ｈ∑
ｓ

ｉ ＝ １
ｂｉ ｆ（ ｔｋ ＋ ｃｉｈ，Ｚ ｉ）， （７ａ）

　 　 Ｚ ｉ ＝ ｚｋ ＋ ｈ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ（ ｔｋ ＋ ｃｊｈ，Ｚ ｊ）， （７ｂ）

其中， ｓ 为 ＳＲＫ 方法的级， ａｉｊ 和 ｂｉ 为系数，可以用 Ｂｕｔｃｈｅｒ 表表示如下：

　 　
ｃ Ａ

ｂＴ

􀪋
􀪋􀪋􀪋 或

ｃ１ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｓ

ｃ２ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｓ

︙ ︙ ︙ ︙
ｃｓ ａｓ１ ａｓ２ … ａｓｓ

ｂ１ ｂ２ … ｂｓ

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

，　 　 ｃｉ ＝ ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ， ∑

ｓ

ｉ ＝ １
ｂｉ ＝ １． （８）

由定理和定义可知，如果 ＢＡ ＋ ＡＴＢ － ｂｂＴ ＝ ０， 方程（７） 为辛格式， 其中 Ｂ ＝ ｄｉａｇ［ｂ１， ｂ２，
…， ｂｓ］ ．通常情况下，如果对于 ｊ ≥ ｉ，ａｉｊ ＝ ０，算法（７） 为显式，否则为隐式．当 ｓ ＝ ２ 时，有 ２ｓ 阶
隐式 ＧＬＳＲＫ 格式：

３１郭　 　 静　 　 　 邢　 　 誉　 　 峰



　 　
１ ／ ２ － ３ ／ ６ １ ／ ４ １ ／ ４ － ３ ／ ６

１ ／ ２ ＋ ３ ／ ６ １ ／ ４ ＋ ３ ／ ６ １ ／ ４
１ ／ ２ １ ／ ２

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

． （９）

显然，由 Ｂｕｔｃｈｅｒ 表（９）可知，条件 ＢＡ ＋ ＡＴＢ － ｂｂＴ ＝ ０是满足的．本节中假定 ｓ ＝ ２，但本节方法

可以直接扩展到任意 ｓ 级的 ＳＲＫ 方法．
把式（９）作为系数的 ＧＬＳＲＫ 方法为隐式算法．为了便于把 ＧＬＳＲＫ 方法应用到动力学系统

（１），本节中给出方程（４）的 ＧＬＳＲＫ 方法的直接求解公式，由式（７）的第二个矩阵代数方程可得

　 　
Ｚ１

Ｚ２

é
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ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｈ －１

ｚｋ
ｚｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｈ

ａ１１Ｆ１ ａ１２Ｆ２

ａ２１Ｆ１ ａ２２Ｆ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ， （１０）

　 　 Ｈ ＝ Ｉ２×２ 􀱋 Ｉ２ｎ×２ｎ － ｈＡ 􀱋 Ｄ， （１１）
其中，符号􀱋表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积， Ｉ 为单位矩阵，Ｆ１ ＝ Ｆ （ ｔｋ ＋ ｃ１ｈ），Ｆ２ ＝ Ｆ （ ｔｋ ＋ ｃ２ｈ）， 由式（７）
的第一个矩阵代数方程可得隐式 ＧＬＳＲＫ 方法的递推关系如下：

　 　 ｚｋ＋１ ＝ ｚｋ ＋ ｈｂＴ 􀱋 ＤＨ －１ １
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 􀱋 ｚｋ ＋

　 　 　 　 ｈ（ｂ１Ｆ１ ＋ ｂ２Ｆ２） ＋ ｈ２ｂＴ 􀱋 Ｄ Ｈ －１
ａ１１Ｆ１ ＋ ａ１２Ｆ２

ａ２１Ｆ１ ＋ ａ２２Ｆ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷{ } ， （１２）

其中 ∂ｚｋ＋１ ／ ∂ｚｋ 为辛矩阵，如果 Ｃ ＝ ０，不论外载荷 Ｒ（ ｔ） 为何种形式，均满足

　 　 （∂ｚｋ＋１ ／ ∂ｚｋ） ＴＳ·（∂ｚｋ＋１ ／ ∂ｚｋ） ＝ Ｓ ．
式（１２）为隐式 ＧＬＳＲＫ 方法的精确显式形式，且便于应用．对于非线性系统，可以从非线性方程

（７ｂ）中求得 Ｚ ｉ，然后将求得的 Ｚ ｉ 带入方程（７ａ），最终求得 ｚｋ＋１ ．

２　 ＲＫ 方法的谱半径和相位误差

当研究一个递推解法的效率时，必须考虑其稳定性和精度［３５⁃３６］ ．这里采用谱方法来检验

ＧＬＳＲＫ 方法和 ＣＲＫ（ｃｌａｓｓｉｃａｌ ＲＫ）方法的稳定性和精度．这里 ＣＲＫ 方法指的是显式 ４ 级 ４ 阶

ＣＲＫ 方法，其含时间的格式如下：

　 　
ｚｋ＋１ ＝ ｚｋ ＋ ｈ∑

４

ｉ ＝ １
ｂｉ ｆ（ ｔｋ ＋ ｃｉｈ，Ｚ ｉ），

Ｚ ｉ ＝ ｚｋ ＋ ｈ∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ（ ｔｋ ＋ ｃｊｈ，Ｚ ｊ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

其中系数矩阵为

　 　 ｃ ＝ １
２

０
１
１
２
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û
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ú
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， ｂ ＝ １
６

１
２
２
１
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ë
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ê
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ê

ù

û
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ú
ú

， Ａ ＝ １
２

０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

该格式的系数亦满足如下关系：

　 　 ｃｉ ＝ ∑
４

ｊ ＝ １
ａｉｊ， ∑

４

ｉ ＝ １
ｂｉ ＝ １， （１４）

但其不满足条件 ＢＡ ＋ ＡＴＢ － ｂｂＴ ＝ ０．
在稳定性分析时，为方便起见，研究如下单自由度系统：

４１ 结构动力学方程的辛 ＲＫ 方法



　 　 ｘ ＋ ω ２ｘ ＝ ０． （１５）
对式（１５）应用 ＧＬＳＲＫ 和 ＣＲＫ 方法，有如下递推关系：

　 　
ｘｋ＋１

ｙｋ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ＪＧＬＳＲＫ

ｘｋ

ｙｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１６）

　 　
ｘｋ＋１

ｙｋ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ＪＣＲＫ

ｘｋ

ｙｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１７）

两个 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵有如下形式：

　 　 ＪＧＬＳＲＫ ＝ １
τ ４ ＋ １２τ ２ ＋ １４４

τ ４ － ６０τ ２ ＋ １４４ １２ｈ（１２ － τ ２）
－ １２τω（１２ － τ ２） τ ４ － ６０τ ２ ＋ １４４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１８）

　 　 ＪＣＲＫ ＝ １
２４

τ ４ － １２τ ２ ＋ ２４ ４ｈ（６ － τ ２）
－ ４τω（６ － τ ２） τ ４ － １２τ ２ ＋ ２４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１９）

其中， τ ＝ ωｈ 指的是一个时间步内简谐振动的解析相位角．Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｊ 的特征值可写为

　 　 λ １，２ ＝ ａ ± ｂｉ ＝ ａ２ ＋ ｂ２ （ｃｏｓ θ ± ｉｓｉｎ θ）， （２０）

其中，ｉ ＝ －１ ， ｂ ≠ ０，θ 为 ＲＫ 方法的单步相位角，其定义为

　 　 θ ＝ ａｒｃｔａｎ（ｂ ／ ａ）， （２１）
其中， ａ 和 ｂ 为

　 　 ａＧＬＳＲＫ ＝ τ ４ － ６０τ ２ ＋ １４４
τ ４ ＋ １２τ ２ ＋ １４４

， ｂＧＬＳＲＫ ＝ １２τ（１２ － τ ２）
τ ４ ＋ １２τ ２ ＋ １４４

， （２２）

　 　 ａＣＲＫ ＝ τ ４ － １２τ ２ ＋ ２４
２４

， ｂＣＲＫ ＝ τ（６ － τ ２）
６

； （２３）

谱半径为

　 　 ρＧＬＳＲＫ ＝ ｍａｘ
ｉ

λ ｉ ＝ １， （２４）

　 　 ρＣＲＫ ＝ ｍａｘ
ｉ

λ ｉ ＝ １ ＋ τ ６（τ ２ － ８）
５７６

． （２５）

（ａ） 谱半径 （ｂ） 相位误差

（ａ） Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｒａｄｉｉ （ｂ） Ｐｈａｓｅ ｅｒｒｏｒｓ
图 １　 ＧＬＳＲＫ 方法和 ＣＲＫ 方法的谱半径和单步相位误差

Ｆｉｇ．１　 Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｒａｄｉｉ ａｎｄ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｔｅｐ ｐｈａｓｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＧＬＳＲＫ ａｎｄ ＣＲＫ ｍｅｔｈｏｄｓ

这表明对于任意 ωｈ，谱半径 ρＧＬＳＲＫ ＝ １， 意即 ＧＬＳＲＫ 方法是绝对稳定的； ρＣＲＫ 小于、大于

或等于 １，意即广泛采用的 ４ 级 ４ 阶 ＣＲＫ 方法为条件稳定，且其稳定区间为
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　 　 ωｈ ≤ ２ ２ ．
单步相位误差，作为直接积分方法数值弥散的一个量度，为 Δθ ＝ τ － θ， 对本节中两种 ＲＫ

方法，分别为

　 　 ΔθＧＬＳＲＫ ＝ τ － ａｒｃｔａｎ １２τ（１２ － τ ２）
τ ４ － ６０τ ２ ＋ １４４

， （２６）

　 　 ΔθＣＲＫ ＝ τ － ａｒｃｔａｎ ４τ（６ － τ ２）
τ ４ － １２τ ２ ＋ ２４

． （２７）

图 １ 给出了两种类型 ＲＫ 方法谱半径和相位误差的数值比较，从图中可以看出，尽管

ＧＬＳＲＫ 方法和 ＣＲＫ 方法的阶数相同，但是当 ωｈ ＞ ０．５ 时，不论对幅值还是相位，ＧＬＳＲＫ 方法

明显比 ＣＲＫ 方法更精确．

３　 数　 值　 算　 例

本节旨在通过将 ＧＬＳＲＫ 方法和 ＣＲＫ 方法的数值结果与精确解进行比较，验证这两种 ＲＫ
方法的数值耗散和数值弥散性质．本部分分析明确地揭示了两种 ＲＫ 方法的一些数值性质．

算例 １　 考虑一固支⁃自由均匀杆，如图 ２ 所示．其物理性质为：弹性模量 Ｅ ＝ １．２５ × １０１１

Ｐａ，密度 ρ ＝ ８ ９８０ ｋｇ ／ ｍ３，直径 ｄ ＝ ０．１ ｍ，长度 ｌ ＝ １ ｍ ．将杆离散为 Ｎ ＝ １０个均匀线性单元，并
采用模态叠加法得到该离散系统的精确解． 计算采用的时间步长为 Ｔｍｉｎ ／ １０， 其中 Ｔｍｉｎ ＝
２π ／ ω １０，为该离散系统的最小周期，ω １０ 为该离散系统的最高阶频率．

图 ２　 杆的草图及结点号

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ａ ｒｏｄ ａｎｄ ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

情况 １　 考虑该离散杆系统的自由振动，初始条件为：杆自由端的初始位移和初始速度分

别为 ０ 和 １ ｍ ／ ｓ，其余各结点的初始位移和初始速度均为 ０．
图 ３ 给出了该离散杆系统自由振动时，杆自由端的位移和总机械能曲线，从图中可以看

出，正如 Ｓａｎｚ⁃Ｓｅｒｎａ［６］指出的那样，ＧＬＳＲＫ 方法精确保持系统的机械能，然而，ＣＲＫ 方法是耗

散算法，经过一段时间之后，系统的能量将被耗尽，且系统的响应将趋近于 ０．冯康［３］ 等阐明了

ＣＲＫ 方法存在所谓的人工阻尼的物理机理．
情况 ２　 为了进一步研究两种 ＲＫ 方法的性质，考虑杆自由端受一简谐激励 １００ｓｉｎ ５０ ０００ ｔ，

所有结点的初始位移和初始速度均为 ０．图 ４ 给出了该离散杆系统受简谐激励时，杆自由端的

位移和总机械能曲线，从图中可以看出，在这种情况下，无论在能量性质还是相位跟随性上，
ＧＬＳＲＫ 方法的精度也远远高于 ＣＲＫ 方法．值得注意的是，利用直接积分方法求得的系统的稳

态解中并不存在相位误差的累积［３４］，但是在本算例情况下，由简谐外载荷引起的动态响应不

仅包含稳态振动，而且包含伴随自由振动，因此尤其对于 ＣＲＫ 方法来讲，其相位误差累积尤为

明显．
算例 ２　 为了进一步研究两种 ＲＫ 方法应用到非线性系统时的算法性质，考虑如下 Ｒａｙ⁃

ｌｅｉｇｈ 方程：
　 　 ｘ ＋ εｘ（ｘ２ － １） ＋ ω ２

０ｘ ＝ ０． （２８）
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（ａ） 杆自由端位移 （ｂ） 总机械能

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ （ｂ） Ｔｏｔａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ
图 ３　 杆自由端位移和总机械能

Ｆｉｇ．３　 Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ

（ａ） 杆自由端位移 （ｂ） 总机械能

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ （ｂ） Ｔｏｔａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ
图 ４　 受简谐激励杆自由端位移和总机械能

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｄ

（ａ） ε ＝ ０．１， ｈ ＝ Ｔ ／ ２０ （ｂ） ε ＝ １， ｈ ＝ Ｔ ／ ２０
图 ５　 不同参数时系统的位移

Ｆｉｇ．５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

假定 ω ０ ＝ １，ｘ（０） ＝ １，且 ｘ（０） ＝ ０，Ｔ ＝ ２π ／ ω ０ ＝ ２π 是派生系统的周期．下面针对一些给定

的摄动参数 ε 的取值研究了算法的动力学特性．众所周知，自激系统（２８）的相图是一个极限
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环，其与初始条件无关且对应一个周期振动．通常情况下，其正确的轨道能够通过直接积分方

法采用足够小的时间步长 ｈ 得到．图 ５ 和图 ６ 给出了弱非线性和强非线性情况下，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系

统的位移响应曲线，针对强非线性情况，图 ６ 同时给出了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系统的速度响应曲线及其相

图．从图 ５ 可以看出，若采用相同时间步长 ｈ， ＣＲＫ 方法的相位误差随着摄动参数 ε 的增大而

增大．当 ε ＝ １０（代表强非线性系统） 时，尽管采用了很小的时间步长 ｈ ＝ Ｔ ／ ６０， 利用 ＣＲＫ 方法

仍不能求得该系统的正确轨道（参见图 ６），但是通过 ＧＬＳＲＫ 方法却可求得正确解．如果要利

用 ＣＲＫ 方法求得系统正确的相图，必须采用比 ｈ ＝ Ｔ ／ ６０ 更小的时间步长．

（ａ） 位移 （ｂ） 速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ

（ｃ） 相图

（ｃ） Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ
图 ６　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系统的振动 （ε ＝ １０， ｈ ＝ Ｔ ／ ６０）

Ｆｉｇ．６　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｓｙｓｔｅｍ， ε ＝ １０， ｈ ＝ Ｔ ／ ６０

４　 结　 　 论

本文给出了 ｓ 级 ２ｓ 阶隐式 ＧＬＳＲＫ 方法的一种显式高效的执行格式，并采用 ２ 级 ４ 阶

ＧＬＳＲＫ 方法求解了有阻尼和外载荷的多自由度结构线性和非线性动力学系统．此外，给出了

ＧＬＳＲＫ 方法和 ＣＲＫ 方法的谱半径和单步相位误差的显式表达式，并将两者进行了比较．
本文采用的研究方法能够容易地扩展到各种其他类型的 ＳＲＫ 方法．线性多自由度系统和

非线性 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 系统的数值算例表明，对结构动力学系统而言，ＳＲＫ 方法远比 ＣＲＫ 方法优越，
在运动学特性和长时间数值模拟方面尤为明显．
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