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摘要：　 荷载影响结构的振动特性，引起抗振性能的变化．借助声子晶体理论，研究弹性地基梁的带

隙特性，建立了轴向力作用时 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上声子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁弯曲振动模型，采用改进的传递矩

阵法，计算出梁的能带结构，判断出能带结构的变化趋势．研究表明，轴力改变能带结构，带隙范围

发生变化．拉力提升带隙，但地基带隙保持不变；压力降低带隙频率，地基带隙随着压力的增加而减

小．同时，进行 Ｅｕｌｅｒ 模型的数值模拟，仿真的结果与理论值基本吻合．通过轴力可以调节带隙的频

率范围，达到抗振、减振的效果．
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引　 　 言

荷载作用会引起结构稳定性、抗振性能的变化．实际工程中的荷载的形式多种多样，轴向

荷载作为常见的荷载形式之一，具有重要的研究价值．例如：埋设于地下的输水管道、输水渠，
由于存在较大的轴向拉力，其横向振动特性产生变化，受到影响．目前轴向荷载引起结构振动

特性变化的主要研究有：Ｂａｎｅｒｊｅｅ［１］讨论了轴向载荷对复合材料梁弯扭耦合振动特性的影响；
郁殿龙等［２⁃３］分析了轴向载荷变化对周期结构梁的弯曲振动带隙特性的影响，以及基于带隙理

论的管路系统振动特性的研究［４⁃５］ ．当弹性波在周期性弹性复合介质中传播时，受周期结构的

作用，形成带隙［６⁃７］ ．带隙频率范围的弹性波传播被抑制，而其他频率范围（通带）的弹性波将在

色散关系的作用下无损耗地传播［８］ ．
本文运用声子晶体［９］理论研究弹性地基梁的弯曲振动特性，主要研究外力作用下的声子

晶体带隙的变化，分析外力作用下的带隙的变化规律．建立 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基［１０］ 上轴向力作用，声
子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁的弯曲振动模型，采用改进的传递矩阵法［１１⁃１２］ 计算出无限周期长梁的能带结

构，描述出结构的带隙范围；并进行有限长度梁传输特性的数值模拟，将传输特性的带隙范围
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结果与能带结构的带隙范围进行比较．利用带隙特性抑制梁的弯曲振动，给出地基梁在动态荷

载作用下的振动变化趋势，可以为弹性地基梁的减振设计提供一种全新的技术参考．

１　 声子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁弯曲振动模型的建立

如图 １ 所示，声子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁的弯曲振动模型，将梁的各截面的形心连成的直线取作 ｘ
轴，与 ｘ轴垂直的方向取作 ｙ 轴；材料 Ａ 与材料 Ｂ 周期性交替排列，长度分别为 ｌＡ 以及 ｌＢ，单个

周期的长度为 ａ ＝ ｌＡ ＋ ｌＢ ．

图 １　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上 Ｅｕｌｅｒ 梁弯曲振动模型

Ｆｉｇ．１　 Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

１．１　 无限周期 Ｅｕｌｅｒ 梁的弯曲振动方程

根据文献［１３］，取图 １ 所示的模型中长度为 ｄｘ 的梁微段（见图 ２）进行受力分析．

图 ２　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上等截面 Ｅｕｌｅｒ 梁的微段

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｍｉｃｒｏ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

通过竖向力平衡以及力矩平衡条件可以得到轴力和 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基同时作用时，变截面、非
均质 Ｅｕｌｅｒ 梁的弯曲振动方程：
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　 　 　 　 Ｐ（ｘ，ｔ） － Ｋｙ（ｘ，ｔ）， （１）
式中， ρ 为密度，Ｅ 为弹性模量，Ａ 为梁的横截面面积，Ｉ 为截面二次矩，ｙ（ｘ，ｔ） 为梁的横向位移．

对于长度范围为 ｎａ ≤ ｘ ≤ ｎａ ＋ ｌＡ（ｎ ＝ ０，１，２，…） 时，此时视为材料 Ａ 的等截面均质梁，
弯曲振动方程（１）可以简化成
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对于长度范围为 ｎａ ＋ ｌＡ ＜ ｘ≤（ｎ ＋ １）ａ （ｎ ＝ ０，１，２，…） 时，视为材料 Ｂ 的等截面均质梁，
且横截面尺寸不变，其弯曲振动方程与材料 Ａ 的形式一致，只需将描述材料 Ａ 的参数换成表

示材料 Ｂ 的参数．
１．２　 弯曲振动方程的求解

式（２）求解时，按图 １ 建立模型，不考虑其它竖向的外力，只考虑梁在 ｙ坐标轴方向上受到

的地基作用．因此，式（２） 中Ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ０．采用分离变量法［１４］，设位移 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ｙ（ｘ）ｅｉωｔ，ω为振动

圆频率，ｙ（ｘ，ｔ） 为位移振幅．根据式（２），位移振幅 ｙ（ｘ，ｔ） 满足微分方程：
　 　 ＥＩｙ（ｘ） （４） － Ｎｙ（ｘ） ″ ＋ （Ｋ － ω２ｍ）ｙ（ｘ） ＝ ０． （３）

该方程是四阶常系数微分方程．该方程对应的特征方程为

　 　 ＥＩｒ４ － Ｎｒ２ ＋ （Ｋ － ω２ｍ） ＝ ０． （４）
其通解的形式需要根据系数的正负以及方程 Δ ＝ Ｎ２ － ４ＥＩ·（Ｋ － ω２ｍ） 的正负进行确定．其通

解的形式可表示为

　 　 ｙ（ｘ） ＝ Ｃ１ｓｈ ξｘ ＋ Ｃ２ｃｈ ξｘ ＋ Ｃ３ｃｏｓ（ηｘ） ＋ Ｃ４ｓｉｎ（ηｘ）， （５）
式中， Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４ 为 ４ 个任意常数．
１．３　 能带结构计算

改进的传递矩阵法［１２］进行能带结构的计算时，与传统的传递矩阵法不同，用截面的初始

参数值构造出传递矩阵．用梁截面 ｘ ＝ ０处的４个初始参数（ｙ０，θ０，Ｍ０，Ｑ０） 来表示４个积分常数

（Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４）， 并将表示两者的相互关系矩阵称为传递矩阵．式（２）及式（５）中描述的是材

料 Ａ 的振动方程及方程通解，故用 ＵＡ 表示．
假设梁的 ｘ 处的状态变量：
　 　 Ｚ（ｘ） ＝ （ｙ　 θ 　 Ｍ　 Ｑ） Ｔ ． （６）
梁的弯曲振动方程可以得到位移函数 ｙ（ｘ）， 再由 Ｅｕｌｅｒ 梁的转角 θ ＝ ｙ′（ｘ）， 弯矩 Ｍ ＝

－ ＥＩｙ″（ｘ） 以及剪力 Ｑ ＝－ ＥＩｙ‴（ｘ） 可以得出状态函数 Ｚ（ｘ）：
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式中， ｕｉｊ 表示位移 ｙ（ｘ），转角 θ ＝ ｙ′（ｘ），弯矩Ｍ ＝－ ＥＩｙ″（ｘ） 以及剪力Ｑ ＝－ ＥＩｙ‴（ｘ） 表达式积

分常数 Ｃ ｉ 前的系数．
当 ｘ ＝ ０ 时
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式中， ａｉｊ 表示位移 ｙ（０），转角 θ ＝ ｙ′（０），弯矩 Ｍ ＝－ ＥＩｙ″（０） 以及剪力 Ｑ ＝－ ＥＩｙ‴（０） 表达式

中任意常数 Ｃ ｉ 前的系数．
由式（７）和式（８）可得
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　 　 Ｚ（ｘ） ＝

ｕ１１ ｕ１２ ｕ１３ ｕ１４

ｕ２１ ｕ２２ ｕ２３ ｕ２４

ｕ３１ ｕ３２ ｕ３３ ｕ３４

ｕ４１ ｕ４２ ｕ４３ ｕ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

·

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４

ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

－１ ｙ０

θ ０

Ｍ０

Ｑ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ ＵＡ

ｙ０

θ ０

Ｍ０

Ｑ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （９）

式中， ＵＡ 为传递矩阵．
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同理可以得到材料 Ｂ 的传递矩阵 ＵＢ ．
构造出每种材料的传递矩阵，考虑整体， ｘ ＝ （ｎ ＋ １）ａ 时，由传递矩阵法［１５］可知

　 　 Ｚ［（ｎ ＋ １）ａ］ ＝ ＵＢＵＡＺ（ｎａ） ＝ ＵＺ（ｎａ） ． （１１）
由 Ｂｌｏｃｈ 定理

　 　 Ｚ［（ｎ ＋ １）ａ］ ＝ ｅｉｋａＺ（ｎａ） ． （１２）
由式（１１）及（１２）可得

　 　 （Ｕ － ｅｉｋａＩ）Ｚ（ｎａ） ＝ ０， （１３）
式（１３）有非零解的充要条件是方程组系数行列式为 ０，既矩阵特征值问题

　 　 Ｕ － ｅｉｋａＩ ＝ ０． （１４）
通过求解特征值问题，对于给定的圆频率 ω，可以由式（１４） 解出波矢 ｋ，进而求解出无限

周期梁的能带结构图．实际工程中用的频率 ｆ ＝ ω ／ ２π，本文后面计算的结果均采用频率 ｆ ．
１．４　 带隙计算结果

计算模型以铝和环氧树脂这两种材料为例．模型所采用的材料属性以及截面属性如表 １
所示．

表 １　 模型材料和截面属性

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ＆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ｍａｔｅｒｉａｌ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ

Ｅ ／ Ｐａ
Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ

ν

ｄｅｎｓｉｔｙ

ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３）

ｓｅｃｔｉｏｎ ｗｉｄｔｈ
ｂ ／ ｍ

ｓｅｃｔｉｏｎ ｈｅｉｇｈｔ
ｈ ／ ｍ

ｌｅｎｇｔｈ
ｌ ／ ｍ

ａｌｕｍｉｎｕｍ ７．７５６×１０１０ ０．３５２ ２ ７３０ ０．０１ ０．０１ ０．０７５

ｅｐｏｘｙ ０．４３５×１０１０ ０．３６８ １ １８０ ０．０１ ０．０１ ０．０７５

　 　 １） 轴向拉力对弹性地基梁的影响

采用的Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基的基床系数保持不变， Ｋ ＝ ２．５ × １０７ Ｎ ／ ｍ２， 轴力的取值分别为 ０， ５００ Ｎ，
１ ０００ Ｎ， １ ５００ Ｎ， １ ８８８ Ｎ ．计算结果图 ３ 所示．

在 ０～２ ０００ Ｈｚ 这个范围内出现了 ２ 个带隙，在 ０～１８０ Ｈｚ 这个范围，因 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基的作用

出现带隙，而且带隙的起始截止值，不随轴力的增加发生变化，称为地基带隙．在 ４００～７００ Ｈｚ 这

个频率范围出现的第一带隙，带隙的起始值、截止值随着轴力的增加而增大，但是带隙范围大

小在缩小，在轴力为 Ｎ ＝ ５００ Ｎ 时，第一带隙的频率范围为 １４０．７ Ｈｚ，当轴力 Ｎ ＝ １ ８８８ Ｎ 时，第
二带隙的频率范围为 ９８．３ Ｈｚ ．总体上，地基带隙不发生变化，能带曲线随轴向力增大变得越来

越“陡峭”．
２） 轴向压力对弹性地基梁的影响
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Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基的基床系数 Ｋ ＝ ２．５ × １０７ Ｎ ／ ｍ２，轴力的取值分别为 ０， －５００ Ｎ， －１ ０００ Ｎ，
－１ ５００ Ｎ， －１ ８８８ Ｎ ．计算结果图 ４ 所示．

（ａ） 第一能带曲线 （ｂ） 第二能带曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｃｕｒｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ ｃｕｒｖｅ
图 ３　 轴向拉力与地基作用时 Ｅｕｌｅｒ 梁的能带曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

（ａ） 第一能带曲线 （ｂ） 第二能带曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｃｕｒｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ ｃｕｒｖｅ
图 ４　 轴向压力与地基作用时 Ｅｕｌｅｒ 梁的能带曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

在 ０～２ ０００ Ｈｚ 这个范围内出现了 ２ 个带隙．０～１８０ Ｈｚ 这个范围内出现的地基带隙，其带

隙频率的截止值，随轴力的增加而减小，与拉力和 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基共同作用时不随轴力增加发生

变化，截然不同．在 ４００～７００ Ｈｚ 这个频率范围出现的带隙，起始值、截止值随着压力的增加而

减小，但是带隙范围增大，幅度很明显，在轴力为 Ｎ ＝－ ５００ Ｎ 时，频率范围为 １８３．３ Ｈｚ，当轴力

Ｎ ＝－ １ ８８８ Ｎ 时，频率范围为 ２９０．９ Ｈｚ ．总体上，能带曲线随着轴力的增加向低频移动，地基带

隙范围减小，能带结构图出现变化，即（０，０）点不是曲线极小值点．这是因为不考虑地基荷载，
只有轴向压力作用时，压力降低 Ｅｕｌｅｒ 梁的刚度，带隙频率降低［２］，其能带曲线向低频移动，带
隙的起始值发生变化，不再是（０，０）点．

２　 有限周期声子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁的带隙分布

有限周期的声子晶体 Ｅｕｌｅｒ 梁采用有限元进行模拟计算，图 ５ 是仿真计算示意图．采用梁

单元结构，单元性质定义为 Ｅｕｌｅｒ 梁单元，采用预应力作用下的线性摄动响应分析，通过频率

３３基于声子晶体理论的弹性地基梁的振动特性研究



响应函数来表示 Ｅｕｌｅｒ 梁的振动状态［１６⁃１７］ ．
频率响应函数为 Ｈ ＝ ２０ｌｇ（ ｜ Ｖｏｕｔ ／ Ｖｉｎ ｜ ）（Ｖｏｕｔ 为输出量，Ｖｉｎ 为输入量），文中采用的激励为竖

向位移，当频率响应函数值为 ０ 时，表示振动的输出量与输入量相同；当频率响应函数值为负

数时，输出量比输入量小，振动发生衰减；当频率响应函数值为正数时，输出量比输入量大，振
动发生加强．振动衰减区域对应的频率范围就是带隙的范围［１８］ ．

图 ５　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基上 Ｅｕｌｅｒ 梁振动传输特性仿真示意图

Ｆｉｇ．５　 Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｏｎ Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

２．１　 轴向拉力弹性地基梁传输特性的影响

考虑轴向拉力对弹性地基梁传输特性的影响，轴向拉力的取值分别为 ０， ５００ Ｎ， １ ０００ Ｎ，
１ ５００ Ｎ， １ ８８８ Ｎ ．这里采用 ２０ 个周期时有限长度 Ｅｕｌｅｒ 梁的结构进行分析计算，结果如图 ６
和表 ２、３ 所示．

（ａ） Ｎ ＝ ５００ Ｎ （ｂ） Ｎ ＝ １ ０００ Ｎ

（ｃ） Ｎ ＝ １ ５００ Ｎ （ｄ） Ｎ ＝ １ ８８８ Ｎ
图 ６　 不同拉力作用时 Ｅｕｌｅｒ 梁的传输特性图

Ｆｉｇ．６　 Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｆｏｒｃｅｓ
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表 ２　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基、轴力共同作用梁的振动衰减区域、带隙范围

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄａｍｐｉｎｇ ａｒｅａ ＆ ｂａｎｄ ｇａｐ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｆｏｒｃｅｓ

ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ
Ｎ ／ Ｎ

ｂａｎｄ ｇａｐ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆ ／ Ｈｚ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ

ｂａｎｄ ｇａｐ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆ ／ Ｈｚ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ

０ ０～１８０．１ ４３４．１～５９６．７ １ ７４４．２～３ ０２３．６ ０～１８０．０ ４４０．０～６０１．０ １ ７５２．５～３ ０２３．３

５００ ０～１８０．７ ４７６．８～６２６．１ １ ７８５．９～３ ０５６．１ ０～１８０．０ ４８３．７～６２４．４ １ ７９２．６～３ ０５３．７

１ ０００ ０～１８０．３ ５１５．９～６５１．５ １ ８２５．３～３ ０９０．３ ０～１８０．０ ５２２．８～６４６．６ １ ８３２．４～３ ０８３．３

１ ５００ ０～１８０．５ ５５２．６～６７４．１ １ ８６５．９～３ １１１．１ ０～１８０．０ ５５９．４～６６８．３ １ ８７１．２～３ １１２．６

１ ８８８ ０～１８０．７ ５７９．５～６９１．９ １ ８９４．８～３ １３３．１ ０～１８０．０ ５８６．２～６８４．５ １ ９００．５～３ １３４．９

　 　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基的基床系数 Ｋ ＝ ２．５ × １０７ Ｎ ／ ｍ２ ．轴向拉力的作用效果使得带隙、振动衰减区

域都有向高频移动的趋势，带隙范围受压缩．在 ０～１８０ Ｈｚ 这个范围内的衰减区域，振动衰减区

域的大小不随轴力的增加变化，但振动衰减幅值随轴力增加而增大．
表 ３　 误差分析

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ

ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ
Ｎ ／ Ｎ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε１ ／ （％）

ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε２ ／ （％）

ｓｔａｒｔｉｎｇ ｖａｌｕｅ ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε３ ／ （％）

ｓｔａｒｔｉｎｇ ｖａｌｕｅ ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

０ ０．０ ０．０ １．３ ０．７ １．０ ０．５ ０．０ ０．７

５００ ０．４ ０．４ １．４ ０．３ ６．１ ６．７ ２．４ ０．７

１ ０００ ０．２ ０．２ １．３ ０．７ ９．５ ０．４ ０．２ １．１

１ ５００ ０．３ ０．３ １．２ ０．９ １１．５ ０．８ ０．０ １．０

１ ８８８ ０．４ ０．４ １．１ １．１ １４．２ ０．３ ０．０ ０．３

　 　 表 ２ 及表 ３ 中，地基带隙基本一致．第一、第二带隙的起始频率相差的较大，差别在 １６ Ｈｚ
左右．第一带隙的频率范围误差在 １５％以内，随着轴力的增加而增大．第二带隙的宽度较大，频
率范围误差相对较小．总体上，有限周期与无限周期的带隙范围相接近，有限周期的带隙范围

偏大．
２．２　 轴向压力弹性地基梁传输特性的影响

轴向压力的取值分别为 ０，－５００ Ｎ，－１０００ Ｎ，－１５００ Ｎ，－１８８８ Ｎ ．采用 ２０ 个周期时有限长

度 Ｅｕｌｅｒ 梁的结构进行分析计算结果如图 ７ 及表 ４、５ 所示．

（ａ） Ｎ ＝ － ５００ Ｎ （ｂ） Ｎ ＝ － １ ０００ Ｎ
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（ｃ） Ｎ ＝ － １ ５００ Ｎ （ｄ） Ｎ ＝ － １ ８８８ Ｎ
图 ７　 不同压力作用时 Ｅｕｌｅｒ 梁的传输特性图

Ｆｉｇ．７　 Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｃｅｓ

表 ４　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基、压力共同作用梁的振动衰减区域、带隙范围

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄａｍｐｉｎｇ ａｒｅａ ＆ ｂａｎｄ ｇａｐ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｆｏｒｃｅｓ

ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ
Ｎ ／ Ｎ

ｂａｎｄ ｇａｐ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆ ／ Ｈｚ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ

ｂａｎｄ ｇａｐ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆ ／ Ｈｚ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ

０ ０～１８０．１ ４３４．１～５９６．７ １ ７４４．２～３ ０２３．６ ０～１８０．０ ４４０．０～６０１．０ １ ７５２．５～３ ０２３．３

－５００ ０～１７７．６ ３８６．６～５６２．５ １ ７０１．５～２ ９９２．２ ０～１７７．８ ３９３．３～５７６．６ １ ７１０．４～２ ９９３．２

－１ ０００ ０～１６８．５ ３３１．６～５５９．３ １ ６５８．０～２ ９６０．５ ０～１６７．９ ３３９．２～５５０．８ １ ６６７．８～２ ９６２．４

－１ ５００ ０～１４８．１ ２６７．２～５３３．１ １ ６１３．２～２ ９１５．１ ０～１４７．２ ２７４．５～５２４．１ １ ６２３．９～２ ９３１．２

－１ ８８８ ０～１１８．８ ２０３．４～５１１．９ １ ５７７．４～２ ８９２．５ ０～１１７．９ ２１１．２～５０２．１ １ ５８８．８～２ ９０６．３

　 　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基的基床系数 Ｋ ＝ ２．５ × １０７ Ｎ ／ ｍ２ ．轴向压力降低梁的刚度，带隙频率降低，向低

频移动，带隙宽度略有增加．在 ０～１８０ Ｈｚ 这个范围内的衰减区域，随轴力的增加而减小，且振

动衰减幅值随着轴向压力的增加而减小，与轴向拉力作用时截然不同．
表 ５　 误差分析

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ

ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ
Ｎ ／ Ｎ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε１ ／ （％）

ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

ｆｉｒｓｔ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε２ ／ （％）

ｓｔａｒｔｉｎｇ ｖａｌｕｅ ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

ｓｅｃｏｎｄ ｂａｎｄ ｇａｐ ｅｒｒｏｒ
ε３ ／ （％）

ｓｔａｒｔｉｎｇ ｖａｌｕｅ ｃｕｔ⁃ｏｆｆ ｖａｌｕｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｗｉｄｔｈ

０ ０．０ ０．０ １．３ ０．７ １．０ ０．５ ０．０ ０．７

－５００ １．７ １．７ １．７ ２．４ ４．０ ０．５ ０．０ ０．６

－１ ０００ ０．２ ０．２ ２．２ １．５ ７．６ ０．６ ０．０ ０．６

－１ ５００ ０．３ ０．３ ２．６ １．７ ６．５ ０．６ ０．５ ０．４

－１ ８８８ ０．４ ０．４ ３．６ １．９ ３．７ １．９ ６．０ ０．７

　 　 表 ４ 及表 ５ 中，地基带隙基本一致．第一、第二带隙的起始频率相差在 １０ Ｈｚ 左右．随着轴

力的增加，带隙的范围略有增加，带隙的误差范围在 ９％以内，表明，周期数为 ２０ 时，其传输特

性的带隙范围与无限周期的结果基本吻合．

３　 结　 　 论

本文运用改进的传递矩阵法讨论了轴力作用时弹性地基梁的弯曲振动特性．研究表明：轴
向拉力作用时，地基带隙不发生变化，拉力增加，带隙有向高频移动的趋势，低频内的带隙范围
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压缩；轴向压力作用时，地基带隙随轴力的增加而减小，能带结构图发生变化，极值点不出现在

（０，０）点，可以通过调节压力的大小，实现 ０ ～ １５０ Ｈｚ 低频范围内的带隙控制．同时，通过数值

模拟发现，当周期数为 ２０ 时，其结果与无限周期的带隙结果基本吻合．
通过改变轴向载荷作用改变了弹性地基梁的带隙分布以及传输特性，为弹性地基梁的抗

振性提供一定的指导，在实际工程中，可以根据实际情况进行带隙分布的调节，以能更好地达

到减振隔振的效果．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｘｉａｌ ｌｏａｄｓ ｉｍｐｏｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ ｃａｕｓｅ ｔｈｅ
ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅｏｒｙ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎｉｃ
ｃｒｙｓｔａｌｓ （ＰＣｓ） ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｂａｎｄ ｇａｐｓ ｏｆ ａｎ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ． Ａ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ＰＣｓ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，
ｗｈｉｃｈ ｗａｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ Ｗｉｎｋｌｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｍａｔｒｉｘ
（ＭＴＭ） ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｔｅｎｄｅｎｃｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｅｒｅ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ａｘｉａｌ
ｌｏａｄｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｔｈｅ ｂａｎｄ ｇａｐｓ ａｎｄ ｂａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｎｇｅｓ． Ａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄｓ ｅｌｅｖａｔｅ ｔｈｅ ｂａｎｄ
ｇａｐ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ， ｂｕｔ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｂａｎｄ ｇａｐｓ ｒｅｍａｉｎ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ； ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｌｏａｄｓ ｌｏｗｅｒ ｔｈｅ
ｂａｎｄ ｇａｐ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｂａｎｄ ｇａｐ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｄｒｏｐ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍ⁃
ｐｒｅｓｓｉｖｅ ｌｏａｄｓ ｉｎｃｒｅａｓｅ． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｅｒｅ ｍａｔｃｈｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｏｎｅｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ａｄｊｕｓｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ
ｌｏａｄｓ， ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｎｇｅｓ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ａｃｈｉｅｖｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌ； ｂｅａｍ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ； ｂａｎｄ ｇａｐ

８３ 陈　 启　 勇　 　 　 胡　 少　 伟　 　 　 张　 子　 明


