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摘要：　 建立了一类带有滚轮装置的准零刚度隔振系统的分段非线性动力学模型，利用平均法对

系统在基础激励下的动力学特性进行了理论分析，得到了系统主共振响应的一次近似解析解．利用

数值方法对动力学方程求解，验证了平均法求解此类分段非线性动力学问题的有效性．进一步，讨
论了激励幅值、阻尼对系统响应的影响，利用位移传递率评估了隔振系统的隔振性能．结果表明，激
励幅值和阻尼对系统响应具有显著影响：激励幅值较小时，该准零刚度隔振系统的隔振性能明显

优于相应的线性系统；而随激励幅值增大时，其隔振性能变差，但最多与线性系统相当，而不会变

得更差，此特征优于传统准零刚度隔振系统．
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引　 　 言

众所周知，线性隔振系统仅当 ω ＞ ２ωｎ（ω，ωｎ 分别是激励频率和系统的固有频率）时才

有隔振效果．因此，线性隔振系统需降低自身固有频率方能隔离低频激励，通常的方法是减小

系统刚度．但刚度过小将导致静位移过大、系统不稳．准零刚度隔振器具有足够大的静刚度支

撑被隔振设备，同时，系统在静平衡位置附近振动时，动刚度很低，理论上静平衡位置处动刚度

为 ０．因此，准零刚度隔振器非常适于低频甚至超低频隔振，有望在精密加工、舰船降噪、航天器

有效载荷防护等方面得到应用．
准零刚度隔振器的设计与理论分析已得到广泛地研究．Ａｌａｂｕｚｈｅｖ 等［１］ 将正刚度弹性元件

与负刚度弹性元件并联研发了若干隔振装置，并提出了准零刚度的概念．Ｌｅ 和 Ａｈｎ［２］将此项技

术应用于汽车座椅的隔振，针对低频和随机路面激励，取得了很好的效果．Ｃａｒｒｅｌｌａ 等［３⁃４］ 进行

几何拓扑组合，通过参数化建模和优化设计得到了准零刚度隔振器，并对其理论进行了系统而
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深入地研究．张建卓等［５］利用两端受压杆结构提供负刚度，将基于正负刚度并联的新型隔振系

统应用于精密仪器的隔振，但对其负刚度的原理及系统的非线性特性涉及较少．刘兴天，华宏

星等［６］将具有负刚度特性的 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）屈曲梁结构和线性隔振器并联使用，设计准零刚度

隔振器，并讨论了激励幅值对该准零刚度隔振器特性的影响．彭献等［７］提出了一种 ６ 根杆和 １
根拉簧组合式的准零刚度隔振器．徐道临，赵智等［８］设计了一种新型的气动可调式准零刚度系

统，首次尝试采用气动弹簧来实现准零刚度的特性．上述研究均表明，由于准零刚度隔振系统

的渐硬非线性特性，为确保系统的隔振性能，要求激励不能太大，且激励越小，隔振效果越好．
然而，笔者的实验研究［９］发现，当激励较小时，系统振动幅值较小，此时负刚度机构并没有参

与其中，隔振性能与相应的线性系统相当，其优越性并没有体现出来．为了使负刚度机构对小

位移更加敏感，本文将文献［２］中的连杆用滚轮⁃凸轮机构代替，提出一种新型准零刚度隔振器

（文献［１］中也提出过类似的装置）．当位移幅值较小时，滚轮与凸轮始终保持接触，但当幅值

较大时，滚轮将与凸轮脱离．因此，此类准零刚度隔振器的回复力和刚度具有典型的分段非线

性特征．为揭示其动力学特性，本文将利用平均法［１０］分析隔振系统在基础激励下的幅频特性，
并用数值仿真进行验证；进一步讨论激励幅值、阻尼对系统响应的影响；最后，对隔振系统的位

移传递率进行了评估，并与相应的线性系统进行对比，验证其优越性．

１　 系统模型和静态分析

考虑如图 １ 所示带滚轮机构的准零刚度隔振器．被隔振设备质量为 Ｍ，仅能沿竖直方向运

动，图 １ 所示为静态平衡位置．此时，凸轮圆心与滚轮圆心在同一水平线上，竖直和水平弹簧的

压缩量分别是 Δｘ ＝ Ｍｇ ／ ｋｖ 和 δ ．当系统在平衡位置附近振动时，凸轮离开平衡位置，带有滚轮

的水平弹簧在竖向产生负刚度，从而减小整个系统在竖向的刚度．当负刚度与竖直弹簧的刚度

相等时，平衡位置处的刚度为 ０，即零刚度条件．

图 １　 带有滚轮装置的准零隔振系统原理图［１］

Ｆｉｇ．１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ＱＺＳ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｃａｍ⁃ｒｏｌｌｅｒ⁃ｓｐｒｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

图 １ 中：１—滚轮，半径 ｒ１； ２— 固定的半圆凸轮，半径 ｒ２； ３— 水平弹簧，刚度 ｋｈ； ４— 竖直

弹簧，刚度 ｋｖ； ５—直线轴承．图１所示隔振系统处于静平衡位置，若隔振器下端固定，并在质量
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Ｍ上准静态施加一向上力 ｆ（ｘ） 时，质量Ｍ将偏离静平衡位置，向上移动 ｘ ．此时，隔振系统各部

件的受力分析，以及凸轮与滚轮 ３ 种典型的相对位置如图 ２ 所示，其中，图 ２（ｃ）为接触与脱开

的临界位置．当Ｍ在垂直方向上位移满足 ｘ ＜ ｘｄ ＝ ｒ２（２ｒ１ ＋ ｒ２） 时，滚轮与凸轮保持接触，但
是当 ｘ ＞ ｘｄ 时，滚轮脱离凸轮，沿着竖直壁面滚动．因此，力 ｆ（ｘ） 与位移 ｘ 的关系可以用分段

函数表示．

（ａ） 隔振系统受力 （ｂ） 凸轮与滚轮 （ｃ） 凸轮与滚轮接 （ｄ） 凸轮与滚轮

分析图 接触 触的极限位置 脱开

（ａ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｏｌｌｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｉｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｒｏｌｌｅｒ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｏｌｌｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｏｌｌｅｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃａｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆｆ ｔｈｅ ｃａｍ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃａｍ

图 ２　 隔振系统受力分析图及凸轮与滚轮的 ３ 种典型的相对位置

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｒｏｌｌｅｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｃａｍ

当滚轮与凸轮接触时，力与位移的关系可以表示为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ Ｍｇ － ｆｖ － ２ｆｈ ｔａｎ α， （１）
其中

　 　 ｆｖ ＝ ｋｖ（Δｘ － ｘ）， ｆｈ ＝ ｋｈ［δ － （ ｒ１ ＋ ｒ２）（１ － ｃｏｓ α）］，

　 　 ｔａｎ α ＝ ｘ ／ （ ｒ１ ＋ ｒ２） ２ － ｘ２ ．
已知竖直弹簧在平衡位置的压缩量为 Δｘ， 因此，力与位移的关系可进一步写为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｋｖｘ － ２ｋｈｘ １ ＋
δ － （ ｒ１ ＋ ｒ２）

（ ｒ１ ＋ ｒ２） ２ － ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２）

当位移 ｘ ＞ ｘｄ 时，滚轮脱离了凸轮，质量块只被竖直弹簧支撑着，力与位移的关系是

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｋｖｘ ． （３）
联立方程（２）和（３），回复力可表示为

　 　 ｆ（ｘ） ＝
ｋｖｘ － ２ｋｈｘ １ ＋

δ － （ ｒ１ ＋ ｒ２）

（ ｒ１ ＋ ｒ２） ２ － ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｘ ＜ ｘｄ，

ｋｖｘ， ｘ ≥ ｘｄ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

为设计准零刚度隔振器，假设质量在平衡位置附近小位移振动，即 ｘ ＜ ｘｄ，令 ｘ－ ＝ ｘ ／ （ ｒ１ ＋
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ｒ２） 和 ｆ
　 － ＝ ｆ ／ ｋｖ（ ｒ１ ＋ ｒ２）， 回复力可以表示为无量纲形式：

　 　 ｆ
　 －
（ｘ－） ＝ ｘ－ － ２βｘ－ １ ＋ δ

－ － １

１ － ｘ－ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （５）

其中 δ
－ ＝ δ ／ （ ｒ１ ＋ ｒ２） 和 β ＝ ｋｈ ／ ｋｖ ．对方程（５） 关于 ｘ－ 求导可得系统的无量纲刚度：

　 　 Ｋ
－
＝ １ － ２β １ ＋ δ

－ － １
（１ － ｘ－ ２） ３ ／ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （６）

从上式可以看出，当参数 β 和 δ
－
满足一定的关系时，隔振器在平衡位置将产生零刚度．令

Ｋ
－
（ｘ－ ＝ ０） ＝ ０， 可得零刚度（ｑｕａｓｉ⁃ｚｅｒｏ⁃ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ）条件：

　 　 δ
－
ＱＺＳ ＝ １

２β
． （７）

将式（７）分别代入到式（５）和式（６），可得准零刚度隔振系统的力⁃位移关系：

　 　 ｆ
　 －

ＱＺＳ（ｘ
－） ＝ ｘ－ １ － １

δ
－
ＱＺＳ

１ ＋
δ
－
ＱＺＳ － １

１ － ｘ－ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （８）

图 ３　 力⁃位移关系精确表达式与近似表达式的比较

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｏｎｅ

至此，准零刚度隔振器设计完毕，其力⁃位移关系的完整表达式为

　 　 ｆ
　 －

ＱＺＳ（ｘ
－） ＝

１ － １
δ
－
ＱＺＳ

１ ＋
δ
－
ＱＺＳ － １

１ － ｘ－ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｘ－， ｘ－ ＜ ｘ－ ｄ，

ｘ－， ｘ－ ≥ ｘ－ ｄ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

其中 ｘ－ ｄ ＝ ｒ２（２ｒ１ ＋ ｒ２） ／ （ ｒ１ ＋ ｒ２） ．为方便后续动力学分析，将力⁃位移关系式（９）中第一式在

平衡位置处进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开，式（９）可近似表示为

　 　 ｆ
　 － ａ

ＱＺＳ（ｘ
－） ＝

γｘ－ ３， ｘ－ ＜ ｘ－ ｄ，

ｘ－， ｘ－ ≥ ｘ－ ｄ，{ （１０）

其中 γ ＝ （１ － δ
－
ＱＺＳ） ／ （２δ

－
ＱＺＳ） ．图 ３ 表示当 δ

－
ＱＺＳ ＝ ０．９ 时准零刚度隔振器的力与位移关系．由图可
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知，力与位移关系在 ｘ－ ＝ ｘ－ ｄ 处不连续；在位移区间 ｘ－ ＜ ｘ－ ｄ 内，曲线非常平坦，刚度很小，且在

ｘ－ ＝ ０处，系统刚度为０．从图中还可看出，近似表达式（１０） 在位移区间 ｘ－ ＜ ｘ－ ｄ 内的大部分区域

与精确表达式（９） 吻合得很好，仅在 ｘ－ ＝ ｘ－ ｄ 附近差别较大，而在区间 ｘ－ ＞ ｘ－ ｄ 内二者因表达式

一致而完全吻合．

２　 准零刚度隔振系统在基础激励下的动力学分析

２．１　 动力学方程

考虑阻尼的影响，在与竖直弹簧平行的方向上增加一个线性粘性阻尼器．施加基础激励 ｙ
＝ Ｙｓｉｎ ωｔ，令 ｚ ＝ ｘ － ｙ， 则运动方程可以写作

　 　 Ｍｚ ＋ ｃｚ ＋ ｆ（ ｚ） ＝ － Ｍｙ， （１１）

其中 ｃ 是阻尼系数， ｆ（ ｚ） 见式（４） ．令 ｚ－ ＝ ｚ ／ （ ｒ１ ＋ ｒ２）， Ｙ
－ ＝ Ｙ ／ （ ｒ１ ＋ ｒ２），ｔ

－ ＝ ｔ ｋｖ ／ Ｍ ， Ω ＝ ω ／

ｋｖ ／ Ｍ ， ζ ＝ ｃ ／ （２ Ｍｋｖ ）， 并将式（７）代入到式（１１）中，则准零刚度隔振系统的运动方程为

　 　 ｚ－ ″ ＋ ２ζｚ－ ′ ＋ ｆ
　 －

ＱＺＳ（ ｚ
－） ＝ Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－， （１２）

其中符号“′”表示关于自变量 ｔ－ 的导数， ｆ
　 －

ＱＺＳ（ ｚ
－） 见式（９）．由于式（９）可由简单的式（１０）近似，

因此运动方程可以近似地写成

　 　 ｚ－ ″ ＋ ２ζｚ－ ′ ＋ ｆ
　 － ａ

ＱＺＳ（ ｚ
－） ＝ Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－ ． （１３）

由于系统回复力为分段函数，因此运动方程（１２）、（１３）均为分段非线性动力学方程．
２．２　 主共振响应的一次近似解析解

方程（１３）描述的是强迫振动下的单自由度分段非线性动力学系统，系统响应依赖于对方

程（１３）的求解．利用平均法［１０］求解运动方程（１３）的主共振一次近似解析解．运动方程（１３）可
改写为

　 　 ｚ－ ″ ＋ Ω２
０ ｚ
－ ＝ Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－）， （１４）

其中

　 　 Ω０ ＝ １，

　 　 ｈ（ ｚ－） ＝
γｚ－ ３ － ｚ－， ｚ－ ＜ ｘ－ ｄ，

０， ｚ－ ≥ ｘ－ ｄ ．{ （１５）

令 Ω２
０ ＝ Ω２ － εσ，引入小参数 ε 和调谐参数 σ，ε 的大小表示非线性的强弱，σ 从数量上描

述 Ω０ 与 Ω 的接近程度，运动方程可以进一步改写成

　 　 ｚ－ ″ ＋ Ω２ ｚ－ ＝ εｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ εσｚ－， （１６）
其中

　 　 ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＝ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－） ． （１７）

当 ε ＝ ０ 时，方程（１６）的派生系统为线性保守系统，此派生系统的自由振动解为

　 　 ｚ－ ＝ Ａｃｏｓ（Ωｔ－ － θ）， ｚ－ ′ ＝ － ΩＡｓｉｎ（Ωｔ－ － θ）， （１８）
其中，常数 Ａ和 θ取决于初始条件．当 ε≠０时，方程（１６） 的解仍然能用式（１８） 表示，但是此时

Ａ 和 θ 是关于 ｔ－ 的函数，而不是常数，令 ψ（ ｔ－） ＝ Ωｔ－ － θ 并将其代入到方程（１８） 中，然后对方程

（１８） 关于 ｔ－ 求导可得
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ｚ－ ′ ＝ Ａ′ｃｏｓ ψ － Ａ（Ω － θ′）ｓｉｎ ψ，
ｚ－ ″ ＝ － Ω［Ａ′ｓｉｎ ψ ＋ Ａ（Ω － θ′）ｃｏｓ ψ］ ．{ （１９）

将式（１８）的第二式和式（１６）代入方程（１９），求解关于 Ａ′ 和 θ′ 的代数方程可得

　 　
Ａ′ ＝ － ε

２πΩ
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψ，

θ′ ＝ ε
２πΩＡ

［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２０）

振幅 Ａ和相位角 θ关于 ｔ－ 的变化与 ε是同一个数量级的， 并且其变化速度远小于ψ（ ｔ－） 的变化．因
此，将方程组（２０） 的右边用关于ψ一个周期内的平均值代替，并认为 Ａ和 θ在ψ的一个周期内

保持不变，便可得平均化方程：

　 　
Ａ′ ＝ ε

－ ２πΩ ∫
２π

０
［ｇ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－( ) ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ，

θ′ ＝ ε
２πΩＡ ∫

２π

０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２１）

当 Ａ ＜ ｘ－ ｄ 时， ｚ ＜ ｘ－ ｄ 成立，得 ｈ（ ｚ－） ＝ γｚ－ ３ － ｚ－，

　 　 ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＝ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－） ＝ Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － γｚ－ ３ ＋ ｚ－ ． （２２）

由平均法得

　 　 ∫２π
０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ ＝

　 　 　 　 ∫２π
０
σＡｃｏｓ ψｓｉｎ ψｄψ ＋ ∫２π

０
Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ（ψ ＋ θ）ｓｉｎ ψｄψ ＋

　 　 　 　 ∫２π
０

－ ２ζ（ － ＡΩ）ｓｉｎ２ψｄψ ＋ ∫２π
０
（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｓｉｎ ψｄψ ＝

　 　 　 　 ２πζＡΩ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｃｏｓ θ， （２３）

　 　 ∫２π
０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 ∫２π
０
σＡｃｏｓ２ψｄψ ＋ ∫２π

０
Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ（ψ ＋ θ）ｃｏｓ ψｄψ ＋

　 　 　 　 ∫２π
０

－ ２ζ（ － ＡΩ）ｓｉｎ ψｃｏｓ ψｄψ ＋ ∫２π
０
（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πσＡ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ π Ａ － ３

４
γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２４）

将式（２３）和式（２４）代入式（２１）得

　 　

Ａ′ ＝ ε
－ ２πΩ ∫

２π

０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ ＝ ε

－ ２Ω
（２ζＡΩ ＋ Ω２Ｙ

－
ｃｏｓ θ），

θ′ ＝ ε
２πΩＡ ∫

２π

０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 ε
２ΩＡ

σＡ ＋ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ Ａ － ３

４
γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２５）

当 Ａ ≥ ｘ－ ｄ 时，令 ｃｏｓ ψ０ ＝ ｘ－ ｄ ／ Ａ ． ｚ ≥ ｘ－ ｄ，ｈ（ ｚ
－） ＝ ０； ｚ ＜ ｘ－ ｄ，ｈ（ ｚ

－） ＝ γｚ－ ３ － ｚ－，
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　 　 ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＝ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－） ＝

Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′，

Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － γｚ－ ３ ＋ ｚ－ ．{ （２６）

由平均法得

　 　 ∫２π
０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ ＝

　 　 　 　 ∫２π
０
［Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πΩ２Ｙ
－
ｃｏｓ θ ＋ ２πζＡΩ ＋ ∫２π

０
－ ｈ（ ｚ－）ｓｉｎ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πΩ２Ｙ
－
ｃｏｓ θ ＋ ２πζＡΩ ＋ ∫ψ０

０
０ｄψ ＋ ∫π－ψ０

ψ０

（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｓｉｎ ψｄψ ＋

　 　 　 　 ∫π＋ψ０

π－ψ０

０ｄψ ＋ ∫２π－ψ０

π＋ψ０

（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｓｉｎ ψｄψ ＋ ∫２π
２π－ψ０

０ｄψ ＝

　 　 　 　 πΩ２Ｙ
－
ｃｏｓ θ ＋ ２πζＡΩ， （２７）

　 　 ∫２π
０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 ∫２π
０
［Ω２Ｙ

－
ｓｉｎ Ωｔ－ － ２ζｚ－ ′ － ｈ（ ｚ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πσＡ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ ∫２π

０
－ ｈ（ ｚ－）ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πσＡ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ ∫ψ０

０
０ｃｏｓ ψｄψ ＋ ∫π－ψ０

ψ０

（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｃｏｓ ψｄψ ＋

　 　 　 　 ∫π＋ψ０

π－ψ０

０ｃｏｓ ψｄψ ＋ ∫２π－ψ０

π＋ψ０

（Ａｃｏｓ ψ － γＡ３ｃｏｓ３ψ）ｃｏｓ ψｄψ ＋ ∫２π
２π－ψ０

０ｃｏｓ ψｄψ ＝

　 　 　 　 πσＡ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ Ａ［（π － ２ψ０） － ｓｉｎ ２ψ０］ －

　 　 　 　 γＡ３ { － ｓｉｎ ψ０ｃｏｓ３ψ０ ＋ ３ ／ ４［（π － ２ψ０） － ｓｉｎ ２ψ０］ } ＝

　 　 　 　 πσＡ ＋ πΩ２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ Ａ － ３

４
γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷ π － ２ａｒｃｃｏｓ

ｘ－ ｄ

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　
Ａ２ － ｘ－ ２

ｄ

Ａ
γｘ－ ３

ｄ ＋ ３γＡ３ － ４
２

ｘ－ ｄ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２８）

将式（２７）和式（２８）代入式（２１）得

　 　
Ａ′ ＝ ε

－ ２πΩ ∫
２π

０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｓｉｎ ψｄψ ＝ ε

－ ２Ω
（２ζＡΩ ＋ Ω２Ｙ

－
ｃｏｓ θ），

θ′ ＝ ε
２πΩＡ ∫

２π

０
［ｇ（ ｚ－，ｚ－ ′，ｔ－） ＋ σｚ－］ｃｏｓ ψｄψ ＝ ε

２ΩＡ σＡ ＋ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋

Ｈ１

π
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２９）

其中

　 　 Ｈ１ ＝ γｘ－ ３
ｄ ＋ ３γＡ２ － ４

２
ｘ－ ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａ２ － ｘ－ ２
ｄ

Ａ
＋ Ａ － ３

４
γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷ π － ２ａｒｃｃｏｓ

ｘ－ ｄ

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３０）

将式（２５）、（２９）和（３０）代入方程（２１）中可得
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Ａ′ ＝ ε

－ ２Ω
（２ζＡΩ ＋ Ω２Ｙ

－
ｃｏｓ θ），

θ′ ＝ ε
２ΩＡ

σＡ ＋ Ω２Ｙ
－
ｓｉｎ θ ＋ Ｈ

π
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３１）

其中

　 　 Ｈ ＝

π Ａ － ３
４

γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 　 　 　 　 　 　 Ａ ＜ ｘ－ ｄ，

γｘ－ ３
ｄ ＋ ３γＡ２ － ４

２
ｘ－ ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａ２ － ｘ－ ２
ｄ

Ａ
＋ Ａ － ３

４
γＡ３æ

è
ç

ö

ø
÷ π － ２ａｒｃｃｏｓ

ｘ－ ｄ

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａ ≥ ｘ－ ｄ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（３２）

将 σ ＝ （Ω２ － Ω２
０） ／ ε 和 ε ＝ １ 代入方程组（３１） 中， 并令 Ａ′ ＝ ０ 和 θ′ ＝ ０， 消去 θ 后， 可得幅频

关系：

　 　 （Ω２ － １）Ａ ＋ Ｈ
π

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋ （２ζＡΩ） ２ ＝ Ω４Ｙ
－ ２ ． （３３）

３　 数 值 分 析

上节用平均法得到了准零刚度隔振系统在基础激励下的振幅的一次近似解析解，其有效

性可以通过式（１２）和式（１３）的数值解验证．取 ｘ－ ｄ ＝ ０．９４３，δ
－
ＱＺＳ ＝ ０．９，Ｙ

－ ＝ ０．５，和 ζ ＝ ０．１， 利用

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法求解动力学微分方程，得到各种激励频率下的响应，并与近似解析

解进行对比．系统的幅频曲线如图 ４ 所示，其中，实线和虚线分别表示近似解析解的稳定解和

不稳定解．符号“ｏ”和“∗”表示分别对动力学方程（１２）和（１３）进行扫频分析得到的数值解，点
划线代表 Ａ ＝ ｘ－ ｄ ．

图 ４　 准零刚度隔振系统的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＱＺＳ ｓｙｓｔｅｍ

从图 ４ 中可以看出，精确动力学方程（１２）的数值解与近似方程（１３）的数值解几乎完全吻

合．这是因为当位移幅值在下支时，幅值远远小于 ｘ－ ｄ，回复力可用三次函数近似表示；当位移幅

值在上支时，幅值大于 ｘ－ ｄ，回复力的近似表达式与精确表达式完全一致．因此，简单的近似动力

学模型（１３）可有效地分析系统响应．更重要的是数值解与解析解也吻合得很好，尤其是当振幅
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较小时，从而验证了平均法求解此类分段非线性问题的有效性．
扫频分析过程中发现 Ω 在 ０．４ 到 １．０２５ 之间时原始方程的数值解与解析解的下支不能完

全吻合，如图 ４ 中“□”所示，但这个频率区间内，初始值在（０，０）附近取值时可以得到相应的

数值解，由此判定在此频率区间解析解的下支是稳定解．
３．１　 位移激励幅值和阻尼对幅频曲线的影响

当系统受不同幅值的基础激励时，幅频曲线如图 ５ 所示，其他参数取为 ｘ－ ｄ ＝ ０．９４３，δ
－
ＱＺＳ ＝

０．９，ζ ＝ ０．１．从图中可以看出，激励幅值对隔振系统的动力学特性具有决定性影响．当激励幅值

较小时，如Ｙ
－ ＝ ０．２，凸轮与滚轮始终保持接触，系统的回复力未表现出分段特性，幅频曲线仅有

１支，未出现跳跃现象．当激励幅值适中时，如Ｙ
－ ＝ ０．３或Ｙ

－ ＝ ０．７，滚轮与凸轮出现脱离，幅频曲线

呈现 ３ 支，出现了跳跃现象，动力学特性复杂．而进一步增大激励幅值时，如 Ｙ
－ ＝ １．２，跳跃现象

消失，幅频曲线仅有 １ 支，且其形态趋向于线性系统．

图 ５　 位移激励幅值对幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｅｘｃｉｔｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｎ Ａ⁃Ω ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

当系统阻尼比取不同的值时， 幅频曲线如图 ６ 所示， 其他参数取为 ｘ－ ｄ ＝ ０．９４３， δ
－
ＱＺＳ ＝ ０．９，

Ｙ
－ ＝ ０．５．由图可知阻尼对系统响应也有显著影响．随着阻尼的增大，响应峰值减小，当阻尼比较

大时，如 ζ ＝ ０．３时，共振支消失，跳跃现象消失，幅频曲线仅剩１支，且幅值均处于 ｘ－ ｄ 的下方，此
时凸轮与滚轮始终保持接触．
３．２　 位移传递率

将相对位移转换为绝对位移

　 　 ｘ－ ＝ Ａｃｏｓ ψ ＋ Ｙ
－
ｓｉｎ（Ωｔ－） ＝ （Ａ ＋ Ｙ

－
ｓｉｎ θ） ２ ＋ （Ｙ

－
ｃｏｓ θ） ２ ｓｉｎ（ψ ＋ φ），
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其中

　 　 ｔａｎ φ ＝ Ａ ＋ Ｙ
－
ｓｉｎ θ

Ｙ
－
ｃｏｓ θ

．

位移传递率可表示为

　 　 Ｔ ＝ Ｘ
－

Ｙ
－ ＝ （Ａ ＋ Ｙ

－
ｓｉｎ θ） ２ ＋ （Ｙ

－
ｃｏｓ θ） ２

Ｙ
－ ，

其中， ｓｉｎ θ 可由方程（３１） 中令 θ′ ＝ ０ 求得．

图 ６　 阻尼对幅频响应的影响

Ｆｉｇ．６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｎ Ａ⁃Ω ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

当 Ｙ
－ ＝ ０．５，ζ ＝ ０．１，ｘ－ ｄ ＝ ０．９４３，δ

－
ＱＺＳ ＝ ０．９ 时，准零刚度隔振系统的位移传递率如图 ７ 所示．

为体现其隔振性能的优越性，将其与相应的线性隔振系统进行对比．需要强调的是，相应的线

性系统是指其刚度与准零隔振器的竖直弹簧一致，其位移传递率如图 ７ 中点划线所示．可以看

出，准零刚度隔振系统在 Ω ＝ １．１（向下跳跃频率） 开始有隔振效果，而线性系统从Ω ＝ ２ 才开

始有隔振效果，且准零刚度隔振系统开始隔振后的位移传递率都要比线性系统低．

位移激励幅值对位移传递率的影响如图 ８ 所示．当激励幅值较小时，如 Ｙ
－ ＝ ０．２， 准零刚度

隔振系统的起始隔振频率趋于 ０，且几乎在从 ０ 开始的整个频率范围内均优于线性系统，尤其

是低频阶段．当激励幅值适中时，如 Ｙ
－ ＝ ０．３ 和 Ｙ

－ ＝ ０．５， 准零刚度隔振系统的起始隔振频率（向
下跳跃频率）比线性系统要低，且位移传递率比线性系统小，但这种优势会随着激励幅值的增

大而减小．当激励幅值继续增大时，如 Ｙ
－ ＝ １，准零刚度隔振系统的隔振性能将与线性系统相当．

再继续增大激励幅值时，如 Ｙ
－ ＝ １．５， 准零刚度隔振系统的隔振性能并没有变得更差，最多与线
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性系统一致．而传统的准零刚度隔振系统［３］，向下跳跃频率随激励幅值增加而变大，导致其起

始隔振频率超过线性系统，从而失去隔振优势．因此，带滚轮的准零刚度隔振器对于较小的位

移激励具有良好的低频甚至超低频隔振性能．更重要的是，当激励幅值很大时，系统的隔振性

能将与其相应的线性系统一致，且不会变得更差．

图 ７　 准零刚度隔振系统的位移传递率及与线性系统的比较

Ｆｉｇ．７　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ＱＺＳ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ

ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

图 ８　 激励幅值对传递率的影响

Ｆｉｇ．８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｅｘｃｉｔｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ

０６ 一类准零刚度隔振器的分段非线性动力学特性研究



４　 结　 　 语

本文对一类具有分段非线性的准零刚度隔振系统进行了动力学建模，利用平均法进行了

近似求解，揭示了带滚轮准零刚度隔振的非线性动力学特性以及隔振特性．对幅频曲线的分析

表明，准零刚度隔振系统的阻尼和基础激励的幅值直接影响稳态响应的幅值和近似解析解的

特征．对隔振系统的位移传递率分析表明，当激励幅值较小时，该准零刚度隔振器的隔振性能

优于线性系统，且将隔振频率扩展至低频甚至是超低频．与传统准零刚度隔振器相比，最突出

的优点在于，随着激励幅值增大，其隔振性能将与线性系统相当，且不会变得更差．
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