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摘要：　 研究了 Ｇａｕｓｓ（高斯）白噪声激励下具有分数阶导数阻尼的非线性随机动力系统的非平稳

响应．应用等价线性化方法将非线性系统转化为等价的线性系统，之后采用随机平均法获得系统响

应满足的 ＦＰＫ（Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ）方程，其中分数阶导数近似为一个周期函数．使用 Ｇａｌｅｒ⁃
ｋｉｎ 方法求解 ＦＰＫ 方程进而得到系统的近似非平稳响应．数值结果验证了方法的正确性和有效性．
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引　 　 言

上世纪 ８０ 年代，Ｂａｇｌｅｙ 和 Ｔｏｒｖｉｋ［１⁃２］在一类高分子黏弹性材料建模中发现，应用分数阶导

数来描述材料的频率依赖应力松弛问题要比传统的整数阶导数模型更为贴切，也更符合实际

情况．这一发现随后在 Ｇａｕｌ 等［３］和 Ｍａｋｒｉｓ 等［４］的实验中得到了证实．自此，将分数阶导数应用

于黏弹性材料及其它复杂工程结构力学系统的建模开始受到关注．１９９７ 年，Ｓｐａｎｏｓ 和 Ｚｅｌｄｉｎ［５］

用一种频域分析方法研究了具有 Ｇｒｕｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 型分数阶导数阻尼的动力系统随机响应问

题，开创了具有分数阶导数与噪声激励特征并存的动力系统研究先河．之后，Ｄｒｏｚｄｏｖ［６］ 采用特

征函数法并结合积分变换研究了 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下一个分数阶导数动力系统的渐近谱密度

响应．２００９ 年，Ｈｕａｎｇ（黄志龙）等［７］将特殊的拟 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统随机平均法引入到具有分数阶导

数的随机动力系统中，研究了一类拟 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的平稳响应和稳定性问题．之后，Ｃｈｅｎ（陈林
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聪）等［８⁃９］、Ｈｕ（胡芳）等在文献［１０］工作的基础上采用相同的方法，分别研究了谐和白噪声激

励下具有分数阶导数的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子的分岔和首次穿越，以及有界噪声激励下具有分数阶导数

的拟 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的平稳响应．然而，由于分数阶导数自身理论上的局限性、噪声激励引发的

随机性以及计算的复杂性，有关分数阶导数的随机动力系统非平稳响应研究的成果还不多见．
其中，Ｓｐａｎｏｓ 等［１１］采用 Ｎｅｗｍａｒｋ 算法并结合统计线性化方法研究了具有 Ｇｒｕｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定

义分数阶导数的动力系统非平稳响应问题，首次对分数阶导数随机动力系统非平稳响应问题

进行了研究．２０１２ 年，Ｐａｏｌａ 等［１２］采用变量离散化法研究了平稳与非平稳噪声激励下具有 Ｃａ⁃
ｐｕｔｏ 型分数阶导数的线性系统响应问题．本文将以 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶导数阻尼为特征

的非线性系统为研究对象，采用随机平均法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对系统在 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下的平

稳响应以及非平稳响应进行研究．

１　 分数阶导数系统模型

１．１　 等价线性化系统

考虑如下二阶微分动力系统，其运动方程为

　 　 ｘ（ ｔ） ＋ ２ζω０ｘ（ ｔ） ＋ εＤαｘ（ ｔ） ＋ ω２
０ｘ（ ｔ） ＋ εｆ（ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ）） ＝ ξ（ ｔ）， （１）

其中， ｘ（ ｔ）（简记 ｘ） 表示广义位移，ｘ（ ｔ）（简记 ｘ） 表示广义速度，ζ与ω０ 均为常数，分别为系统

的阻尼系数与自然角频率．Ｄα ｘ（ ｔ） 为系统内在阻尼，这里采用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶导数

定义，表达式为

　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｘ（ ｔ － τ）
τα ｄτ，　 　 ０ ＜ α ＜ １， （２）

其中， α为实分数，Γ（·） 为 Ｇａｍｍａ 函数． ｆ（ｘ， ｘ） 是一非线性函数，ξ（ ｔ） 则表示均值为 ０、谱密

度为常数 Ｓ 的 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励．
引入广义谐和变换，将系统的位移⁃速度转化为具有慢变特征的振幅⁃相位，即令

　 　 ｘ ＝ ａｃｏｓ φ ＝ ａｃｏｓ［ｗ（ａ） ｔ ＋ γ］， （３）
　 　 ｘ ＝ － ａｗｓｉｎ φ ＝－ ａｗ（ａ）ｓｉｎ［ｗ（ａ） ｔ ＋ γ］， （４）

其中 ａ ＝Δ ａ（ ｔ），γ ＝Δ γ（ ｔ） 分别为慢变的振幅过程和相位过程，φ ＝Δ φ（ ｔ） ．显然，对于任意的非线性

函数，系统有效角频率 ｗ（ａ） 一部分通过阻尼项、一部分通过恢复力影响系统的响应，故可将

非线性函数 ｆ（ｘ， ｘ） 分解为如下形式：
　 　 ｆ（ｘ，ｘ） ＝ ２ω０ζｅ（ａ）ｘ ＋ ω２

ｅ（ａ）ｘ， （５）
其中 ζｅ（ａ） 和 ω２

ｅ（ａ） 可通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换分别求出，即有

　 　 ζｅ（ａ） ＝ － １
２ｗω０πａ

∫２π
０

ｆ（ａｃｏｓ φ， － ａｗｓｉｎ φ）ｓｉｎ φｄφ， （６）

　 　 ω２
ｅ（ａ） ＝ １

πａ ∫
２π

０
ｆ（ａｃｏｓ φ， － ａｗｓｉｎ φ）ｃｏｓ φｄφ ． （７）

为方便起见，简记 ｗ（ａ） ＝ ｗ ．则系统（１）可转化为以下的等价线性化系统：
　 　 ｘ ＋ ２ω０（ζ ＋ εζｅ（ａ））ｘ ＋ εＤαｘ（ ｔ） ＋ （ω２

０ ＋ εω２
ｅ（ａ））ｘ ＝ ξ（ ｔ）， （８）

其中　 　 ｗ２ ＝ ω２
０ ＋ εω２

ｅ（ａ） ．
将式（３）和（４）代入式（１）中，易得振幅过程满足的随机微分方程为

　 　 ａ ＝ － ２ａω０（ζ ＋ εζｅ）ｓｉｎ２φ ＋ εｓｉｎ φ
ｗ

Ｄαｘ（ ｔ） － ｓｉｎ φ
ｗ

ξ（ ｔ） ． （９）
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显然求解此方程是获得系统响应的关键．然而，具有以上特征的随机微分方程通常情况下

无法获得解析解，一般需要近似或数值求解．目前发展起来的预测系统响应的近似方法主要有

随机平均法、级数展开法、Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法等．比较而言，随机平均法［１３］ 是一种更为有效地

处理随机微分方程的近似方法．一方面这种方法可使原系统降维，同时保持原系统的本质特征

不变；另一方面，可使原来不是扩散过程的系统转化为扩散系统，从而可通过求解扩散过程的

ＦＰＫ 方程得到原系统的响应特征．故以下采用随机平均法对方程（９）进行转化．
１．２　 平均后的扩散方程

因振幅过程 ａ（ ｔ） 为慢变过程，故分数阶导数定义中的 ｘ（ ｔ － τ） 可展开为

　 　 ｘ（ ｔ － τ） ≈ ａ（ ｔ）［ｃｏｓ φｃｏｓ ｗτ ＋ ｓｉｎ φｓｉｎ ｗτ］ ． （１０）
借助以下积分结果［７］：

　 　 ∫ｔ
０

ｃｏｓ ｗτ
τα ｄτ ＝ ｗα－１ Γ（１ － α）ｓｉｎ πα

２
＋ ｓｉｎ ｗｔ

（ｗｔ） α
＋ Ｏ

１
（ｗｔ） α＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１１）

　 　 ∫ｔ
０

ｓｉｎ ｗτ
τα ｄτ ＝ ｗα－１ Γ（１ － α）ｃｏｓ πα

２
－ ｃｏｓ ｗｔ

（ｗｔ） α
＋ Ｏ

１
（ｗｔ） α＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１２）

则分数阶导数可近似为

　 　 εｓｉｎ φ
ｗ

Ｄαｘ（ ｔ）
Ｔ
≈－

εω２
０ｗα－３

２
ｓｉｎ πα

２
ａ，　 　 ０ ＜ α ＜ １． （１３）

这里　 　 〈·〉 Ｔ ＝ ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
（·）ｄｔ ．

在此基础上，采用随机平均法，对方程（９）中各项进行平均，可得如下的平均扩散方程：

　 　 ａ ＝ － ａζω０ － εａζｅω０ － ａ
εω２

０ｗα－３

２
ｓｉｎ πα

２
＋ ζω０

σ２

ａ
ω２

０

ｗ２
＋ ２ζω０ σ２ ω０

ｗ
η（ ｔ）， （１４）

其中 σ２ ＝ πＳ ／ （２ζω３
０），η（ ｔ） 是均值为 ０、相关函数为 Ｄｅｌｔａ 函数的 Ｇａｕｓｓ 过程．

２　 ＦＰＫ 方程及求解

２．１　 ＦＰＫ方程

此时方程（１４）为扩散过程，故可采用 ＦＰＫ 方程法确定系统振幅响应的概率密度．控制系

统响应的 ＦＰＫ 方程具有如下形式：

　 　 ∂ｐ（ａ，ｔ）
∂ｔ

＝ － ∂
∂ａ

{ ｐ（ａ，ｔ）［Ｍ（ａ）］ } ＋ １
２

∂２

∂ａ２ {Ｎ（ａ） ∂ｐ（ａ，ｔ）
∂ａ } ， （１５）

其中

　 　 Ｍ（ａ） ＝ － ζω０ ａ － σ２

ａ
ω２

０

ｗ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － εω０ζｅａ －

εω２
０ｗα－３

２
ｓｉｎ πα

２
ａ， （１６）

　 　 Ｎ（ａ） ＝ ２ζω０σ２ ω
２
０

ｗ２ ． （１７）

这是一个抛物型偏微分方程，目前除了少数一维情形外，一般得不到精确非平稳解，但有可能

得到它的精确平稳解．本文将致力于求精确平稳解和近似非平稳解．
２．２　 精确平稳解

将原系统的线性部分与非线性部分进行分离，使得

５６Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下分数阶导数系统的非平稳响应



　 　 ∂ｐ（ａ，ｔ）
∂ｔ

＝ ＦＬ［ｐ（ａ，ｔ）］ ＋ ＦＮＬ［ｐ（ａ，ｔ）］ ． （１８）

相应地，线性算子 ＦＬ（·） 和非线性算子 ＦＮＬ（·） 满足

　 　 ＦＬ（·） ＝ ζω ０
∂
∂ａ

ａ － σ ２

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （·）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ζω ０σ ２ ∂２（·）

∂ａ２ ， （１９）

　 　 ＦＮＬ（·） ＝ ∂
∂ａ

ζω ０σ ２ １ －
ω ２

０

ｗ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ａ

－ ∂
∂ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （·）é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ∂
∂ａ

［εａζ ｅω ０（·）］ ＋ ∂
∂ａ

ζω ０σ ２（·） ∂
∂ａ

ω ２
０

ｗ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ∂
∂ａ

ａω ２
０（ω ２

０ ＋ εω ２
ｅ） α－３ ／ ２

２
ｓｉｎ πα

２
（·）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２０）

令 ∂ｐ（ａ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ０，则振幅响应的概率密度函数 ｐｓ（ａ） 满足下面的二阶微分方程：

　 　 － ｄ
ｄａ

［Ｍ（ａ）ｐｓ］ ＋ １
４

ｄ
ｄａ Ｎ（ａ）

ｄｐｓ

ｄａ
＋ ｄ

ｄａ
（Ｎ（ａ）ｐｓ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０． （２１）

由于 Ｍ（ａ） 和 Ｎ（ａ） 中均不显含时间 ｔ， 即方程（１４）将是一个矢量时齐扩散过程，故此时方程

（２１）为平稳 ＦＰＫ 方程，它的精确解就是精确平稳解，满足如下表达式：

　 　 ｐｓ（ａ） ＝ Ｃ
Ｎ（ａ）

ｅｘｐ ２∫ Ｍ（ａ）
Ｎ（ａ）

ｄａé

ë
êê

ù

û
úú ， （２２）

其中 Ｃ 为标准化参数．
２．３　 非平稳响应

比较而言，ＦＰＫ 方程的非平稳响应一般需要近似或数值求解．已发展的方法主要有矩闭合

法、函数级数法以及 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法等．这些方法的比较详见文献［１４］．其中，Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法是一种

将求解微分方程问题转化为求解线性方程组的数值分析方法．这种方法通过选取有限多项的

正交基函数进行叠加，使得结果在求解域内及边界上的加权积分满足原方程，从而可以确定一

组易于求解的线性代数方程．以下部分应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法求系统的非平稳响应．
先考虑系统的线性部分，并将非线性部分视为对线性部分的摄动，令 ε ＝ ０， 则方程（１５）

可改写为

　 　 ∂ｐ（ａ，ｔ）
∂ｔ

＝ ∂
∂ａ

ζω ０ ａ － σ ２

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ（ａ，ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ζω ０σ ２ ∂２ ｐ（ａ，ｔ）

∂ａ２ ． （２３）

相应地，此方程的特征值 λ ｎ 和特征函数 Ａｎ（ａ） 分别为

　 　 λ ｎ ＝ ２ζω ０ ｎ，　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…， （２４）

　 　 Ａｎ（ａ） ＝ １
ｎ！

ａ
σ ２ ｅｘｐ

－ ａ２

２σ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｌｎ

ａ２

２σ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…， （２５）

其中 Ｌｎ（·） 为 ｎ 阶 Ｌａｇｕｅｒｒｅ 多项式．
记线性部分满足方程（２３）的解为 ｐＬ（ａ， ｔ）， 可用特征函数表示为

　 　 ｐＬ（ａ， ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｅ －λｎｔＡｎ（ａ）， （２６）

且满足

　 　
∂ｐＬ（ａ，ｔ）

∂ｔ
＝ ＦＬ［ｐＬ（ａ，ｔ）］ ． （２７）
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基于方程（１８）， ＦＰＫ 方程（１５）的近似非平稳解 ｐ（ａ， ｔ） 按照摄动的思想可表示为线性解

ｐＬ（ａ， ｔ） 与一个未知函数之和，且此未知函数应与振幅 ａ（ ｔ） 和时间 ｔ 均有关系，即令

　 　 ｐ（ａ， ｔ） ＝ ｐＬ（ａ， ｔ） ＋ ｆ（ａ， ｔ） ． （２８）
鉴于线性解的特征，可将此未知函数表示为特征函数 Ａｎ（ａ） 与时间 ｔ 函数的级数．即

　 　 ｆ（ａ， ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｙｎ（ ｔ）Ａｎ（ａ）， （２９）

其中 ｙｎ（ ｔ） 待定，Ｎ为正整数．记Ｙ（ ｔ）＝ ［ｙ０（ ｔ），ｙ１（ ｔ）， …，ｙＮ（ ｔ）］ Ｔ，并将式（２８）、（２９） 代入到式

（１８）， 得误差函数，记为 Δｒ［ａ， Ｙ（ ｔ）］， 则有

　 　 Δｒ［ａ， Ｙ（ ｔ）］ ＝ ∂ｐ（ａ，ｔ）
∂ｔ

－ ＦＬ［ｐ（ａ，ｔ）］ － ＦＮＬ［ｐ（ａ，ｔ）］ ． （３０）

显然，若误差函数 Δｒ［ａ， Ｙ（ ｔ）］ 为０，则近似解 ｐ（ａ ，ｔ） 完全等价于精确解 ｐ（ａ，ｔ） ．但通常这是

无法实现的，可以实现的只能是使误差函数尽可能地小．为此，选择具有正交性的特征函数为

权重函数，使得误差函数在这组独立权重函数上的投影为 ０．即令

　 　 ∫∞
０

Ａ ｊ（ａ）
Ａ０（ａ）

Δｒ［ａ， Ｙ（ ｔ）］ｄａ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ ０， １， ２，…，Ｎ ． （３１）

将式（３０）代入到式（３１）， 得如下微分方程：
　 　 Ｙ（ ｔ） ＝ ＣＹ（ ｔ） ＋ Ｆ（ ｔ） ． （３２）

这是一个线性微分方程组，其中 Ｃ 为（Ｎ ＋ １） × （Ｎ ＋ １） 阶矩阵， Ｆ（ ｔ） 是（Ｎ ＋ １） 维向量， 元

素可通过下列表达式分别求得：

　 　 Ｃ ＝ － λ ｊδ ｊｎ ＋ ∫∞
０

Ａ ｊ（ａ）
Ａ０（ａ）

ＦＮＬ［Ａｎ（ａ）］ｄａ，　 　 ｊ ＝ ０， １， ２，…，Ｎ， （３３）

　 　 Ｆ ｊ（ ｔ） ＝ ∫∞
０

Ａ ｊ（ａ）
Ａ０（ａ）

ＦＮＬ［ｐＬ（ａ，ｔ）］ｄａ，　 　 ｊ ＝ ０， １， ２，…，Ｎ ． （３４）

求解方程（３２），则振幅过程的近似非平稳概率密度响应就可完全确定．

３　 数 值 算 例

以非线性 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子为例，系统（１）中的非线性函数可表示为

　 　 ｆ（ｘ， ｘ） ＝ ２ζω ０（ｃ１ ＋ ｃ２ｘ２）ｘ ． （３５）
按照以上步骤，可得精确平稳解为

　 　 ｐｓ（ａ） ＝ Ｃ

２ζω ０σ ２
ｅｘｐ ２ － １

４σ ２ ａ
２ ＋ １

２
ｌｎ ａ － εｕ

８ζω ０σ ２ ａ
２ －æ

è
ç

é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ερ
６４ζω ０σ ２ ａ

４ －
εω α－２

０

４ζσ ２ ｓｉｎ πα
２

ａ２ ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
． （３６）

对于非平稳概率密度响应，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，可得相应的数值结果．分别取参数 ζ ＝ ０．０４， ω ０ ＝
２ ｒａｄ ／ ｓ， ε ＝ ０．７５， ｃ１ ＝ － ８ ／ ３， ｃ２ ＝ ６４π ／ ５５， α ＝ １ ／ １０， Ｓ ＝ ０．５５ ｍ２ ／ ｓ３ ．图 １ 给出了式（２９） 中

待定函数 ｙｎ（ ｔ） 随时间 ｔ 演变的图形，这里级数截断项 Ｎ ＝ ５．
可以看出： ｙ０（ ｔ） ＝ ０，此时系统响应没有摄动项，对应的解完全是线性部分解．当 ｎ≠０时，

系统响应是具有非线性特征的非平稳响应． ｙ１（ ｔ）， ｙ２（ ｔ） 两条函数曲线随时间呈现递减，且
ｙ１（ ｔ） 递减速度很快，ｙ２（ ｔ） 递减一段时间后趋于平稳；其它 ３ 个待定函数随时间在相对长的时

间内为缓慢递增函数．图 ２ 给出了分别应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟（ＭＣ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）

７６Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下分数阶导数系统的非平稳响应



方法得到的振幅过程在不同时刻的近似非平稳概率密度函数解 ｐ（ａ，ｔ），这里 Ｎ ＝ １２．显然，在
较短时间内，概率密度解 ｐ（ａ，ｔ） 的峰值较大．随着时间的延长，概率密度解的峰值大小以及中

心位置都有所改变．当时间达到 １５ ｓ 及以上时，概率密度曲线特征无明显变化，趋于平稳．最重

要的是，理论结果与模拟结果一致．为了进一步验证 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法的有效性，图 ３ 给出了近似

非平稳概率密度解 ｐ（ａ，ｔ） 在达到稳态时（ ｔ ＝ １００ ｓ）、精确平稳解 ｐｓ（ａ） 以及 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟

３ 种方式下的解的比较．

图 １　 待定函数 ｙｎ（ ｔ） 随时间的演化 图 ２　 振幅响应的近似非平稳概率密度

Ｆｉｇ．１　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆｉｇ．２　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｎｏｎ⁃ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ＰＤＦ
ｙｎ（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 ３　 振幅响应的平稳概率密度 图 ４　 Ｎ 取不同值时对结果的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ＰＤＦ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ｆｉｇ．４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ Ｎ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ＰＤＦ ｒｅｓｕｌｔｓ

可以看出，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到的非平稳解在稳态时与精确平稳解基本吻合，这一结果

与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟的结果也基本一致，进而验证了 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法的有效性和正确性．图 ４ 进一

步检验了在 ｔ ＝ １５０ ｓ时截断项 Ｎ对结果的影响．显然，当级数只取两项，即 Ｎ ＝ １时近似结果偏

差很大，随着 Ｎ值的增加近似效果越好．图中Ｎ ＝ ５与Ｎ ＝ １２几乎无差别，说明当Ｎ≥５ 时就可

达到理想的近似效果．

４　 总　 　 结

使用随机平均法将 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下具有分数阶导数阻尼的非线性动力系统转化为扩

散系统，并结合 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法得到了系统振幅随时间演变的非平稳概率密度响应．数值模拟结果

表明：选择 ＦＰＫ 方程的特征函数作为权重函数后，只需有限的级数截断项就可得到较好的非
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平稳响应，并且非平稳响应在稳态时与精确平稳解、Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟结果相吻合，验证了方法

的正确性以及计算的精度．
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