
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０１⁃００９２⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型
守恒气体动力学格式

∗

葛全文

（应用物理与计算数学研究所， 北京 １０００９４）

摘要：　 提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）非结构网格高阶交错型守恒气体动力学格式．用产生于当前时刻

子网格密度和网格声速的子网格压力和 ＭＵＳＣＬ 方法构造了高阶子网格力，利用高阶子网格力构

造了高阶空间通量，借助时间中点通量的 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开完成了高阶时间通量离散．研制了 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒气体动力学格式．对 Ｓａｌｔｚｍａｎ 活塞问题等进行了数值模拟，数值

结果显示了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒气体动力学格式的有效性和精确性．

关　 键　 词：　 高阶子网格力；　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒格式；　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网

格高阶交错型格式；　 高阶分片压力
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引　 　 言

拉氏流体力学计算失败的根源是 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 质量的假定不正确，以前网格拓扑预先破裂，
这导致计算精度下降和计算停止．作者关心的网格变形分为两类：第一类是小空间步长的网格

呈现整体网格变形的沙漏畸变［１］，沙漏畸变的原因［２］ 是二维和三维里的四边形、六面体关于

它们格点的自由度是欠定的［３⁃４］； 第二类是大空间步长的网格扭曲，Ｄｕｋｏｗｉｃｚ 和 Ｍｅｌｔｚ［４］ 称之

为虚假涡旋，Ｂｒｏｗｎｅ 和 Ｗａｌｌｉｃｋ［１］称之为长细网格问题．虽然这些数值计算的困难在计算中经

常出现，但仅用在二维里以不同的长宽比倾斜的网格去解已经知道一维解的问题才确定出来．
解的梯度与网格错误相连，出现了已知解完全没有的虚假涡旋．已经设计攻击虚假涡旋和沙漏

畸变的多种算法［１，５］， Ｃａｒａｍａｎａ 和 Ｓｈａｓｈｋｏｖ 等［６⁃７］作了许多完善，改进了交错离散的精度和有

效性．相容交错离散以严密的论证［８］导出了总能量守恒格式．Ｃａｒａｍａｎａ 和 Ｓｈａｓｈｋｏｖ［９］推广子网

格质量为 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ 质量引入子网格压力方法，提高了交错离散数值计算的有效性，葛全

文［１０］把子网格压力方法推广到中心型守恒格式获得期望的效果．本文的目的是提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ
高阶交错型守恒气体动力学格式，初始网格密度乘以初始子网格体积得到子网格质量，子网格

质量除以当前时刻的子网格体积得到当前时刻的子网格密度．用产生于当前时刻子网格密度

和当前时刻的网格声速的子网格压力构造了子网格力，用 ＭＵＳＣＬ 方法构造了高阶子网格力，
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用高阶子网格力构造了高阶空间通量，借助时间中点通量的 Ｔａｙｌｏｒ 展开完成了高阶时间离散．
余下部分的结构如下：第 １ 节为预备概念；第 ２ 节构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒格

式；第 ３ 节为数值结果；第 ４ 节给出结论和展望．

１　 预 备 概 念

１．１　 拉氏流体力学方程

设 Ｄ是 Ｒ２ 空间的开子集，充满无粘理想流体，（Ｏ，Ｘ，Ｙ） 是 Ｒ２ 空间的直角坐标系，（ｅＸ，ｅＹ）
是标准正交基，定义单位向量 ｅＺ ＝ ｅＸ × ｅＹ ．拉氏流体力学方程组：

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｄＶ ＝ ０， （１）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ｄＶ － ∫

Ｓ（ ｔ）
Ｕ·ＮｄＳ ＝ ０， （２）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρＵｄＶ ＋ ∫

Ｓ（ ｔ）
Ｐ ＮｄＳ ＝ ０， （３）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρＥ ｄＶ ＋ ∫

Ｓ（ ｔ）
Ｐ Ｕ·ＮｄＳ ＝ ０． （４）

这里 ｄ ／ ｄｔ表示拉氏时间导数；Ｖ（ ｔ） 是运动控制体； Ｓ（ ｔ） 是 Ｖ（ ｔ） 的边界；τ ＝ １ ／ ρ，Ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ，
Ｐ， Ｅ 分别为比容、速度、压力、总能；Ｎ 表示边界 Ｓ（ ｔ） 的单位外法向向量，式（１）、（３）和（４）分
别表示质量、动量、总能守恒律；式（２）表示几何守恒律，它等价于运动方程：

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｘ ＝ Ｕ， Ｘ（０） ＝ ｘ， （５）

Ｘ 表示 ｔ ＞ ０ 时运动控制体的格点坐标，ｘ 表示 ｔ ＝ ０ 时运动控制体的格点坐标．状态方程

　 　 Ｐ ＝ Ｐ（ρ，ε）， （６）
这里 ε 表示内能，ε ＝ Ｅ － ‖Ｕ‖２ ／ ２．

图 １　 五边形网格 Ωｃ 的三角形剖分

Ｆｉｇ．１　 Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓ ｏｆ ｐｅｎｔａｇｏｎａｌ ｃｅｌｌ Ωｃ

１．２　 符号和假定

物理区域 Ｖ（０） 划分为多边形网格 Ωｃ，
ｃ ＝ １，２，…，Ｉ，ｃ是指标同时表示网格中心坐

标，Ｉ 是总网格数，网格 Ωｃ 的格点 ｐ 的集合

为 ｐ（ｃ），格点以逆时针排序，网格 Ωｃ 的格

点是周期的，即 ｐｐ（ｃ） ＋１ ＝ ｐ１，ｐ０ ＝ ｐｐ（ｃ） ．格点 ｐ
的邻域网格 Ωｃ 集合为 ｃ（ｐ），网格以逆时针

排序，网格 Ωｃ 也是周期的，即 Ωｃ（ｐ） ＋１ ＝ Ω１ ．
图 １ 中 Ｌｃ

ｐ－ 和 Ｌｃ
ｐ－
分别是边［ｐ，ｐ ＋］ 和［ｐ，ｐ －］

大小的二分之一，Ｎｃ
ｐ－ 和 Ｎｃ

ｐ－
分别是边［ｐ，

ｐ ＋］ 和［ｐ，ｐ －］ 单位外法向．

２　 空间守恒离散

本文的目的是提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒气体动力学格式．研究任意形状

的空间网格，对构造的差分格式、 坐标位置和速度定义在格点上， 压力、 密度和内能定义在网

格内．
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２．１　 几何守恒律的相容离散

在网格 Ωｃ 上方程（２）写为

　 　
ｄＶｃ

ｄｔ
＝ ∫

∂Ωｃ

Ｕｃ·Ｎｄｓ， （７）

这里 ∂Ωｃ 是网格 Ωｃ 的边界，Ｎ是网格 Ωｃ 边界单位外法向，ｓ是网格 Ωｃ 边界的大小．引入离散散

度算子Ñ·Ｕｃ：

　 　 Ñ·Ｕｃ ＝
１
Ｖｃ
∫
∂Ωｃ

Ｕｃ·Ｎｄｓ ． （８）

网格 Ωｃ 的体积Ｖｃ 是格点坐标Ｘｐ 的函数．要计算体积Ｖｃ， 先进行网格Ωｃ 的三角分解（如图 １ 所示）：

　 　 Ｖｃ ＝
１
２ ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
（Ｘｐ × Ｘｐ ＋）·ｅＺ ． （９）

关于时间求导，得

　 　
ｄＶｃ

ｄｔ
＝ ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ·Ｕｐ，ｎ， （１０）

其中

　 　 Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ＝ Ｌｃ
ｐ－，ｎＮｃ

ｐ－，ｎ ＋ Ｌ ｃ
ｐ－，ｎ
Ｎ ｃ

ｐ－，ｎ
，

这里， ｎ 表示当前时刻．
结合前面的结果，得

　 　 Ñ·Ｕｃ，ｎ ＝ １
Ｖｃ，ｎ

∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ·Ｕｐ，ｎ ． （１１）

２．２　 动量通量和内能通量的相容离散

考虑总能量守恒，动量方程、内能方程的相容离散［８］ ．图 ２ 显示格点 ｐ 周围的一组网格 Ωｃ ．
忽略边界力作功，总能量守恒可以写成：

图 ２　 格点 ｐ 周围的一组网格 Ωｃ 压力

Ｆｉｇ．２　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｃｅｌｌｓ Ωｃ

ａｒｏｕｎｄ ｖｅｒｔｅｘ ｐ

　 　 ∑
ｃ

ｍｃε ｃ ＋ ∑
ｐ

ｍｐ

Ｕ２
ｐ

２
＝ ０， （１２）

这里 ε 是网格的内能，ｍｃ 是网格的质量，ｍｐ 是

格点的质量，内能和动能分别定义在网格和格

点．取时间导数：

　 　 ∑
ｃ

ｍｃ
ｄ
ｄｔ

ε ｃ ＋

　 　 　 　 ∑
ｐ
ｍｐＵｐ

ｄ
ｄｔ

Ｕｐ ＝ ０． （１３）

本文已经认为网格和格点质量是常数，关
于点 ｐ 动量方程离散为

　 　 ｍｐ
ｄ
ｄｔ

Ｕｐ ＝ ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
ｆ ｃｐ ． （１４）

在这个方程定义新的量 ｆ ｃｐ 称为子网格力，这个力来自网格 Ωｃ 作用于格点 ｐ ．子网格力用

两个指标定义：一个是它构造的网格 Ωｃ，一个是它作用的格点 ｐ ．然而子网格力明显的函数形

式，还没有定义．
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　 　 ∑
ｃ

ｍｃ
ｄ
ｄｔ

ε ｃ ＋ ∑
ｐ
Ｕｐ∑

ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
ｆ ｃｐ ＝ ０， （１５）

交换求和次序得到

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

ε ｃ ＋ ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｕｐ ｆ ｃｐ ＝ ０． （１６）

相容离散的核心内容：子网格力 ｆ ｃｐ 引起从格点 ｐ 到网格 Ωｃ 的动能交换率是子网格力与格

点速度的点积．网格 Ωｃ 的内能变化率等于网格 Ωｃ 的所有格点动能交换率之和．
２．３　 动量通量的计算

图 ３　 网格 Ωｃ 的分片压力

Ｆｉｇ．３　 Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｓｕｂｃｅｌｌｓ ｏｆ ｃｅｌｌ Ωｃ

定义网格内分片常数压力．尽管这个论证是

根据二维四边形进行的，但所有的论证适用于任

何维数任意形状的网格．图 ３ 显示四边形网格 Ωｃ，
格点 ｐ，ｐ ＋，ｐｋ，ｐ

－，边界中点 ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４ ．用边界

中点和格点与中心点的连线把网格Ωｃ 划分为４个

四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２，ｃｂ２ｐ
＋ ｂ３，ｃｂ３ｐｋｂ４，ｃｂ４ｐ

－ ｂ１ ．用
网格 Ωｃ 的初始密度 ρ ｃ，０ 及初始格点坐标（Ｘｐ，０，
Ｙｐ，０），ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算每一子网格的质量

ｍｃ
ｐ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．在时刻 ｔ ＝ ｔｎ，知道基本子网

格质量 ｍｃ
ｐ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），压力Ｐｃ，ｎ，格点坐标

（Ｘｐ，ｎ， Ｙｐ，ｎ）， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算四边形子网

格体积Ｖ ｃ
ｐ，ｎ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．密度 ρ ｃ

ｐ，ｎ ＝ｍｃ
ｐ ／ Ｖ ｃ

ｐ，ｎ，
ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．用 Πｃ

ｐ，ｎ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） 表示

四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２，ｃｂ２ｐ
＋ ｂ３，ｃｂ３ｐｋｂ４，ｃｂ４ｐ

－ ｂ１ 里的压力，网格 Ωｃ 的压力表示为四边形子网格

的分片常数压力 Π ｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）：

　 　 Π ｃ
ｐ，ｎ ＝ ａ２

ｃ，ｎ（ρ ｃ
ｐ，ｎ － ρ ｃ，ｎ） ＋ Ｐｃ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ． （１７）

定义网格内高阶分片压力［１１］， Ｈ ｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）：

　 　 Ｈ ｃ
ｐ，ｎ ＝ Π ｃ

ｐ，ｎ ＋ ÑΠ ｃ
ｐ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （１８）

　 　 ÑΠ ｃ
ｐ，ｎ ＝

ａｃ，ｎΔｔ（Ｘ ｃ
ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）

ｐ（ｃ） ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖ ｃ

ｐ，ｎ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎΠ ｃ
ｐ，ｎ，

　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ． （１９）
这里 ａｃ，ｎ 是网格 Ωｃ 的声速，Δｔ 为时间步长．沿着四边形子网格的边界，这些高阶分片压力产生

的力能够计算．引入力 Ｆ ｃ
ｐ，ｎ，这个力称为相关网格 Ωｃ 和格点 ｐ 的高阶子网格力：

　 　 Ｆ ｃ
ｐ，ｎ ＝ １

２
［Ｌｃ

ｐ－，ｎ
（Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ
＋ Ｈ ｃ

ｐ，ｎ）Ｎ ｃ
ｐ－，ｎ

＋ Ｌｃ
ｐ－，ｎ（Ｈ ｃ

ｐ，ｎ ＋ Ｈ ｃ
ｐ－，ｎ）Ｎ ｃ

ｐ－，ｎ ＋

　 　 　 　 ｄ ｃ
ｐ－，ｎ

Ｄ ｃ
ｐ－，ｎ

（Ｈ ｃ
ｐ，ｎ － Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ
） ＋ ｄ ｃ

ｐ－，ｎＤ ｃ
ｐ－，ｎ（Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ － Ｈ ｃ
ｐ，ｎ）］， （２０）

其中， ｄ ｃ
ｐ－，ｎ 和Ｄ ｃ

ｐ－，ｎ 分别是四边形子网格 ｃｂ２ｐ
＋ ｂ３ 边 ｃｂ２ 的大小和单位外法向，ｄ ｃ

ｐ－，ｎ
和Ｄ ｃ

ｐ－，ｎ
分别是

四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２ 边 ｃｂ１ 的大小和单位外法向．用相关格点 ｐ 的所有高阶子网格力离散动量

方程（３）：

　 　 ｍｐ
ｄ
ｄｔ

Ｕｐ ＋ ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０． （２１）
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２．４　 能量通量的计算

用相关网格 Ωｃ 的所有高阶子网格力离散内能方程（１６），

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

ε ｃ ＝ － ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ·Ｕｐ，ｎ ． （２２）

２．５　 二阶时间离散

提出基于时间中点通量的 Ｔａｙｌｏｒ 展开设计的二阶时间离散格式．所有的物理变量在当前

时刻都是已知的．新时刻物理量由下列方程得到

　 　

ｍｃ（τ ｃ，ｎ＋１ － τ ｃ，ｎ） ＝ Δｔ ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｌｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｎｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２，

ｍｐ（Ｕｐ，ｎ＋１ － Ｕｐ，ｎ） ＋ Δｔ ∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ０，

ｍｃ（ε ｃ，ｎ＋１ － ε ｃ，ｎ） ＋ Δｔ ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ＋１ ／ ２Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ０，

Ｘｐ，ｎ＋１ ＝ Ｘｐ，ｎ ＋ Δｔ Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２， Ｘｐ，０ ＝ ｘｐ，

Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｕｐ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

Ｕｐ，ｎ，

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ，

Ｌｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｎｐｃ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２３）

２．６　 格点速度和高阶子网格力的时间导数

用链式规则，直接对高阶子网格力（式（２０））求导

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ ＝ ｄ

ｄｔ
１
２
［Ｌｃ

ｐ－，ｎ
（Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ
＋ Ｈ ｃ

ｐ，ｎ）Ｎ ｃ
ｐ－，ｎ

＋ Ｌｃ
ｐ－，ｎ（Ｈ ｃ

ｐ，ｎ ＋ Ｈ ｃ
ｐ－，ｎ）Ｎ ｃ

ｐ－，ｎ ＋

　 　 　 　 ｄ ｃ
ｐ－，ｎ

Ｄ ｃ
ｐ－，ｎ

（Ｈ ｃ
ｐ，ｎ － Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ
） ＋ ｄ ｃ

ｐ－，ｎＤ ｃ
ｐ－，ｎ（Ｈ ｃ

ｐ－，ｎ － Ｈ ｃ
ｐ，ｎ）］ ． （２４）

用非守恒形式气动力学方程计算网格压力的时间导数 ｄＰｃ，ｎ ／ ｄｔ ．

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｐｃ，ｎ ＝ － ρ ｃ，ｎａ２
ｃ，ｎ Ñ·Ｕｃ，ｎ ． （２５）

格点速度的时间导数由方程（２１）解出

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｕｐ ＝ －
１
ｍｐ
∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ． （２６）

２．７　 动量守恒

忽略边界力作功， 所有格点动量求和：

　 　 ∑
ｐ
ｍｐ（Ｕｐ，ｎ＋１ － Ｕｐ，ｎ） ＝ － Δｔ ∑

ｐ
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

Ｆ ｃ
ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ． （２７）

交换求和次序得到

　 　 ∑
ｐ
ｍｐ（Ｕｐ，ｎ＋１ － Ｕｐ，ｎ） ＝ － Δｔ∑

ｃ
∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２， （２８）

ｐ（ｃ） 是网格 Ωｃ 格点集合．
动量守恒的条件：

　 　 ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ０， （２９）
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　 　 ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ＋ Δｔ ｄ
ｄｔ∑

ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０． （３０）

经过一些代数运算后可得 ∑ ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０， 动量守恒条件（２９）成立．

２．８　 计算时间步长

计算时间步长 Δｔ， 在时间 ｔｎ，λ ｃ，ｎ 表示网格 Ωｃ 的两个格点之间距离的最小值：

　 　 Δｔ ＝ ｍｉｎ}

ｃ ＝ １，２，…，Ｉ

λ ｃ，ｎ

ａｃ，ｎ
， （３１）

这里 ａｃ，ｎ 是网格 Ωｃ 的所有子网格声速的最大值．
２．９　 算法简述

第一步，设置初始量

知道网格 Ωｃ， ｃ ＝ １，２，…，Ｉ（ Ｉ 为计算区域总网格数） 的初始密度 ρ ｃ，０， 格点坐标（Ｘｐ，０，
Ｙｐ，０），ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．用网格Ωｃ 的初始密度ρ ｃ，０ 及格点坐标（Ｘｐ，０，Ｙｐ，０）， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计
算子网格质量 ｍｃ

ｐ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．在当前时刻 ｔ ＝ ｔｎ，知道基本子网格质量 ｍｃ
ｐ， ｐ ＝ １，２，…，

ｐ（ｃ），格点坐标（Ｘｐ，ｎ，Ｙｐ，ｎ）， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算四边形子网格体积 Ｖｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），

密度ρ ｃ
ｐ，ｎ ＝ｍｃ

ｐ ／ Ｖ ｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．用当前时刻的压力Ｐｃ，ｎ 和密度 ρ ｃ

ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算

四边形子网格的声速 ａｃ
ｐ，ｎ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．用式（２０） 和（２４） 求出高阶子网格力 Ｆｃ

ｐ，ｎ 和高阶

子网格力时间导数 ｄＦｃ
ｐ，ｎ ／ ｄｔ ．

第二步，解格点速度

解格点速度方程（２１）、（２６）得到 Ｕｐ，ｎ，ｄＵｐ，ｎ ／ ｄｔ ．
第三步，计算时间步长

由式（３１）解出时间步长 Δｔ ．
第四步，求新时刻几何量、物理量

根据格点速度 Ｕｐ，ｎ 解方程（２３），得新时刻的格点坐标（Ｘｐ，ｎ＋１， Ｙｐ，ｎ＋１），新时刻物理量

τ ｃ，ｎ＋１，Ｕｐ，ｎ＋１， ε ｃ，ｎ＋１ ．
第五步，解状态方程

由状态方程计算压力 Ｐｃ，ｎ＋１ 和声速 ａｃ，ｎ＋１ ．

３　 数 值 结 果

例　 Ｓａｌｔｚｍａｎ 活塞问题

计算区域 （ｘ，ｙ） ∈ ［０， １］ × ［０，０．１］，生成 ４种初始网格：第一种初始网格（Ｍ１） 是由映射

　 　
Ｘｓｔｒ ＝ ｘ ＋ （０．１ － ｙ）ｓｉｎ（ｘπ），
Ｙｓｔｒ ＝ ｙ{

变换均匀网格 ５０ × ５ 而成．第二种初始网格 （Ｍ２） 是多块网格， 在三角形 Ａ１Ａ２Ａ３， 四边形

Ａ２Ａ４Ａ５Ａ３， 四边形 Ａ４Ａ６Ａ７Ａ５ 和三角形 Ａ７Ａ６Ａ８ 生成非结构四边形网格、非结构六边形网格、非结

构四边形网格、非结构三角形网格．计算区域的余下部分生成与第一种相同的初始网格．格点

Ａ１， Ａ２， Ａ３， Ａ４， Ａ５， Ａ６， Ａ７ 和 Ａ８ 的坐标是（０．２４，０．１），（０．３，０），（０．３，０．１），（０．３３，０），（０．３４，
０ １），（０．３５，０），（０．３５，０．１） 和（０．４５，０） ．第三种初始网格（Ｍ３） 是由第一种初始网格加密一倍

而成．第四种初始网格（Ｍ４） 是由第二种初始网格加密一倍而成．初始状态（ρ ｃ，０， Ｐｃ，０，Ｕｃ，０） ＝
（１，０，０） 采用理想气体状态方程，气体绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３，边界 ｘ ＝ ０ 的法向速度 Ｕ∗

ｐ ＝ １（入流
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条件），区域上、下、右侧边界为反射边界，运行时间 ｔ ＝ ０．８．精确解 ｔ ＝ ０．８ 时激波在右侧反射后

双激波区与单激波区交界位置 ０．９６６ ６７，单激波区密度 ρ ＝ ４，双激波区密度 ρ ＝ １０．

图 ４　 第一种初始网格

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ

图 ５　 第二种初始网格

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ

图 ６　 第三种初始网格

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ

图 ７　 第四种初始网格

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈ

表 １　 数值解收敛精确解的收敛精度（二阶精度格式 （ｏ２） ．收敛阶

是由 Ｍ１Ｍ３ 网格和 Ｍ２Ｍ４ 网格计算所得）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏｗａｒｄｓ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ （ｏ２） ａｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｓｈ． （Ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ
ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｓｈｅｓ Ｍ１Ｍ３ ａｎｄ Ｍ２Ｍ４ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｓｔ）

ｓｃｈｅｍｅ ｍｅｓｈ ｘｔ ＝ ０．８ ｍｅｓｈ ｘｔ ＝ ０．８

ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ０．９６６ ６７ ０．９６６ ６７

ｏ２
Ｍ１ ０．９６７ ５０ Ｍ２ ０．９６７ ３０１
Ｍ３ ０．９６６ ９４ Ｍ４ ０．９６６ ８７６

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ １．６２０ １．６１５

　 　 图 ４ 为第一种初始网格，图 ５ 为第二种初始网格，图 ６ 为第三种初始网格，图 ７ 为第四种

初始网格．图 ８～１１ 显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式在时间 ｔ ＝ ０．８ 时的网格；图 １２～１５ 显示

Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式在时间 ｔ ＝ ０．８ 时的密度等值线．这是一维问题，所有的网格变形

都是虚假的，结果比较的主要点在于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 交错型守恒格式保持一维解非常好，抑制砂漏变

形，消除虚假涡旋，Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式计算的结果非常接近于精确解．计算的结果

清楚显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式的精确性．最后在表 １ 里记录了 ｔ ＝ ０．８ 时激波位置的
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平均值．用 ４ 种网格Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，Ｍ４ 计算，第一种网格 ｔ ＝ ０．８ 时激波位置的平均值 ０．９６７ ５０， 第

二种网格 ｔ ＝ ０．８时激波位置的平均值 ０．９６７ ３０１，第三种网格 ｔ ＝ ０．８时激波位置的平均值 ０．９６６
９４，第四种网格 ｔ ＝ ０．８ 时激波位置的平均值 ０．９６６ ８７６．数值解收敛于精确解，由 Ｍ１ 网格和 Ｍ３

网格计算的收敛阶是 １．６２０，由 Ｍ２ 网格和 Ｍ４ 网格计算的收敛阶是 １．６１５．

图 ８　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 图 ９　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式，
时间 ｔ ＝ ０．８ 时的第一种网格 时间 ｔ ＝ ０．８ 时的第二种网格

Ｆｉｇ．８　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ Ｆｉｇ．９　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ， ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８ ｓｃｈｅｍｅ， ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８

图 １０　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 图 １１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式，
时间 ｔ ＝ ０．８ 时的第三种网格 时间 ｔ ＝ ０．８ 时的第四种网格

Ｆｉｇ．１０　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ Ｆｉｇ．１１　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ， ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８ ｓｃｈｅｍｅ， ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８

图 １２　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 时间 图 １３　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 时间

ｔ ＝ ０．８ 时第一种网格的密度等值线 ｔ ＝ ０．８ 时第二种网格的密度等值线

Ｆｉｇ．１２　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ Ｆｉｇ．１３　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ， ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｓｃｈｅｍｅ， ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８
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图 １４　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 时间 图 １５　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒格式， 时间

ｔ ＝ ０．８ 时第三种网格的密度等值线 ｔ ＝ ０．８ 时第四种网格的密度等值线

Ｆｉｇ．１４　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ Ｆｉｇ．１５　 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ
ｓｃｈｅｍｅ， ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｓｃｈｅｍｅ， ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８ ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．８

４　 结　 　 论

本文把 Ｃａｒａｍａｎａ 和 Ｓｈａｓｈｋｏｖ［９］的子网格压力方法推广为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶交错型守恒气体

动力学算法．假定在计算网格上压力是分片常数，构造了计算网格上高阶子网格力，借助时间

中点通量的 Ｔａｙｌｏｒ 展开完成了高阶时间离散，高阶子网格力产生对虚假涡旋和沙漏畸变强大

的抑制力．数值算例显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 非结构网格高阶交错型守恒格式对任意形状的网格都是高

精度格式．将来的工作是把子网格压力方法推广到 Ｌａｇｒａｎｇｅ 弹塑性流体算法里．
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